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تشریك بْیٌِ یه هبَّارُ بِ هذار سهیي آٌّگ بب یه بلَن اًتمبل هذاری بب تزاست هحذٍد ٍ لببلیت خبهَش ٍ رٍضٌی هجذد  در ایي همبلِ هسئلِ  
ّبی ضزٍع سَسش هَتَر ٍ هذت سهبى بْیٌِ  ّذف، یبفتي ساٍیِ بزدار ًیزٍی پیطزاًص، سهبىببضذ.  هَرد ًظز هی بْیٌِ -ٍ همبیسِ آى بب حبلت سیز

ببضذ بِ گًَِ ای وِ هصزف سَخت حذالل ضذُ ٍ ضزایظ هزسی بب دلت هَرد ًظز بزآٍردُ گزدد.  ّز یه اس هبًَرّبی بلَن اًتمبل هذاری هی
اَرُ بِ هذار سهیي ًَآٍری ایي تحمیك ارائِ یه الگَریتن دلیك ٍ بب سزػت ّوگزا یی ببلا بزای حل بْیٌِ هسیز چٌذ سَسضی جْت تشریك هبّ

ببضذ. بزای حل هسئلِ ضزط هزسی در چٌذ ًمغِ، اس یه رٍش پزتببی غیزهستمین بب وبرایی ببلا ّوزاُ بب رٍش ًیَتي بْبَد یبفتِ،  آٌّگ هی
بَی ًیش بِ ضزایظ هزسی هَرد ًظز ّوگزا هیاستفبدُ ضذُ است. رٍش پیطٌْبدی ػلاٍُ بز تأهیي دلت بسیبر ببلا، بب  سلسلِ  ضَد. سزػت خ

ّبی  ّبی چٌذگبًِ، بزرسی ضذُ ٍ بزای ّزیه اس آًْب هسیز بْیٌِ بب هؼیبر حذالل هصزف سَخت ٍ ّوچٌیي سهبى پزٍاسّبی هختلف بب سَسش
گذاری الگَریتن پیطٌْبدی ًیش اس عزیك همبیسِ بب هزاجغ اًجبم ضذُ است. در ًْبیت ًتبیج  فؼبل ٍ غیز فؼبل استخزاج ضذُ است. تصذیك ٍ صحِ

ُ، همبیسِ گزدیذُ است. -بْیٌِ بب حبلت حل سیزحل   بْیٌِ وِ در آى ساٍیِ بزدار ًیزٍی پیطزاًص در راستبی بزدار سزػت فزض ضذ

 ولیذ ٍاصگبى:
 تشریك بْیٌِ

 بلَن اًتمبل هذاری

 لببلیت استبرت هجذد

 هذار سهیي آٌّگ

 سَسش چٌذگبًِ
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 In this paper the problem of optimal multiple-burn injection of a satellite into geostationary orbit using 

an upper stage with a limited thrust and restart capability, and comparison with sub-optimal case is 

considered. The goal is finding thrust vector angle, times of the engine firings and optimal duration of 

active phases of the upper stage so as to minimize fuel consumption and to meet the desired boundary 

conditions. The contribution of this research is developing an accurate and rapid convergence algorithm 

for solving multiple-burn trajectory for satellite injection into geostationary orbit. To solve the 

multipoint boundary value problem, an improved indirect shooting method with high performance and 

modified Newton’s method is presented and used for optimal solution. Moreover, the novel method 

presented for multi burn problem not only has very good accuracy, but also, it converges very fast to the 

desired end conditions. Various flight sequences with multiple burns are considered and the optimal 

trajectory with minimum fuel consumption criteria, for each flight sequence is derived. The verification 

and validation of the proposed algorithm is made via comparison with references. Finally, the results of 

optimal solutions are compared with the results of sub-optimal solution whose thrust direction is aligned 

to the velocity vector direction. 

Keywords: 
Optimal Injection 

Restart Capability 

Upper Stage 

Geostationary Orbit 

Multiple Burn 

  

 

 

 مقدمه  -1
ای اػت وٝ  ٞبی حبُٔ ٔبٞٛاسٜ، حٛصٜ ٔٛؿه 1ٞذایت فبص فؼبًَشاحی ٔؼیش ٚ 

ػبصی ٚ تئٛسی وٙتشَ ثٟیٙٝ سایح اػت. دس  دس آٖ ثىبسٌیشی اثضاسٞبی ثٟیٙٝ

ٞبی  ؼبَ، پبیٝفبص فٞبی حیٗ پشٚاص ثشای حُ ثٟیٙٝ ٔؼبئُ  ٚالغ اٍِٛسیتٓ

تـىیُ  1960ٞبی حبُٔ سا اص دٞٝ  ٞذایت حّمٝ ثؼتٝ ٔشاحُ ثبلایی ٔٛؿه
ا٘ذ. ٞذف یه اٍِٛسیتٓ ٞذایت ثٟیٙٝ تِٛیذ ٔدٕٛػٝ فشأیٗ ٔتغیش ثب صٔبٖ  دادٜ

ٔٙظٛس ا٘تمبَ ٚػیّٝ پش٘ذٜ اص یه حبِت اِٚیٝ ثٝ یه حبِت  ثشداس پیـشاٖ ثٝ

                                                                                                                                           
1 Active 

ٞبی ػّٕىشد ٔؼیٗ  ای وٝ لیٛد ٔؼیش ٚ ؿبخق ثٝ ٌٛٝ٘ اػتٟ٘بیی ٌّٔٛة 
ٞبی فوبیی ؿبخق ػّٕىشد ثٝ كٛست  ٔؼٕٛلاً ثشای ػیؼتٓ وٝ ثشآٚسدٜ ٌشدد

ٞبی فؼبَ ا٘تخبة  صٔبٖ فبصحذالُ ٕ٘ٛدٖ ٚ یب حذالُ ٕ٘ٛدٖ ٔلشف ػٛخت 

  .ؿٛد ٔی
ثش اػبع تئٛسی وٙتشَ ثٟیٙٝ  دس خبسج اص خٛ ػٕٛٔبً شاحی ٔؼیش ثٟیًٙٝ

ؿٛد. حُ ٔؼیش ثٟیٙٝ ٘یبصٔٙذ حُ ٔؼئّٝ ثؼیبس ٔـىُ ؿشایي  سیضی ٔی پبیٝ

ٞبی ٔختّفی ثشای حُ ٔؼئّٝ وٙتشَ ثٟیٙٝ دس  ٔشصی دس دٚ ٘مٌٝ اػت. سٚؽ

غیش  ٞبی ٞب سا ثٝ سٚؽ تٛاٖ آٖ ٔشاخغ اسائٝ ؿذٜ اػت وٝ دس حبِت وّی ٔی
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ٞبی غیش  ثٙذی ٕ٘ٛد. سٚؽ ٔؼتمیٓ، سٚؽ ٔؼتمیٓ ٚ سٚؽ تشویجی تمؼیٓ
ثبؿٙذ وٝ ثٝ  ٔؼتمیٓ ثش اػبع حُ ػیؼتٓ ٔؼبدلات دیفشا٘ؼیُ ٔؼِٕٛی ٔی

ثٝ وٕه حؼبة  ػٙٛاٖ ٔؼئّٝ ٔمذاس ٔشصی ٕٞیّتٛ٘یٗ ٌٔشح ثٛدٜ ٚ ػٕٛٔبً

شَ ٞبی ٔؼتمیٓ، ٔؼئّٝ وٙت ؿٛ٘ذ. اص ػٛی دیٍش دس سٚؽ تغییشات ثیبٖ ٔی

ٌشدد. سٚؽ تشویجی اص  تجذیُ ٔی 1ػبصی غیش خٌی ثٟیٙٝ ثٝ یه ٔؼئّٝ ثٟیٙٝ
ٞبی خؼتدٛی ٌشادیب٘ی  ثشد. سٚؽ اِزوش ثٟشٜ ٔی ٔضایبی ٞش دٚ سٚؽ فٛق

ثشای تؼییٗ ٔؼیشٞب ٚ وٙتشَ ثٟیٙٝ، ثب اسهبی  2ٔب٘ٙذ سٚؽ ػشیغ تشیٗ ػمٛى

ٞبی خؼتدٛی  سٚ٘ذ. ٕٞچٙیٗ اص سٚؽ وبس ٔی ثٝ 3تبوش-وٛٞٗ ؿشایي ثٟیٍٙی

تٛاٖ  غیش ٌشادیب٘ی ٔب٘ٙذ اٍِٛسیتٓ ط٘تیه یب اٍِٛسیتٓ اختٕبع پش٘ذٌبٖ ٘یض ٔی
  ثشای حُ ٔؼبئُ ثش٘بٔٝ سیضی غیش خٌی اػتفبدٜ ٕ٘ٛد.

ٔختّفی ثشای ًشاحی ٔؼیش ٚ ٞبی  دس ًَٛ چٙذ دٞٝ ٌزؿتٝ، سٚؽ

 ٞبی حبُٔ ٔبٞٛاسٜ ٔٛسد ثشسػی ٚ ٌٔبِؼٝ لشاس ٌشفتٝ ٞذایت فبص فؼبَ ػیؼتٓ

ٞب سا ثشای  اِٚیٗ تلاؽ 1969ٚ ٕٞىبساٖ دس ػبَ  ثشاٖٚا٘ذ.  ٚ تٛػؼٝ یبفتٝ
. ٔؼئّٝ ٔؼیش ثٟیٙٝ [1]دػتیبثی ثٝ ٞذایت حّمٝ ثؼتٝ دس فبص خلا ا٘دبْ داد٘ذ 

ثٝ ػٙٛاٖ یه ٔؼئّٝ ٔمذاس ٔشصی ثشای یبفتٗ لٛا٘یٗ ٞذایت ثٟیٙٝ خٟت 

س ٞش ػیىُ ٞبی تضسیك ٔذاسی ٚ ٔلالبت ٔذاسی، حُ ٌشدیذ. د ٔبٔٛسیت

ٞذایتی حُ ٔؼئّٝ ٔمذاس ٔشصی ثب اػتفبدٜ اص سٚؽ تىشاسی ٘یٛتٗ، ثشٚص سػب٘ی 
ثب تشاػت سا  ثشداس ثٟیٙٝ ساػتبی 1970ٚ ٕٞىبساٖ دس ػبَ  ثشاٖٚ ؿذ. ٔی

ثٟجٛد  4اص یه سٚؽ پشتبثی ٚ [2]اص ؿشایي ثٟیٍٙی ثٝ دػت آٚسد٘ذ اػتفبدٜ 

دس وبِیغ  اػتفبدٜ ٕ٘ٛد٘ذ.یبفتٝ ثشای حُ ٔؼئّٝ ٔمذاس ٔشصی دس دٚ ٘مٌٝ 

ػبصی ٔؼیش فبص فؼبَ  یه سٚؽ تشویجی ثٟجٛد یبفتٝ ثشای ثٟیٙٝ 2000ػبَ 
. دس ایٗ تحمیك اص یه اٍِٛسیتٓ تحّیّی/ػذدی [3]ػیؼتٓ حبُٔ اسائٝ داد 

ػبصی ٔؼیش فبص فؼبَ ثٝ ٕٞشاٜ یه فبص غیش فؼبَ ثٟیٙٝ ، اػتفبدٜ  ثشای ثٟیٙٝ

ٟبیی آصاد ثٛدٜ ٚ آسٌٛٔبٖ حوین ٔذاس ٞبی ا٘ت ؿذٜ اػت وٝ دس آٖ صٔبٖ

 ٟ٘بیی ثٝ ػٙٛاٖ یه لیذ ٟ٘بیی اهبفٝ ؿذٜ اػت وٝ ثشای كؼٛد ثٝ یه ٔذاس
 2003ٚ  2002ٞبی  دس ػبَ داوٕٗٔٙبػت اػت.  5ا٘تمبِی صٔیٗ آًٞٙ

ٔؼئّٝ ٔمذاس ٔشصی دس دٚ٘مٌٝ پغ اص  دس آٖ سا تٛػؼٝ داد وٝ یاٍِٛسیتٕ

٘ـبٖ دادٜ ؿذٜ  ٔزوٛس . دس تحمیك[5,4] ؿٛد خبٔٛؿی ٔٛتٛس اكّی آغبص ٔی

 ِٛثبؿذ.  وٝ سٚؽ پشتبثی چٙذٌب٘ٝ یه سٚؽ ػذدی ٔؤثش ثشای حُ ٔؼئّٝ ٔی
اختلاف ٔحذٚد ٔؼئّٝ ؿشى ثب اػتفبدٜ اص سٚؽ  2003ٚ ٕٞىبساٖ، دس ػبَ 

. اص ِحبٍ تئٛسی اػتفبدٜ حُ ٕ٘ٛد٘ذٞذایت ثٟیٙٝ،  سا ثشایٔشصی دس دٚ٘مٌٝ 

اِٛیاص یه  ص ٘ظش ٔلشف ػٛخت ثؼیبس وبسا تش اص یه تضسیك ا چٙذ ػٛصؿی ت

. ثؼیبسی اص ٔؼبئُ ا٘تمبَ ٔذاسی ٘یبصٔٙذ [6]ٔؼتمیٓ ته ػٛصؿی اػت 
ًٛلا٘ی اص یىذیٍش خذا  ٘ؼجتبً ثىبسٌیشی چٙذ فبص فؼبَ وٝ ثب فبصٞبی غیشفؼبَ

ٞبی تحمیمبتی ا٘دبْ ؿذٜ  ثبؿذ. ثٙبثش ایٗ یه ػشی اص فؼبِیت ا٘ذ، ٔی ؿذٜ

ٚ ٕٞىبساٖ دس  ثشاٖٚثبؿذ.  ٝ ٞذایت دس خلا چٙذ ػٛصؿی ٔیٔشثٛى ثٝ ٔؼئّ

تحمیمبت اِٚیٝ دس  1972دس ػبَ  وٛٞٗ ٚ ثشاٖٚ ٚ ٞٙچٙیٗ 1969ػبَ 
ػبصی ٔؼیش چٙذ ػٛصؿی سا ا٘دبْ داد٘ذ ٚ دس ٔؼبئُ ٚالؼی  خلٛف ثٟیٙٝ

وبسٞبی لجّی سا تٛػؼٝ  1972دس ػبَ  طصٚػىی. [8,7]ٞذایت اػتفبدٜ ٕ٘ٛد٘ذ 

. [9] داد ٚ اص تمشیت خبرثٝ خٌی ثشای ثٟجٛد وبسایی ٔحبػجبتی اػتفبدٜ ٕ٘ٛد

ػبصی چٙذ ػٛصؿی ثشای یه  لبثّیت ثٟیٙٝ 2001دس ػبَ  وبِیغ ٚ ٕٞىبساٖ
دس ػبَ  وبِیغ ٚ داوٕٗ. [11,10]اٍِٛسیتٓ ٞذایت تشویجی سا تٛػؼٝ داد٘ذ 

تٛػؼٝ داد٘ذ وٝ ثشای ثؼیبسی اص ؿىُ خذیذی اص ؿشایي ػٛئیچ سا  2003
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ٔؼئّٝ  2008دس ػبَ  ِٛ ٚ ٕٞىبساٖؿشایي ٟ٘بیی لبثُ ثىبسٌیشی اػت. 
ًشاحی ٚ ٞذایت ثٟیٙٝ چٙذ ػٛصؿی فبص خبسج اص خٛ سا اسائٝ ٕ٘ٛد٘ذ. دس ایٗ 

تحمیك یه ساٞىبس ػشیغ ٚ ٌٕٔئٗ ثب اػتفبدٜ اص سٚؽ پشتبثی چٙذ ٌب٘ٝ ثشای 

یه حبُٔ ٔبٞٛاسٜ، ؿبُٔ دٚ فبص فؼبَ ٚ یه  ًشاحی ٔؼیش ثٟیٙٝ خبسج اص خٛ

دس  . پٗ ٚ ِٛ[12] ٞبی فؼبَ، پیـٟٙبد ؿذٜ اػت فبص غیش فؼبَ ثٟیٙٝ ثیٗ فبص
ػبصی چٙذ ػٛصؿی سا ثب سٚؽ پشتبثی چٙذ ٌب٘ٝ  حُ ٔؼئّٝ ثٟیٙٝ 2009ػبَ 

ثٝ كٛست تحّیّی اسائٝ ٕ٘ٛد٘ذ. دس ایٗ تحمیك ٘ـبٖ دادٜ ؿذٜ وٝ حتی اٌش 

، اٍِٛسیتٓ ٌشفتٝ ؿٛ٘ذثٝ ا٘ذاصٜ وبفی ثضسي دس ٘ظش ٞب  تؼذاد ػٛصؽ

. [13] ؿٛد ػبصی ثٝ حُ ثٟیٙٝ ثب تؼذاد ػٛصؽ كحیح ٍٕٞشا ٔی ثٟیٙٝ
ٚ تبثغ ػٛئیچ ا٘تمبَ  6ٔؼئّٝ ثشداس اكّی 2010دس ػبَ خبٔیٙؼٖٛ ٚ ٕٞىبساٖ 

ٔذاسی سا ثٝ كٛست تحّیّی ثشسػی ٕ٘ٛد٘ذ. دس ایٗ تحمیك سفتبس تبثغ ػٛئیچ 

دٚ خؼٓ ثشسػی ؿذٜ ٚ ٘ـبٖ دادٜ ؿذٜ وٝ اػتفبدٜ اص یه ػجبست  ثشای ٔؼئّٝ

تحّیّی ثشای تبثغ ػٛئیچ ػجت وبٞؾ ػٕذٜ صٔبٖ ٔحبػجبتی ٔٛسد ٘یبص خٟت 
بٖ دادٜ ؿذٜ وٝ ثشداس  تؼییٗ صٔبٖ فبصٞبی غیش فؼبَ ٔی ٌشدد. ٕٞچٙیٗ ٘ـ

. [14]ثبؿذ  اكّی ٚ تبثغ ػٛئیچ ٔؼتمُ اص دػتٍبٜ ٔختلبت ثىبس سفتٝ ٔی

 كشیحٔؼئّٝ تٛػؼٝ ٚ ثىبسٌیشی اٍِٛسیتٓ ٞذایتی  2011دس ػبَ ؿش ٚ فیُ تشا

 اٚسیٖٛسا ثشسػی ٕ٘ٛد٘ذ. ٔبٔٛسیت  اٚسیٖٛثشای فبص خبسج اص خٛ ػیؼتٓ حبُٔ 
ثبؿذ ٚ ثبیذ لبدس ثبؿذ تب ٔبٔٛسیت  استفبع پبییٗ ٔیفشاتش اص تضسیك دس ٔذاس 

ا ٞٓ ا٘دبْ دٞذ.  دس ایٗ س ٔلالبت ٔذاسیٛ اتلبَ ثٝ ایؼتٍبٜ فوبیی ثیٗ إِّّی

ٚ ػبختبس ٞذایت ٔذاسی ٔؼشفی ؿذٜ ٚ  اٚسیٖٛتحمیك خضئیبت ٔبٔٛسیت 

دس چبسچٛة ٞذایت ٔذاسی كشیح  پیـٟٙبداتی ثشای تٛػؼٝ اٍِٛسیتٓ ٞذایت
حُ تحّیّی ٔتغیشٞبی ؿجٝ  2012دس ػبَ  ِٛ ٚ ٕٞىبساٖ. [15]اسائٝ ؿذٜ اػت 

ِت ػٝ ثؼذی اسائٝ ٕ٘ٛد٘ذ. دس ایٗ حبِت دس ًَٛ فبص غیش فؼبَ ثٟیٙٝ سا دس حب

تحمیك ٘ـبٖ دادٜ ؿذٜ وٝ ًَٛ ثٟیٙٝ فبص غیش فؼبَ ثشای ٔذاسٞبی ثیوٛی 

ثش حؼت آ٘ٛٔبِی حمیمی  5ٞبی یه چٙذ خّٕٝ ای ٔشتجٝ  ثشاثش ثب سیـٝ
ٞبی یه چٙذ خّٕٝ ای ٔشتجٝ  ثبؿذ ٚ ثشای ٔذاسٞبی دایشٜ ای، ثشاثش ثب سیـٝ ٔی

تٛاٖ دس ًشاحی ٔؼیشٞبی ثٟیٙٝ چٙذ ػٛصؿی  ٔی خٛاٞذ ثٛد. ایٗ ٘تبیح سا 4

ثشای ٔؼئّٝ ا٘تمبَ ٔذاسی تشاػت  2013دس ػبَ  ٞش٘ب٘ذص ٚ آولا. [16]ثىبس ثشد 

ٔحذٚد ثٝ ٔذاسٞبی دایشٜ ای اػتٛایی، ثب اػتفبدٜ اص تئٛسی پبیذاسی ِیبپب٘ٛف، 
ثشای  7اع-وی یه حُ تحّیّی اسائٝ ٕ٘ٛد٘ذ. دس ایٗ تحمیك اص ٔذَ تجذیُ

ٔؼبدَ  ٔغـٛؽ،ٔؼئّٝ دٚ خؼٓ اػتفبدٜ ؿذٜ وٝ دس آٖ ٔؼبدلات حشوت غیش 

ثبؿذ. سٚؽ ٞذایتی دس دٚ فبص اسائٝ ؿذٜ اػت :  ثب یه حشوت ٘ٛػب٘ی ػبدٜ ٔی

ٔذاس ٞذف ثب اػتفبدٜ اص تشاػت پیٛػتٝ فوبپیٕب  8اثتذا اٌ٘جبق ثب ٘یٓ لٌش اكّی
شوض ٔذاس ٞذف ثٛػیّٝ ٔحمك ؿذٜ اػت. ػپغ اٌ٘جبق ثب ؿیت ٚ خشٚج اص ٔ

دس اِٚیٛیشا ٚ ٕٞىبساٖ . [17]ا٘دبْ ؿذٜ اػت  ٞبی فؼبَ/غیشفؼبَ ٔب٘ٛس وٕبٖ

ثشای ٔؼئّٝ ا٘تمبَ ٔذاسی ثب تشاػت پیٛػتٝ ٚ ثب ٔؼیبس حذ الُ  2013ػبَ 

ػبصی ٔؼیش اسائٝ ٕ٘ٛد٘ذ. دس ایٗ تحمیك  ٔلشف ػٛخت، یه اٍِٛسیتٓ ثٟیٙٝ
بییٗ، هٕٗ اسائٝ یه اٍِٛسیتٓ ثشای ٔب٘ٛس یه فوبپیٕبی ثب تشاػت پ

ٞبی ٘بؿی اص  ػبصی ٔؼیش ثب ٔؼیبس حذالُ ٔلشف ػٛخت، اثشات خٌب ثٟیٙٝ

دس ػبَ  ٕٞىبساٖ. ػّی حیذسی ٚ [18]ا٘ذاصٜ تشاػت ٘یض ثشسػی ؿذٜ اػت 

سا  خبٔٛؽ-سٚؿٗٔؼئّٝ ًشاحی ٔؼیش ٚ ا٘تمبَ ٔذاسی ثب اوچٛیتٛسٞبی  2013
بثغ ػٛئیچ ثٟیٙٝ اسائٝ ٕ٘ٛد٘ذ. دس ایٗ ثب اػتفبدٜ اص یه سٚؽ تحّیّی ثشای ت

تحمیك ثب اػتفبدٜ اص سٚؽ ثش٘بٔٝ سیضی دیٙبٔیىی ٚ ثىبسٌیشی ؿجىٝ ػلجی 

ثشای آٔٛصؽ ػیؼتٓ، یه حُ تحّیّی ثشای تبثغ ػٛئیچ ثٟیٙٝ اسائٝ ؿذٜ اػت 

                                                                                                                                           
6  Primer Vector 
7  Kustaanheimo Stiefel (KS) 
8  Semi major axis 
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ثشای ٔؼئّٝ تضسیك ثٟیٙٝ یه  2013دس ػبَ  ثٛستبوٛفؼىی ٚ ٕٞىبساٖ. [19]

ثب اػتفبدٜ اص تؼذاد ػٛصؽ ٔحذٚد ٔٛتٛس ٚ ثب  1آًٞٙ ٔبٞٛاسٜ دس ٔذاس صٔیٗ
ػبصی ٔؼیش اسائٝ ٕ٘ٛد٘ذ. دس  ٔؼیبس حذ الُ ٔلشف ػٛخت، یه اٍِٛسیتٓ ثٟیٙٝ

ٞبی  ٌؼؼتٝ ثب اػتفبدٜ اص ٚیظٌی-ایٗ تحمیك حُ یه ٔؼئّٝ تشویجی پیٛػتٝ

ػّؼّٝ ٔحمك ؿذٜ اػت. ٕٞچٙیٗ  2ٞبی وٙتشَ ٌؼؼتٝ اص ٘ٛع اتٛٔیتب ػیؼتٓ

ی ثٟیٙٝ ثب ِحبٍ ٕ٘ٛدٖ ٔؼیبس حذ الُ ٔلشف ػٛخت ٚ ثشآٚسدٜ ٞبپشٚاصػّؼّٝ 
. دس ایٗ [20]ٕ٘ٛدٖ لیذ تؼذاد سٚؿٗ ٚ خبٔٛؿی ٔٛتٛس، ثذػت آٔذٜ اػت 

ای ٚ ثب اػتفبدٜ اص ثّٛن ا٘تمبَ  ٔمبِٝ ٔؼئّٝ ا٘تمبَ ٔذاسی ثٝ كٛست كفحٝ

. ٔدذد داسد، ا٘دبْ ٌشفتٝ اػت سٚؿٙیثبس خبٔٛؿی ٚ  9وٝ لبثّیت  ثشیضٔذاسی 

ٔٛتٛس ٚ ٔذت صٔبٖ ٔب٘ٛس آٟ٘ب ٘یض دس یه فشایٙذ ا٘تمبَ  ؿشٚع ػٛصؽٞبی  صٔبٖ
ٔؼب٘ی ٚ  اػتخشاج ؿذٜ اػت. صٔیٗ آًٞٙثٟیٙٝ اص ٔذاس پبسن ثٝ ٔذاس 

اص ٔذاس  ٕ٘ٛ٘ٝ ثشای ٔؼئّٝ تضسیك ثٟیٙٝ یه ٔبٞٛاسٜ 1391دس ػبَ  ٕٞىبساٖ

دٛی ػیٕپّىغ خؼتاٍِٛسیتٓ  اص یهٔذاس صٔیٗ آًٞٙ  ا٘تمبَ طئٛػٙىشٖٚ ثٝ

ػبصی ٞٓ صٔبٖ ٔلشف ػٛخت ٚ  ثٟیٕٙٝ٘ٛد٘ذ. دس ایٗ تحمیك  پبستٛ اػتفبدٜ
ٔؼب٘ی ٚ  .[21]ؿذٜ اػت.  صٔبٖ ا٘تمبَ ٔبٞٛاسٜ ثب فشم ػٛصؽ پیٛػتٝ ا٘دبْ

اص ٔذاس  ٕ٘ٛ٘ٝ ثشای ٔؼئّٝ تضسیك ثٟیٙٝ یه ٔبٞٛاسٜ 1392دس ػبَ  ٕٞىبساٖ

ط٘تیه دٚ ٞذفٝ اٍِٛسیتٓ  اص یهٔذاس صٔیٗ آًٞٙ  ا٘تمبَ طئٛػٙىشٖٚ ثٝ

ػبصی ٞٓ صٔبٖ ٔلشف ػٛخت ٚ صٔبٖ  ثٟیٕٙٝ٘ٛد٘ذ. دس ایٗ تحمیك  اػتفبدٜ
وٛثشی ٚ  .[22] ؿذٜ اػت ا٘دبْ ای ا٘تمبَ ٔبٞٛاسٜ ثب فشم ٔب٘ٛس ٔذاسی هشثٝ

ا٘تمبَ ٔذاسی ٞٓ كفحٝ ثب تشاػت وٓ اص ثشای ٔؼئّٝ  1395دس ػبَ  ٕٞىبساٖ

ب تبثغ ٞضیٙٝ وٕیٙٝ صٔبٖ ٚ لیٛد پبیب٘ٝ ٔؼیش اٍِٛسیتٓ وٙتشَ ثٟیٙٝ فبصی ث یه

ًشاحی  1395 اِّٟی ٚ ٕٞىبساٖ دس ػبَ ٘لشت .[23]ٕ٘ٛد٘ذ  ٔؼیٗ اػتفبدٜ
ػیؼتٓ ثٟیٙٝ یه ثّٛن ا٘تمبَ ٔذاسی، خٟت ا٘تمبَ فوبپیٕب اص یه ٔذاس اِٚیٝ 

، حُ ثٟیٙٝ چٙذ ػٛصؿی، [25]. دس ٔشخغ [24]ثٝ ٔذاس ٟ٘بیی سا اسائٝ ٕ٘ٛد٘ذ

بَ یه فوبپیٕب اص یه ٔذاس ثب استفبع پبییٗ ثٝ ٔذاس صٔیٗ آًٞٙ، اسائٝ ثشای ا٘تم

 ؿذٜ اػت. 
ًشاحی ٔؼیش ثٟیٙٝ ثشای یه ثّٛن ا٘تمبَ تٕشوض ثش سٚی  ٔمبِٝدس ایٗ 

ثش اػبع تئٛسی  ًشاحی ٔؼیش ثٟیٙٝ. ٔذاسی ثب لبثّیت ػٛصؽ چٙذٌب٘ٝ اػت

حُ ٔؼئّٝ ؿشایي  ثشای. ثبؿذ ٚ ٔؼئّٝ حؼبة تغییشات ٔیوٙتشَ ثٟیٙٝ 
، یه سٚؽ پشتبثی غیش ٔؼتمیٓ ثب وبسایی ٚ دلت ثؼیبس ثبلا ٘مٌٝ چٙذٔشصی دس 

ٞبی ایٗ ٔمبِٝ  ٔضایب ٚ ٘ٛآٚسی اػت. ًشح سیضی ٚ ٔٛسد اػتفبدٜ لشاس ٌشفتٝ

ٞبی دیٍشی وٝ دس ػبیش ٔشاخغ ثٝ آٟ٘ب اؿبسٜ ؿذٜ ػجبستٙذ اص:  ٘ؼجت ثٝ سٚؽ

وٙذ، دس حبِیىٝ دس  ثٝ ٘یٛتٙی اػتفبدٜ ٔیاٍِٛسیتٓ اسائٝ ؿذٜ اص ٔذَ خبر -1
دس اٍِٛسیتٓ اسائٝ  -2ؿٛد.  ثیـتش ٔشاخغ اص ٔذَ خٌی ؿذٜ خبرثٝ اػتفبدٜ ٔی

ؿذٜ ٔتغیشٞبی ؿجٝ حبِت اِٚیٝ ٚ صٔبٖ پشٚاص ثٝ كٛست تحّیّی ٚ تبثؼی اص 

ؿٛ٘ذ وٝ ایٗ وبس ثبػث ٍٕٞشایی ػشیغ سٚؽ  پبسأتشٞبی ٔذاسی ٔحبػجٝ ٔی

ٞبی ػٛیچ، وٝ حُ سا ثؼیبس پیچیذٜ  ٝ خبی اػتفبدٜ اص صٔبٖث -3ؿٛد.  حُ ٔی
ٞبی ػٛصؽ فؼبَ ٚ غیشفؼبَ ثٝ وٕه یه فشایٙذ ػبدٜ ٚ ثٟیٙٝ  وٙذ، صٔبٖ ٔی

ٞبی فؼبَ ثٝ كٛست ثٟیٙٝ ٚ تٛػي تئٛسی  وّیٝ صٔبٖ -4ؿٛ٘ذ.  ا٘تخبة ٔی

ؿٛ٘ذ، ِٚی دس ػبیش ٔشاخغ فمي صٔبٖ فبص ٟ٘بیی یٝ  وٙتشَ ثٟیٙٝ اػتخشاج ٔی

اِٛی  ؿٛد ٚ صٔبٖ ػبیش فبصٞب اص لجُ تؼییٗ ٔی ٛست ثٟیٙٝ ا٘تخبة ٔیك ٌشدد. ت
ػبصی ؿبُٔ سٚؿٗ ؿذٖ ٔٛتٛس دس ٘مبى حوین یب اٚج ٔذاسٞبی  حذالُ

ثبؿذ. ٞشچمذس صٔبٖ وبسوشد ٔٛتٛس وٛتبٞتش ثبؿذ، تؼذاد دفؼبتی وٝ  ا٘تمبِی ٔی

سیك ٕ٘بیذ، ثیـتش ٔٛتٛس ثبیذ سٚؿٗ ؿٛد تب ٔبٞٛاسٜ سا دس استفبع ٔٛسد ٘ظش تض

اٛٞذ یبفت. دس حذ، ثی اِٛی  خٛاٞذ ثٛد أب ٔلشف ػٛخت وُ وبٞؾ خ ٟ٘بیت ت

                                                                                                                                           
1  Geostationary Orbit 
2 
 Automaton-type  

ای ٔٛتٛس ثب حذاوثش تشاػت دس ٔذت صٔبٖ ثؼیبس وٛچه ثٝ  سٚؿٗ ؿذٖ هشثٝ

آیذ أب ایٗ وبس صٔبٖ ٔٛسد ٘یبص ثشای تضسیك ٔبٞٛاسٜ دس ٔذاس سا افضایؾ  دػت ٔی
ػبصی وشد. ایٗ یه  تٛاٖ پیبدٜ ػُٕ ٕ٘ی دٞذ. ٌٕٔئٙبً چٙیٗ وٙتشِی سا دس ٔی

ػبصی سیبهی ثب ٔلشف  دٞذ أىبٖ ٔذَ آَ اػت وٝ ٘ـبٖ ٔی ساٜ حُ ایذٜ

ٞبی ٔٛخٛد ثش سٚی  ػٛخت حذالُ ٚخٛد داسد. دس ػُٕ ثٝ دِیُ ٔحذٚدیت

ػیؼتٓ پیـشا٘ؾ ٚ ٕٞچٙیٗ ٔحذٚدیت ثش سٚی صٔبٖ تضسیك ٔبٞٛاسٜ ثٝ ٔذاس 
ا٘تمبَ ٔذاسی خٟت تضسیك ٔبٞٛاسٜ ثٝ ٔذاس ٟ٘بیی، تؼذاد ػٛصؽ ٔٛتٛس ثّٛن 

ثبؿذ. دس ایٗ ٔمبِٝ تٛاِی پشٚاصٞبی ٔختّف  صٔیٗ آًٞٙ وٕتش اص ؿؾ ثبس ٔی

ٞبی ٔتؼذد، ثشسػی ؿذٜ ٚ ثشای ٞشیه اص آٟ٘ب ٔؼیش ثٟیٙٝ ٚ  ؿبُٔ ػٛصؽ

ٞبی فؼبَ ٚ غیش فؼبَ اػتخشاج ؿذٜ اػت. ٕٞچٙیٗ ٘تبیح حُ ثٟیٙٝ ثب  صٔبٖ
وٝ دس آٖ صاٚیٝ ثشداس ٘یشٚی پیـشا٘ؾ دس ساػتبی ثشداس ثٟیٙٝ -حبِت حُ صیش

 ػشػت فشم ؿذٜ، ٔمبیؼٝ ٌشدیذٜ اػت.

 فرمول بندی مسئله -2

 دینبمیک سبمبنه -2-1

ای ِحبٍ ٌشدیذٜ ٚ  ثّٛن ا٘تمبَ ٔذاسی ثٝ ػٙٛاٖ یه ػبٔب٘ٝ ثب ٔذَ خشْ ٘مٌٝ
ٌشدد وٝ اص لبٖ٘ٛ دْٚ ٘یٛتٗ  ٔٙدش ثٝ ٔؼبدلات حشوت ػٝ دسخٝ آصادی ٔی

فوبیی فٛق  ػبٔب٘ٝوٙذ. ٔؼبدلات دیفشا٘ؼیُ ثیبٖ وٙٙذٜ دیٙبٔیه  تجؼیت ٔی

 :[26]دس دػتٍبٜ ٔختلبت لٌجی ػجبستٙذ اص

ٞبی  ِفٝؤٔ u,v،  فبكّٝ ؿؼبػی خؼٓ اص ٔشوض صٔیٗ دس ٞش ِحظٝ r وٝ دس آٖ

 T، ای صٔیٗ پبسأتش خبرثٝ  ، ؿؼبػی ٚ ٕٔبػی ػشػت خؼٓ دس ٞش ِحظٝ
صاٚیٝ تشاػت دس كفحٝ   ٚ خشْ ػیؼتٓ دس ٞش ِحظٝ  m(t)، ا٘ذاصٜ تشاػت

 پشٚاص اػت.  

 ٘ـبٖ دادٜ ؿذٜ اػت.  1ؿٕبی وّی ٔؼئّٝ ا٘تمبَ ٔذاسی دس ؿىُ 

وٙیٓ. دس ٚاحذٞبی وب٘ٛ٘ی، ثبثت  ٞب سا ثب پبسأتشٞبی وب٘ٛ٘ی ثی ثؼذ ٔی ٔتغیش
ؿٛد ٚ ػشػت  خبرثٝ ثشاثش ٚاحذ اػت، ؿؼبع اِٚیٝ ثب ٚاحذ ٔؼبفت ثی ثؼذ ٔی

ثبؿذ.  ٔذاس دایشٜ ای اِٚیٝ ثشاثش ثب ٚاحذ ٔؼبفت تمؼیٓ ثش ٚاحذ صٔبٖ ٔی

 ؿٛد. یض ثش حؼت ٚاحذ خشْ ثیبٖ ٔیٕٞچٙیٗ خشْ اِٚیٝ فوبپیٕب ٘

 بندی مسئله کنترل بهینه فرمول -2-2

ػبصی ٔؼیش ثب حذالُ  ثٙذی ٔؼئّٝ وٙتشَ ثٟیٙٝ ثٝ ٔٙظٛس ثٟیٙٝ ثشای فشَٔٛ

سٚاثي  ٚ  ٕ٘ٛدٜ اػتفبدٜ   تغییشات حؼبة  اػتب٘ذاسد   ٔلشف ػٛخت اص سٚؽ
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Fig. 1 The Schematic of orbit transfer problem 

 ؿٕبی وّی ٔؼئّٝ ا٘تمبَ ٔذاسی 1شكل 
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حبكُ ثٝ ٔؼبدلات حشوت فوبپیٕب تحت تبثیش تشاػت ثبثت دس دػتٍبٜ 
ؿٛد. ػپغ ثب اػتفبدٜ اص سٚاثي تحّیّی ثذػت آٔذٜ  ٔختلبت لٌجی اػٕبَ ٔی

ثشای ؿشایي اِٚیٝ ٔتغیشٞبی ؿجٝ حبِت ، اص سٚؽ پشتبثی غیش ٔؼتمیٓ ثشای 

حُ ػذدی ٔؼئّٝ ا٘تمبَ ٔذاسی وٝ یه ٔؼئّٝ ؿشى ٔشصی دس چٙذ ٘مٌٝ 

 ؿٛد.   ت، اػتفبدٜ ٔیاػ
ٞذف ٔؼئّٝ وٙتشَ ثٟیٙٝ، یبفتٗ تبثغ وٙتشَ ٔدبص اػت وٝ یه ػیؼتٓ 

سا اص ٞش حبِت اِٚیٝ دس صٔبٖ اِٚیٝ ثٝ حبِت ٟ٘بیی دس صٔبٖ ٟ٘بیی ثب د٘جبَ 

ٔؼیبس ػّٕىشد وٝ ثٝ یه ٕ٘ٛدٖ ٔؼیش ثٟیٙٝ ٔٙتمُ ٕ٘بیذ ثٝ ٌٛ٘ٝ ای وٝ 

 ؿٛد، ثٟیٙٝ ٌشدد. تؼشیف ٔی (2)ساثٌٝ كٛست 

(2)  ( ( )  ( )  )   ( (  )   )  ∫  ( ( )  ( )  )
  

  

   

 ذ. ٘ؿٛ تؼشیف ٔی  Rmدس  (.)uٚ ثشداس وٙتشِی  Rnدس  (.)xثشداس حبِت 

 ػبٔب٘ٝٔـشٚى ثٝ لیٛد دیٙبٔیىی  (2)ٔؼبدِٝ ػبصی ٔؼیبس ػّٕىشد  حذالُ

 ؿٛد: تؼشیف ٔی (3) ساثٌٝ تحت وٙتشَ اػت وٝ ثٝ كٛست
 ̇( )   ( ( )  ( )  ) (3) 

 ؿٛد: ٘ٛؿتٝ ٔی (4)ساثٌٝ ؿشایي ٔشصی دس حبِت وّی ثٝ كٛست 

 ( (  )     (  )   )  =0 (4) 

 (5)تٛاٖ ثش سٚی ٔشصٞبی ٔؼیشٞبی ٔدبص ثٝ كٛست ٘بٔؼبٚی  لیٛد سا ٞٓ ٔی

 دس ٘ظش ٌشفت:

 ( ( )  ( )  )    =0 (5) 

تؼشیف ؿذٜ یه فشایٙذ حُ ػٕٛٔی ثش اػبع  ثشای ٔؼئّٝ وٙتشَ ثٟیٙٝ
ؿٛ٘ذ تب ٕٞشاٜ ثب  آیذ. هشایت لاٌشا٘ظ ٔؼشفی ٔی حؼبة تغییشات ثٝ دػت ٔی

ؿشایي ٔشصی، لیٛد دیٙبٔیىی ٚ لیٛد ٔؼیش ثٝ تبثغ ٞضیٙٝ اهبفٝ ؿٛ٘ذ. تبثغ 

 :آیذ ثٝ دػت ٔی (6)ساثٌٝ ٞضیٙٝ افضٚدٜ ثٝ كٛست 

 

 

(6) 

    ( (  )   )     ( (  )     (  )   ) 

 ∫ { ( ( )  ( )  )    ( ̇( )   ( ( )  ( )  ))
  

  

    ( ( )  ( )  )}    

 :ؿٛد ٔیتؼشیف  (7)ثٝ كٛست  1حبَ ٕٞیّتٛ٘یٗ
 ( ( )  ( )  ( )  ( )  )
  ( ( )  ( )  )    ( ( )  ( )  )  
    ( ( )  ( )  ) (7) 

ٕٞشاٜ ثب  (7)ٔؼبدِٝ  خبیٍزاسی تبثغ ٞضیٙٝ،ثب ثذػت آٚسدٖ اِٚیٗ تغییشات 

ؿبُٔ ، ثٟیٙٝثب ػبدٜ ػبصی ؿشایي لاصْ ثشای اسهبء حُ  ٚٔـتمبت خضئی 

 :آیٙذ ثٝ دػت ٔی (8) سٚاثي ثٝ كٛست ٔؼبدلات حبِت، ؿجٝ حبِت ٚ وٙتشَ،
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(  ( )   ( )   ( )   ( )  ) 

  

  
(  ( )   ( )   ( )   ( )  )    

(8) 

اص ایٗ ٔؼبدِٝ، پبػخ وٙتشَ ثٟیٙٝ ثٝ كٛست تٛاثؼی اص ٔتغیشٞبی حبِت ٚ ؿجٝ 

آیذ. ایٗ ؿشى ثشای وٙتشَ ٘بٔمیذ كبدق اػت. دس كٛست  دػت ٔی حبِت ثٝ
 حذالُٞبی ٔدبص لاصْ اػت اص اكُ  ٔمیذ ثٛدٖ وٙتشَ، ثشای ا٘تخبة وٙتشَ

پب٘تشیبٌیٗ  حذالُپب٘تشیبٌیٗ اػتفبدٜ ٌشدد. ؿشایي لاصْ ثب اػتفبدٜ اص اكُ 

 :ثشلشاس ثبؿٙذ (9)سٚاثي ٞبی ٔدبص ثبیذ  وٙذ وٝ ثشای وّیٝ وٙتشَ ایدبة ٔی
 (  ( )   ( )   ( )   ( )  )    

 (  ( )  ( )   ( )   ( )  ) (9) 

دٞذ. ؿشایي ثٟیٍٙی ٚ ٔؼبدلات ؿجٝ  ٔؼبدلات فٛق ؿشایي ثٟیٍٙی سا اسائٝ ٔی
تٛا٘ذ  ثبؿٙذ. ایٗ ٘تیدٝ ٔی لاٌشا٘ظ ٔی-حبِت یه ٘تیدٝ ثؼیبس لٛی تئٛسی اٚیّش

                                                                                                                                           
1 Hamiltonian 

ٔٙدش ثٝ تؼییٗ لبٖ٘ٛ وٙتشَ ثٟیٙٝ ثشای یه فوبپیٕبی ثب تشاػت ثبثت ٌشدد. 
فمي ثشای  اِزوش فٛقُ دس حبِت وّی، حُ تحّیّی ػیؼتٓ ٔؼبدلات دیفشا٘ؼی

ٔؼبدلات غیش خٌی وٛپُ  ٔؼبیُ خیّی ػبدٜ ٚخٛد داسد. ایٗ ٔؼبدلات ػٕٛٔبً

ٞبی ػذدی  ؿذٜ ٞؼتٙذ وٝ حُ تحّیّی ثشای آٟ٘ب ٚخٛد ٘ذاسد. ثٙبثشایٗ سٚؽ

ثشای حُ ػذدی  ثشای حُ ثیـتش ٔؼبئُ وٙتشَ ثٟیٙٝ لاصْ ٚ هشٚسی اػت.
اِٚیٝ آٟ٘ب ٔـخق ثبؿذ. ثشای  ٔؼبدلات حبِت ٚ ؿجٝ حبِت لاصْ اػت ؿشایي

تٛاٖ ؿشایي اِٚیٝ ٚ ٟ٘بیی سا تؼییٗ ٕ٘ٛد، أب  ٔتغیشٞبی حبِت فیضیىی، ٔی

ثشای ٔتغیشٞبی ؿجٝ حبِت ٞیچ سٚؽ توٕیٗ ؿذٜ ای ثشای تؼییٗ كحیح 

ؿشایي ٔشصی ثٟیٙٝ ٚخٛد ٘ذاسد. ػلاٜٚ ثش ایٗ ٔؼبدلات ؿجٝ حبِت دس ػُٕ 
ثبؿٙذ. سٚؽ پشتبثی ٘یبص ثٝ ؿشایي  ٘ؼجت ثٝ ؿشایي اِٚیٝ ثؼیبس حؼبع ٔی

اِٚیٝ ٔتغیشٞبی ؿجٝ حبِت داسد وٝ ثبیذ ثٝ كٛست ٌٔٙمی ا٘تخبة ؿٛ٘ذ. صیشا 

 خٛسد.  اٌش آٟ٘ب اص ٔمبدیش كحیح خیّی دٚس ثبؿٙذ، سٚؽ پشتبثی ؿىؼت ٔی
سٚؽ پشتبثی یه سٚؽ غیش ٔؼتمیٓ ثشای حُ ٔؼئّٝ ؿشى ٔشصی دس دٚ 

ؿٛد. ثب  ٘مٌٝ اػت وٝ ثب ٔغـٛؽ ٕ٘ٛدٖ ػذدی یه ٔؼیش ٔشخغ حبكُ ٔی

اػٕبَ ایٗ سٚؽ ثٝ ٔؼئّٝ فوبپیٕب ثب تشاػت ثبثت، ٔؼبدلات دیفشا٘ؼیُ حبوٓ 

ؿٛ٘ذ تب  ٌیشی ٔی ثش ٔتغیشٞبی حبِت ٚ ؿجٝ حبِت ثٝ كٛست ػذدی ا٘تٍشاَ

ش ٔشخغ سا تـىیُ دٞٙذ. چٖٛ ٔمبدیش اِٚیٝ ٔتغیشٞبی ؿجٝ حبِت ٔدَٟٛ ٔؼی
ٞؼتٙذ، آٟ٘ب سا ثبیذ حذع صد. اٌشچٝ ٔؼیش حبكّٝ ؿشایي ثٟیٍٙی سا اسهب 

وٙذ أب ایٗ ٘تیدٝ ٔٙدش ثٝ ثشآٚسدٜ ؿذٖ ؿشایي ٟ٘بیی ٌّٔٛة ثشای  ٔی

ْ ٔتغیشٞبی حبِت فوبپیٕب ٕ٘ی ؿٛد. ثشای تلحیح آٖ ٔؼیشٞبی ثیـتشی لاص

اػت تِٛیذ ٌشدد وٝ ٔمبدیش اِٚیٝ ٔتغیشٞبی ؿجٝ حبِت آٟ٘ب تغییش یبفتٝ ثبؿٙذ. 
ثب اػتفبدٜ اص ٔبتشیغ طاوٛپیٗ، تبثیش ٔمبدیش اِٚیٝ ٔتغیشٞبی ؿجٝ حبِت ثش 

ؿٛد ٚ دس ٟ٘بیت ثب تىشاس فشایٙذ،  ٔمبدیش ٔتغیشٞبی حبِت ٟ٘بیی ثشسػی ٔی

ٝ حبِت تمشیت صد. خضئیبت تٛاٖ ٔمبدیش اِٚیٝ ٔٙبػت ثشای ٔتغیشٞبی ؿج ٔی

اسائٝ ؿذٜ اػت. ٔؼٕٛلاً غیشخٌی ثٛدٖ فشایٙذ  [27]سٚؽ پشتبثی، دس ٔشخغ 
ؿٛد وٝ اص یه حذع اِٚیٝ هؼیف ٘تٛاٖ ثٝ خٛاة ٟ٘بیی ٌّٔٛة  ػجت ٔی

ٍٕٞشا ؿذ. ثٙبثش ایٗ لاصْ اػت یه سٚؽ ٔٙبػجی ثشای حذع اِٚیٝ ٔتغیشٞبی 

ٞٙذػی ٔتغیشٞبی ؿجٝ حبِت  ٔىبٖ [28]ؿجٝ حبِت تٛػؼٝ داد. دس ٔشخغ 

ای اص ٔىبٖ وٝ دس آٖ تغییش ؿؼبع ٔذاسی  ثٟیٙٝ اػتخشاج ؿذٜ ٚ ثشای ٘بحیٝ
وٕتش اص یه چٟبسْ چشخؾ وبُٔ ٔذاسی ثبؿذ، سٚؽ تحّیّی ثشای تمشیت 

ٔتغیشٞبی ؿجٝ حبِت اِٚیٝ اػتخشاج ؿذٜ اػت. سٚؽ ٔزوٛس ثشای ا٘تمبَ ته 

ٍش اسائٝ ؿذٜ اػت وٝ دس ایٗ ٔمبِٝ اص ای ثٝ ٔذاس دی ػٛصؿی اص یه ٔذاس دایشٜ

٘تبیح آٖ اػتفبدٜ ؿذٜ ٚ ثشای ؿشایي ا٘تمبَ چٙذ ػٛصؿی اص یه ٔذاس ثیوٛی 
 .ٞبی ثیوٛی یب دایشٜ ای دیٍش ٘یض تٛػؼٝ دادٜ ؿذٜ اػت یب دایشٜ ای ثٝ ٔذاس

 حل بهینه برای یک انتقبل تک سوزشی -3

. دس ٔٙبػجی تؼشیف ؿٛد ٞذفتبثغ  لاصْ اػتثٟیٙٝ،  ثشای دػتیبثی ثٝ ٔؼیش
ػبصی ٔؼیش، تبثغ ٞذف ػجبستؼت اص حذالُ ٕ٘ٛدٖ ٔلشف  ٔؼئّٝ ثٟیٙٝ

ػٛخت وٝ دس ایٙدب ثب ٔؼئّٝ حذالُ ٕ٘ٛدٖ صٔبٖ پشٚاص ٔؼبدَ اػت ٚ ثٝ 

 ؿٛد: فشِٔٛٝ ٔی (10)ساثٌٝ كٛست 

  ∫    (
  

  

     )     (10) 

 صٔبٖ ٟ٘بیی اػت.tf  وٝ دس آٖ

 ثبؿٙذ. ٔی ٔتغیشٞبی حبِت ػیؼتٓ ٔؼّْٛ t0=0دس صٔبٖ اِٚیٝ 

                           
 

 
   

                      
 

 
     

 
(11) 

تٛاٖ ثشای ٘مبى ا٘تٟبیی ثىبس ثشد. لیٛد ٟ٘بیی ٔتٙبظش ثب  ٞٓ ٔیؿشایي ٟ٘بیی سا 
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 ٔذاس ٞذف ػجبستٙذ اص :
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اٛٞیٓ داؿت :  ثب تـىیُ ٕٞیّتٛ٘یٗ خ
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(13) 
دٞذ:  ؿشایي ثٟیٍٙی ٘تیدٝ ٔی
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(14) 

لاٌشا٘ظ ثٝ كٛست صیش ثٝ -ٔؼبدلات ؿجٝ حبِت ٘یض ثب اػتفبدٜ اص تئٛسی اٚیّش

 آیذ:  دػت ٔی
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(15) 

اوٖٙٛ ٔؼبدلات حبِت ٚ ؿجٝ حبِت اػتخشاج ؿذٜ ا٘ذ ٚ ثبیذ لجُ اص 
ٌیشی ؿشایي اِٚیٝ آٟ٘ب ٔـخق ثبؿذ. ؿشایي اِٚیٝ ٔتغیشٞبی حبِت  ا٘تٍشاَ

ٔؼّٛٔٙذ، أب ؿشایي اِٚیٝ ٔتغیشٞبی ؿجٝ حبِت لاٌشا٘ظ ٔدِٟٛٙذ. أب تؼذاد 

ٔتغیشٞبی تٛاٖ وبٞؾ داد. ٞشیه اص  ٔتغیشٞبی ؿجٝ حبِت اِٚیٝ ٔؼتمُ سا ٔی

تٛاٖ ثب تمؼیٓ ٕ٘ٛدٖ ٕٞیّتٛ٘یٗ ثٝ یىی اص ٔتغیشٞبی ؿجٝ  ؿجٝ حبِت سا ٔی
حبِت اِٚیٝ ثٝ ٔمذاس ٚاحذ ٘شٔبَ ٕ٘ٛد. ثٙبثش ایٗ دٚ ٔتغیش ؿجٝ حبِت اِٚیٝ ٚ 

 ثبؿٙذ وٝ ثبیذ تٛػي سٚؽ پشتبثی ثٝ دػت آیٙذ.  صٔبٖ ٟ٘بیی ٔدَٟٛ ٔی

ثشای ٔؼئّٝ ا٘تمبَ ٔذاسی ثب تشاػت ثٝ ٚصٖ اِٚیٝ ثضسي یب ٘ؼجت ؿؼبع 

تٛاٖ ثب یه فوبی ثذٖٚ خبرثٝ  ٔذاس ٟ٘بیی ثٝ ؿؼبع اِٚیٝ وٛچه، ٔؼئّٝ سا ٔی
تمشیت صد. ٕٞچٙیٗ ثٝ ِحبٍ تدشثی ثبثت ؿذٜ وٝ تغییشات خشْ فوبپیٕب 

ثٙبثش ایٗ . [23]تبثیش وٕی ثش ٔىبٖ ٞٙذػی ٔتغیشٞبی ؿجٝ حبِت اِٚیٝ داسد 

فوبی  -2خشْ ثبثت  -1اٌش دس ٔؼبدلات حشوت اص دٚ فشم ػبدٜ وٙٙذٜ : 

تٛاٖ اص ٔؼبدلات حشوت ثٝ كٛست تحّیّی  ثذٖٚ خبرثٝ ، اػتفبدٜ ؿٛد ٔی
ا٘تٍشاَ ٌیشی ٕ٘ٛد ٚ دس٘تیدٝ ثشای ٔتغیشٞبی ٔدَٟٛ ٔؼئّٝ سٚاثي تحّیّی 

یی ثٝ ؿؼبع اِٚیٝ ثش حؼت پبسأتشٞبی تشاػت ثٝ ٚصٖ اِٚیٝ ٚ ٘ؼجت ؿؼبع ٟ٘ب

 ثٝ دػت آٚسد.
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(16) 

ٌزاسی سٚاثي فٛق، ٔؼئّٝ ا٘تمبَ ٔذاسی ثٟیٙٝ ثشای تؼذادی اص  ثشای كحٝ

 ٞبی ا٘تمبَ ٔذاسی حُ ؿذٜ ٚ ٘تبیح حُ ػذدی ثٟیٙٝ ثب ٘تبیح حُ ثّٛن

  1تحّیّی ثب اػتفبدٜ اص سٚاثي فٛق اِزوش ٔمبیؼٝ ؿذٜ اػت.  دس خذَٚ
ٞبی ا٘تمبَ ٔذاسی وٝ خٟت تضسیك ٔبٞٛاسٜ ثٝ ٔذاس  ٔـخلبت ثشخی اص ثّٛن

٘یض ثشای ثشخی اص  2ا٘ذ اسائٝ ؿذٜ اػت. دس ؿىُ  صٔیٗ آًٞٙ ثٝ وبس سفتٝ

اِزوش،  ، ثب اػتفبدٜ اص سٚؽ پشتبثی فٛق1ٞبی ا٘تمبَ ٔذاسی خذَٚ  ثّٛن

ٞبی ؿجٝ حبِت اِٚیٝ ٚ صٔبٖ ػٛصؽ ثش حؼت ؿؼبع ثی ثؼذ سػٓ ؿذٜ  ٔتغیش
ا٘ذ ٚ ٘تبیح حُ ػذدی ثٟیٙٝ ثب ٘تبیح تحّیّی ٔمبیؼٝ ؿذٜ ا٘ذ. ٕٞبٌ٘ٛس وٝ اص 

ٞب ٔـخق اػت ٘تبیح تحّیّی ثب دلت خٛثی ثٝ ٘تبیح ػذدی ٘ضدیه  ٕ٘ٛداس

 ثبؿٙذ. ٔی

 حل بهینه برای حبلت چند سوزشی -4

یه ا٘تمبَ ٔذاسی چٙذ ػٛصؿی ؿبُٔ فبصٞبی فؼبَ ٚ غیش فؼبَ ٔتٙبٚة 

 ٞبی فؼبَ دس ٕٞؼبیٍی ٘مبى اٚج ٚ حوین  تٛاٖ ٘ـبٖ داد وٝ فبص ثبؿذ. ٔی ٔی

 

 
Fig. 2 Results Comparison for Centaur D Upper stage 

ن ا٘تمبَ ٔذاسی ػٙتٛس دی 2شكل   ٔمبیؼٝ ٘تبیح ثشای ثّٛ
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تمبَ ٔذاسی ٞبی ٔـخلبت ثّٛن1 جدول   ا٘
Table 1 The characteristics of geostationary upper stages 

 ٘بْ ثّٛن
تشاػت 

ٛ٘یٛتٗ(  )ویّ

خشٔی  دثی
 )ویٌّٛشْ ثش ثب٘یٝ(

 خشْ ػٛخت

 )تٗ(
خشْ وُ 

 )تٗ(

هشثٝ ٚیظٜ 
 )ثب٘یٝ(

 332 22.1 19.8 6.14 20 ثشیض اْ

 353 17.1 15 24.5 85 ثّٛن دی اْ

 327 7.48 6.3 6.11 19.61 فشیٍبت

 331 13.4 10.8 6.11 19.85 فشیٍبت اع ثی

 450 22.9 20.8 44.9 198.4 ػٙتٛس دی

 476 22.5 19.7 8.5 39.74 یبػتشة

وٙذ ٚ دس ػبیش  ثب حذاوثش تشاػت وبس ٔیٞب ٔٛتٛس  . دس ایٗ ثبصٜ[20]ثبؿٙذ  ٔی
ٞب ٔٛتٛس خبٔٛؽ اػت. دس فبص غیش فؼبَ حشوت فوبپیٕب دس یه ٔیذاٖ  صٔبٖ

ٔشوضی تحت تأثیش ٘یشٚی خبرثٝ صٔیٗ لشاس داسد. دس ایٗ حبِت ٔؼیش حشوت 

 وٙذ. یه ٔذاس ثیوٛی اػت ٚ اص لٛا٘یٗ ٔؼئّٝ دٚ خؼٓ تجؼیت ٔی

  
 

       
 (17) 

 rصاٚیٝ آ٘ٛٔبِی حمیمی ٚ    خشٚج اص ٔشوض ٔذاس،  eپبسأتش وب٘ٛ٘ی،  pوٝ دس آٖ 

ثخؾ فؼبَ ٔؼیش دس ٕٞؼبیٍی  3دس ؿىُ  ت.ؿؼبع فوبپیٕب اص ٔشوض صٔیٗ اػ
٘ـبٖ دادٜ ؿذٜ اػت. ایٗ ٔؼیش  1-2٘مٌٝ حوین ٔذاس ثٛػیّٝ خي پشسً٘ 

ٔذت  tbوٙذ. اٌش  ٔتلُ ٔی 2سا ثٝ ٔذاس ثیوٛی خذیذ  1ٔذاس ثیوٛی لذیٓ 

پبسأتشٞبی وب٘ٛ٘ی ٚ خشٚج اص ٔشوض ٔذاس لذیٓ  e1, p1صٔبٖ فبص فؼبَ ثبؿذ، 
پبسأتشٞبی ٔتٙبظش ٔذاس خذیذ خٛاٞذ ثٛد. ثشای وبٞؾ  ٘یض e2, p2ثبؿٙذ، 

چشخؾ صاٚیٝ ای ٔحٛس ٔذاس ثیوٛی خذیذ، ثخؾ فؼبَ ٔؼیش سا ثٌٛس ٔتمبسٖ 

 t1=-0.5tbفؼبَ ثب  حَٛ ٘مٌٝ حوین ٔذاس لذیٓ لشاس دادٜ ٚ صٔبٖ ؿشٚع فبص

ؿٛد. ثٝ ػجبست دیٍش صٔبٖ سٚؿٗ ؿذٖ ٔٛتٛس دس فبص فؼبَ حشوت  ٔـخق ٔی
 ثبؿذ. لجُ اص ػجٛس اص ٘مٌٝ حوین ٔی tb/2ثشاثش ثب 

دس ٌبْ اَٚ ثب ٔـخق ثٛدٖ پبسأتشٞبی ٔذاس ثیوٛی لذیٓ ٚ صٔبٖ 

ػت، وبسوشد ٔٛتٛس، پبسأتشٞبی فوبپیٕب دس اثتذای فبص فؼبَ ؿبُٔ ٔٛلؼیت، ػش

 ؿٛ٘ذ.  خشْ ٚ صاٚیٝ آ٘ٛٔبِی حمیمی، ٔـخق ٔی
دس ٌبْ دْٚ ثب داؿتٗ ؿشایي اِٚیٝ ٔتغیشٞبی حبِت ٚ ؿجٝ حبِت دس صٔبٖ 

t1،  ٌٝٔؼئّٝ وٙتشَ ثٟیٙٝ سا حُ ٕ٘ٛدٜ ٚ دس ٘مٌٝ ا٘تٟبی فبص 3ؿىُ  1٘م ،

، ٔتغیشٞبی حبِت ٔتٙبظش ؿبُٔ 3ؿىُ  2، ٘مٌٝ t2= t1+tbفؼبَ دس صٔبٖ 

 آٚسیٓ.  ٔٛلؼیت، ػشػت، خشْ ٚ صاٚیٝ آ٘ٛٔبِی حمیمی سا ثٝ دػت ٔی

دس ٌبْ ػْٛ ثب داؿتٗ ٔتغیشٞبی حبِت دس ا٘تٟبی فبص فؼبَ، پبسأتشٞبی 

ؿٛ٘ذ. دس ایٙدب فشایٙذ ا٘تمبَ ٔبٞٛاسٜ اص یه ٔذاس   ٔذاس ثیوٛی خذیذ تؼییٗ ٔی

یبثذ. ایٗ فشایٙذ ػٝ ٌبٔی  ه فبص فؼبَ خبتٕٝ ٔیثٝ ٔذاس دیٍش ثب اػتفبدٜ اص ی

 ؿٛد. ثشای ٞش فبص فؼبَ تىشاس ٔی

ٞش حبِت پشٚاصی ثٟیٙٝ ثٛػیّٝ تؼذاد، ٔذت صٔبٖ فبصٞبی فؼبَ ٚ صاٚیٝ 

ؿٛد. فبص فؼبَ دس ٕٞؼبیٍی حوین، خشٚج  ثٟیٙٝ ثشداس پیـشا٘ؾ تؼییٗ ٔی

٘مٌٝ اٚج، خشٚج اص  دٞذ ٚ فبص فؼبَ دس ٕٞؼبیٍی اص ٔشوض ٔذاس سا افضایؾ ٔی

دٞذ. ثشای تضسیك ٔبٞٛاسٜ ثٝ ٔذاس صٔیٗ آًٞٙ لاصْ  ٔشوض ٔذاس سا وبٞؾ ٔی
اػت ثب ا٘دبْ یه یب چٙذ ٔب٘ٛس دس ٕٞؼبیٍی ٘مبى حوین، خشٚج اص ٔشوض 

ٔذاس سا اص ٔمذاس اِٚیٝ كفش ثٝ ٔمذاس ٔبوضیٕٓ آٖ ثش سٚی ٔذاس ٔیب٘ی افضایؾ 

ب چٙذ ٔب٘ٛس دس ٕٞؼبیٍی ٘مبى اٚج، خشٚج دادٜ ٚ پغ اص آٖ ٘یض ثب ا٘دبْ یه ی

 داد.  وبٞؾ  آًٞٙ   صٔیٗ  ٔذاس ٟ٘بیی سٚی   ثش  اص ٔشوض ٔذاس سا ثٝ ٔمذاس كفش

 
Fig. 3 Optimum burn arc in the neighborhood of the perigee 

 ٔؼیش ثٟیٙٝ فبص فؼبَ دس ٕٞؼبیٍی ٘مٌٝ حوین 3شكل 

ٔذاس صٔیٗ آًٞٙ ؿبُٔ ػّؼّٝ پشٚاصٞبیی اص ثٙبثش ایٗ تضسیك ثٟیٙٝ ٔبٞٛاسٜ ثٝ 

 ثبؿذ. فبصٞبی فؼبَ دس ٘مبى حوین ٚ اٚج ٔی

 نتبیج عددی -5

ثشای ثّٛن ا٘تمبَ ٔذاسی ًشاحی ؿذٜ ٔؼیش ثٟیٙٝ ٘تبیح ػذدی دس ایٗ ثخؾ 

یه ٔشحّٝ ٔؼتمُ ثب  ٔزوٛس،ا٘تمبَ ٔذاسی ٌشدد. ثّٛن  اسائٝ ٔی 1اْ-ثشیض

ػٛخت ٔبیغ اػت وٝ لبثّیت دٜ ثبس خبٔٛؽ ٚ سٚؿٗ ؿذٖ ٔدذد سا داسد ٚ 

ثّٛن ا٘تمبَ ٔذاسی فٛق  اػت. ٌشدیذٜاسائٝ  1 دس خذَٚٔـخلبت آٖ لجلا 
ویّٛٔتش اص  200اِزوش خٟت ا٘تمبَ ٔبٞٛاسٜ اص یه ٔذاس پبسن دایشٜ ای ثب استفبع 

. سٚد ٔی ویّٛٔتش ثىبس 36786تفبع یه ٔذاس صٔیٗ آًٞٙ ثب اسثٝ ػٌح صٔیٗ 

ثشای ایٗ ا٘تمبَ ٔذاسی ػّؼّٝ پشٚاصٞبی ٔختّف دس ٘ظش ٌشفتٝ ؿذٜ ٚ ثشای 

ٞشیه اص آٟ٘ب ٔؼیش ثٟیٙٝ اػتخشاج ؿذٜ اػت وٝ دس ادأٝ ٘تبیح آٟ٘ب ثٝ كٛست 
٘تبیح ػذدی ٔؼیش ثٟیٙٝ ثشای  7تب  4ٞبی  ثی ثؼذ اسائٝ ؿذٜ اػت. دس ؿىُ

ٔؼیش  5ٚ  4ٞبی  ػٛصؿی ٘ـبٖ دادٜ ؿذٜ اػت. دس ؿىُیه ا٘تمبَ ٔذاسی دٚ 

ٞبی اَٚ ٚ دْٚ دس دػتٍبٜ ٔختلبت لٌجی سػٓ  ثٟیٙٝ ثٝ تشتیت ثشای ػٛصؽ

ٞبی ؿؼبػی ٚ ٕٔبػی، صاٚیٝ  ؿذٜ اػت وٝ ؿبُٔ پبسأتشٞبی استفبع، ػشػت
لٌجی )آ٘ٛٔبِی حمیمی(، صاٚیٝ تشاػت دس كفحٝ پشٚاص ٚ صاٚیٝ ٔؼیش پشٚاص 

٘یض ٔؼیش ثٟیٙٝ ثشای یه ا٘تمبَ ٔذاسی دٚ ػٛصؿی  6ؿىُ  ثبؿٙذ. دس ٔی

فؼبَ ثشای پبسأتشٞبی فٛق ٚ ٕٞچٙیٗ -غیشفؼبَ -وبُٔ، ؿبُٔ ٔؼیش فؼبَ

ٔؼیش پشٚاص  7تغییشات خشْ ثّٛن ا٘تمبَ ٔذاسی سػٓ ؿذٜ اػت. دس ؿىُ 
ٔتٙبظش ثب پشٚاص دٚ ػٛصؿی دس دػتٍبٜ ٔختلبت دوبستی دس كفحٝ ٔذاسی 

ٞبی دایشٜ ای اِٚیٝ ٚ ٟ٘بیی، یه فبص فؼبَ دس  ؿبُٔ ٔذاس سػٓ ؿذٜ اػت وٝ

ٕٞؼبیٍی ٘مٌٝ حوین ٔذاس ا٘تمبِی، یه فبص غیش فؼبَ ثیوٛی ٚ یه فبص 

ثبؿٙذ. پبسأتشٞبی ٔذاسٞبی  فؼبَ دس ٕٞؼبیٍی ٘مٌٝ اٚج ٔذاس ا٘تمبِی ٔی
اِٚیٝ، ٔیب٘ی ٚ ٟ٘بیی ٚ ٔذت صٔبٖ ثٟیٙٝ فبصٞبی فؼبَ ثشای پشٚاصٞبی دٚ، ػٝ، 

چٟبس ٚ ؿؾ ػٛصؿی خٟت ا٘تمبَ ٔبٞٛاسٜ ثٝ ٔذاس صٔیٗ آًٞٙ ثٝ تشتیت دس 

 اسائٝ ؿذٜ اػت. 5اِی  2خذاَٚ 
ؿٛد وٝ ٞش فبص  ثب ثشسػی ٘تبیح سٚؽ اسائٝ ؿذٜ دس ایٗ ٔمبِٝ ٔلاحظٝ ٔی  

ؿٛد وٝ ٘ـبٖ  تىشاس، ثٝ ؿشایي ٔشصی ٔٛسد ٘ظش ٍٕٞشا ٔی 20اِی  10فؼبَ ثب 

ثبؿذ. ثٙبثش ایٗ سٚؽ اسائٝ ؿذٜ دس ایٗ  ٔیدٞٙذٜ ػشػت ٍٕٞشایی ٌّٔٛة 

ٔمبِٝ ػلاٜٚ ثش تأٔیٗ دلت ثؼیبس خٛة، اص ػشػت ٍٕٞشایی ثبلایی ٘یض 

  ثشخٛسداس اػت.
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Fig. 4 Optimal trajectory for the first burn of a two burn arcs 

 ٔؼیش ثٟیٙٝ ثشای ػٛصؽ اَٚ یه ا٘تمبَ دٚ ػٛصؿی  4شكل 

 
Fig. 5 Optimal trajectory for the second burn of a two burn arcs 

یٔؼیش ثٟیٙٝ ثشای ػٛصؽ دْٚ یه  5شكل   دٚ ػٛصؿی تٛاِ

ٔـخق اػت، ٔؼیش ثٟیٙٝ دس ػٛصؽ اَٚ  7تب  4ٞبی  ٌٛ٘ٝ وٝ اص ؿىُ ٕٞبٖ

ؿٛد وٝ ؿشٚع  اص ٔذاس پبسویًٙ دایشٜ ای ؿشٚع ؿذٜ ٚ ثٝ ٘مٌٝ ای ختٓ ٔی

ثبؿذ. فبص  یه فبص غیشفؼبَ دس ٔدبٚست ٘مٌٝ حوین ٔذاس ا٘تمبِی ثیوٛی ٔی

یبثذ. ػپغ فبص فؼبَ دْٚ اص  غیشفؼبَ تب ٘ضدیىی ٘مٌٝ اٚج ٔذاس ا٘تمبِی ادأٝ ٔی

ج ٔذاس ا٘تمبِی ثیوٛی ؿشٚع ؿذٜ ٚ ثٝ ٔذاس ٟ٘بیی وٝ ٕٞبٖ ٔدبٚست ٘مٌٝ اٚ

ػشػت ؿؼبػی ٚ  6ؿٛد. دس ؿىُ  ٔذاس دایشٜ ای صٔیٗ آًٞٙ اػت، ختٓ ٔی

 ؿؼبع  ا٘ذاصٜ   ٚ  اػت سػیذٜ  كفش   صاٚیٝ ٔؼیش پشٚاص دس ٘مٌٝ پبیب٘ی ٔؼیش ثٝ

 ثبؿذ. ٟ٘بیی ٘یض ثشاثش ثب ؿؼبع ٌّٔٛة ٔی
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Fig. 6 Optimal trajectory for a burn-coast-burn flight sequence 

یٔؼیش ثٟیٙٝ ثشای یه  6شكل   فؼبَ-غیشفؼبَ -پشٚاصی فؼبَ تٛاِ

 
Fig. 7 Optimal trajectory for a burn-coast-burn flight sequence in Cartesian coordinate frame 

 فؼبَ دس دػتٍبٜ ٔختلبت دوبستی-غیشفؼبَ -ٔؼیش ثٟیٙٝ ثشای یه حبِت پشٚاصی فؼبَ 7شكل 

 ا٘تمبَ دٚ ػٛصؿی ٔبٞٛاسٜ ثٝ ٔذاس صٔیٗ آًٞٙ 2جدول 
Table 2 Two burns transfer of satellite into geostationary orbit 

 ٘ٛع

 ٔذاس 

 فبصٞبی فؼبَ پبسأتشٞبی ٔذاسی

٘یٓ لٌش اكّی 

 )ویّٛٔتش(

 خشٚج اص 

 ٔشوض

 پشیٛد ٔذاسی

 )ػبػت(

 ٔىبٖ 

 ػٛصؽ

 صٔبٖ ػٛصؽ

 )ثب٘یٝ(

ػٛخت 

 ٔلشفی

 )ویٌّٛشْ(

 12480 2033 حوین 1.47 0 6578.1 اِٚیٝ

 3451 562 اٚج 10.6585 0.7142 24588 ا٘تمبِی

 15931 2595 خٕغ 23.934 0 42164 ٟ٘بیی

 ػٛصؿی ٔبٞٛاسٜ ثٝ ٔذاس صٔیٗ آًٞٙا٘تمبَ ػٝ  3جدول 
Table 3 Three burns transfer of satellite into geostationary orbit 

 ٘ٛع

 ٔذاس

 فبصٞبی فؼبَ پبسأتشٞبی ٔذاسی

ًین لغز 
اصلی 

 )ویّٛٔتش(

خزٍج اس 

 هزوش

پزیَد 
 هذاری

 )ػبػت(

هىبى 

 سَسش

سهبى 
 سَسش

 )ثب٘یٝ(

سَخت 
 هصزفی

 )ویٌّٛشْ(

 5554.6 905 حوین 1.47 0 6578.1 اِٚیٝ

 6429.5 1047.1 حوین 2.2561 0.2456 8733.1 ا٘تمبِی

 3687.8 600.6 اٚج 10.561 0.7247 24438 ا٘تمبِی

 15672 2552.4 خٕغ 23.9344 0 42164 ٟ٘بیی
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 پٙح ٔذاسی  ا٘تمبَ  ٘تبیح   ؿذٜ، اسائٝ   سٚؽ  كحٝ ٌزاسی  ثٝ ٔٙظٛس تلذیك ٚ

 ػٛصؿی ٔبٞٛاسٜ ثٝ ٔذاس صٔیٗ آًٞٙا٘تمبَ چٟبس  4جدول 
Table 4 Four burns transfer of satellite into geostationary orbit 

 ٘ٛع

 ٔذاس

 فبصٞبی فؼبَ پبسأتشٞبی ٔذاسی

ًین لغز 
اصلی 

 )ویّٛٔتش(

خزٍج اس 
 هزوش

پزیَد 
 هذاری

 )ػبػت(

هىبى 
 سَسش

سهبى 
 سَسش

 )ثب٘یٝ(

سَخت 
 هصزفی

 )ویٌّٛشْ(

 3525.3 574 حوین 1.47 0 6578.1 اِٚیٝ

 3991 650 حوین 1.8799 0.1481 7733.1 ا٘تمبِی

 4316.4 703 حوین 2.9704 0.3706 10491 ا٘تمبِی

 3797.4 618 اٚج 10.5197 0.7281 24374 ا٘تمبِی

 15630 2546 خٕغ 23.9344 0 42164 ٟ٘بیی

 ا٘تمبَ ؿؾ ػٛصؿی ٔبٞٛاسٜ ثٝ ٔذاس صٔیٗ آًٞٙ 5جدول 
Table 5 Six burns transfer of satellite into geostationary orbit 

 ٘ٛع

 ٔذاس

 فبصٞبی فؼبَ پبسأتشٞبی ٔذاسی

ًین لغز 
اصلی 

 )ویّٛٔتش(

خزٍج اس 

 هزوش

پزیَد 
 هذاری

 )ػبػت(

هىبى 

 سَسش

سهبى 
 سَسش

 )ثب٘یٝ(

سَخت 
 هصزفی

 )ویٌّٛشْ(

 2670.9 435 حوین 1.47 0 6578.1 اِٚیٝ

 2191.98 357 حوین 1.7466 0.1039 7363.1 ا٘تمبِی

 2118.3 345 حوین 2.1152 0.2107 8365.6 ا٘تمبِی

 2376.18 387 حوین 2.7213 0.3317 9895.6 ا٘تمبِی

 2480.56 404 حوین 4.2166 0.5002 13251 ا٘تمبِی

 3757.68 612 اٚج 10.5326 0.7283 24394 ا٘تمبِی

 15595.6 2540 خٕغ 23.9344 0 42164 ٟ٘بیی

ٔمبیؼٝ ؿذٜ ٚ دس  [20]ػٛصؿی ٔمبِٝ حبهش ثب ٘تبیح اسائٝ ؿذٜ دس ٔشخغ 

ٞبی  ؿٛد ٔذت صٔبٖ فبص اسائٝ ؿذٜ اػت. ٕٞبٌ٘ٛس وٝ ٔلاحظٝ ٔی 6خذَٚ 
فؼبَ ٚ دس٘تیدٝ ٔیضاٖ ٔلشف ػٛخت سٚؽ اسئٝ ؿذٜ دس ایٗ ٔمبِٝ اص ٔمبدیش 

 ذت صٔبٖثبؿذ. دس ٔشخغ ٔزوٛس كشفبً تؼذاد ٚ ٔ ٔشخغ فٛق اِزوش وٕتش ٔی

 ثش ػلاٜٚ  ٔمبِٝ،  ایٗ  دس   ؿذٜ اسائٝ   ؿٛد ِٚی دس سٚؽ فبصٞبی فؼبَ ثٟیٙٝ ٔی

تؼییٗ ثٟیٙٝ تؼذاد ٚ ٔذت صٔبٖ فبصٞبی فؼبَ، صاٚیٝ تشاػت ٘یض ثب اػتفبدٜ اص 
تئٛسی وٙتشَ ثٟیٙٝ ٚ ثٝ كٛست تبثؼی اص ٔتغیشٞبی ؿجٝ حبِت تؼییٗ 

ثٟیٙٝ وٝ دس آٖ صاٚیٝ -ؿٛد. دس ا٘تٟب ٘یض ٘تبیح حُ ثٟیٙٝ ثب حبِت حُ صیش ٔی

ؽ ٔؼبٚی ثبؿذ، ثب فشم صٔبٖ ػٛص تشاػت دس ساػتبی ثشداس ػشػت ٔی

اػتخشاج  ٚ ثب یىذیٍش ٔمبیؼٝ ؿذٜ ا٘ذ. ثشای ٕ٘ٛ٘ٝ تٟٙب ثٝ ٘تبیح ا٘تمبَ ٔذاسی 
اسائٝ ؿذٜ اػت.  9ٚ  8ٞبی  دٚ ػٛصؿی ثؼٙذٜ ؿذٜ اػت. ایٗ ٘تبیح دس ؿىُ

اختلاف ٔمبدیش ٟ٘بیی ٔٛلؼیت، ػشػت ؿؼبػی ٚ ػشػت ٕٔبػی حُ ثٟیٙٝ ثب 

 اسائٝ ؿذٜ اػت. 7ثٟیٙٝ دس خذَٚ -حُ صیش

 [20]صٔیٗ آًٞٙ ٚ ٔمبیؼٝ آٖ ثب ٔشخغ ػٛصؿی ثٝ ٔذاس  پٙح ٘تمبَا6 جدول 

Table 6 Five burns transfer into GEO and comparison with Ref. [20] 

٘ٛع 

 ٔذاس

 )ویٌّٛشْ( ػٛخت ٔلشفی صٔبٖ ػٛصؽ )ثب٘یٝ( خشٚج اص ٔشوض

ٔمبِٝ 

 حبهش
ٔشخغ 
[20] 

ٔمبِٝ 

 حبهش
ٔشخغ 
[20] 

ٔمبِٝ 

 حبهش
 ٔشخغ
[20] 

 2934.9 2913.1 478 474 0 0 اِٚیٝ

 2941 2802.5 479 456 0.11689 0.1187 ا٘تمبِی

 2953.3 2862.6 481 466 0.26119 0.2612 ا٘تمبِی

 3315.6 3215.1 540 524 0.44576 0.4457 ا٘تمبِی

 3892.7 3811.2 634 621 0.72800 0.728 ا٘تمبِی

 16037.5 15604 2612 2541 0.00208 0 ٟ٘بیی

 

 
Fig. 8 Comparison of Optimal and sub-optimal trajectory for the first burn of a two burns orbit transfer  

 ٔمبیؼٝ ٔؼیش ثٟیٙٝ ثب صیش ثٟیٙٝ ثشای ػٛصؽ اَٚ یه ا٘تمبَ ٔذاسی دٚ ػٛصؿی 8شكل 
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Fig. 9 Comparison of Optimal and sub-optimal trajectory for the second burn of a two burns orbit transfer  

 ٔمبیؼٝ ٔؼیش ثٟیٙٝ ثب صیش ثٟیٙٝ ثشای ػٛصؽ دْٚ یه ا٘تمبَ ٔذاسی دٚ ػٛصؿی 9شكل 

 ثٟیٙٝ-ٔمبیؼٝ ٘تبثح حُ ثٟیٙٝ ثب حُ صیش 7جدول 

Table 7 Comparison the Optimal and sub-optimal solutions 
 ػشػت ٕٔبػی ٟ٘بیی ػشػت ؿؼبػی ٟ٘بیی ؿؼبع ٟ٘بیی

 حُ 

 ثٟیٙٝ

 حُ

ثٟیٙٝ-صیش   

 حُ 

 ثٟیٙٝ

 حُ 

 ثٟیٙٝ-صیش

حُ 

 ثٟیٙٝ

 حُ

ثٟیٙٝ-صیش   

6.4097 6.4080 -2.2684e-08 7.0656e-04 0.3950 0.3954 

ؿٛد وٝ ٘تبیح ٔؼیش ثٟیٙٝ ثب ٔؼیش صیشثٟیٙٝ  ٔلاحظٝ ٔی 9ٚ  8ٞبی  اص ؿىُ
اسائٝ  7تفبٚت ا٘ذوی داسد وٝ ٔمبدیش وٕی آٟ٘ب دس ٘مٌٝ تضسیك ٟ٘بیی دس خذَٚ 

 6.32ؿذٜ اػت. اختلاف ا٘ذاصٜ ٔمبدیش ػشػت دس ٘مٌٝ تضسیك ٟ٘بیی ثشاثش ثب 

[m/s] 10ثبؿذ ٚ اختلاف ؿؼبع ٟ٘بیی آٟ٘ب حذٚدا  ٔی [km] ی اػت وٝ ثشا

 ثبؿذ. خجشاٖ ایٗ خٌبٞب حذٚد یىلذ ویٌّٛشْ ػٛخت ٔٛسد ٘یبص ٔی

 گیری نتیجه -6

ٔؼئّٝ ًشاحی ٔؼیش ثٟیٙٝ یه ثّٛن ا٘تمبَ ٔذاسی خٟت تضسیك ٔبٞٛاسٜ ثٝ 

ٚ  ٔذاس صٔیٗ آًٞٙ ثب تشاػت ٔحذٚد ٚ لبثّیت خبٔٛؽ ٚ سٚؿٙی ٔدذد
ب اػتفبدٜ اص ثٟیٙٝ ٔٛسد ثشسػی لشاس ٌشفت. ٔؼئّٝ ث-ٔمبیؼٝ آٖ ثب حبِت صیش

تئٛسی وٙتشَ ثٟیٙٝ فشِٔٛٝ ٌشدیذ ٚ صاٚیٝ ثٟیٙٝ ثشداس پیـشاٖ، ثب ٔؼیبس حذالُ 

ٞبی  ٞبی ٔذاسی ٔختّف ثب ػٛصؽ ٔلشف ػٛخت تؼییٗ ٌشدیذ. ا٘تمبَ

چٙذٌب٘ٝ، ثب اػتفبدٜ اص یه ثّٛن ا٘تمبَ ٔذاسی ثب پیـشاٖ ؿیٕیبیی ٚ تشاػت 
ٞبی ؿشٚع ػٛصؽ  ٝ، صٔبٖٔتٛػي ثشسػی ٚ ثشای ٞشیه اص آٟ٘ب ٔؼیش ثٟیٙ

ٔٛتٛس ٚ ٔذت صٔبٖ ثٟیٙٝ ٞش یه اص ٔب٘ٛسٞبی ثّٛن ا٘تمبَ ٔذاسی اػتخشاج 

ثٟیٙٝ وٝ دس آٖ صاٚیٝ ثشداس -ٌشدیذ. ٕٞچٙیٗ ٘تبیح حُ ثٟیٙٝ ثب حبِت حُ صیش

٘یشٚی پیـشا٘ؾ دس ساػتبی ثشداس ػشػت فشم ؿذٜ، ٔمبیؼٝ ٌشدیذ. ثشای حُ 
یه سٚؽ پشتبثی غیشٔؼتمیٓ ثب وبسایی ٔؼئّٝ ؿشى ٔشصی دس چٙذ ٘مٌٝ اص 

ثبلا ٕٞشاٜ ثب سٚؽ ٘یٛتٗ ثٟجٛدیبفتٝ اػتفبدٜ ؿذٜ وٝ ػلاٜٚ ثش دلت ثؼیبس ثبلا، 

ؿٛد. تلذیك ٚ  ثب ػشػت خٛثی ثٝ ؿشایي ٔشصی ٔٛسد ٘ظش ٍٕٞشا ٔی

ٌزاسی سٚؽ اسائٝ ؿذٜ ثٛػیّٝ ٔمبیؼٝ ٘تبیح ا٘تمبَ ٔذاسی پٙح ػٛصؿی  كحٝ

كٛست ٌشفت ٚ ٔلاحظٝ ٌشدیذ  [20]ائٝ ؿذٜ دس ٔشخغ ٔمبِٝ حبهش ثب ٘تبیح اس

ٞبی فؼبَ ٚ ٔیضاٖ ٔلشف ػٛخت سٚؽ اسئٝ ؿذٜ دس ایٗ  وٝ ٔذت صٔبٖ فبص
ػلاٜٚ ثش ایٗ حُ ثٟیٙٝ ثب حُ  .ثبؿذ ٔمبِٝ اص ٔمبدیش ٔشخغ فٛق اِزوش وٕتش ٔی

ثبؿذ، ثب فشم  ثٟیٙٝ وٝ دس آٖ صاٚیٝ تشاػت دس ساػتبی ثشداس ػشػت ٔی-صیش

 ٛصؽ ٔؼبٚی اػتخشاج  ٚ ثب یىذیٍش ٔمبیؼٝ ؿذ٘ذ.صٔبٖ ػ

 مراجع -7

[1] K. Brown, G. Johnson, Real-time optimal guidance, IEEE  

Transactions on Automatic Control, Vol. 12, No. 5, pp. 501-506, 

1967. 

[2] K. Brown, E. Harrold, G. Johnson, Some new results on space 

shuttle atmospheric ascent optimization, Guidance, Control and 

Flight Mechanics Conference, August 17-18, 1970. 

[3] A. J. Calise, S. Tandon, D. H. Young, S. Kim, Further 

improvements to a hybrid method for launch vehicle ascent 

trajectory optimization, AIAA-2000-4261, AIAA Guidance, 

Navigation, and Control Conference, August 14-17, 2000. 

[4] G. A. Dukeman, Atmospheric ascent guidance for rocket-powered 

launch vehicles,  AIAA Guidance, Navigation, and Control 

Conference, August 5-8, 2002. 

[5] G. Dukeman, A. J. Calise, Enhancements to an atmospheric ascent 

guidance algorithm, AIAA Guidance, Navigation, and Control 

Conference, August 11-14, 2003. 

[6] L. A. Zhang, Fixed-point Framework for Launch Vehicle Ascent 

Guidance, PhD thesis, Iowa State University,  2006.  

[7] K. Brown, E. Harrold, G. Johnson, Some new results on Space 

Shuttle atmospheric ascent optimization, Guidance, Control and 

Flight Mechanics Conference, August 17-18, 1970. 

[8] A. Cohen, K. R. Brown, Real-time optimal guidance for orbital    

maneuvering,  AIAA Journal, Vol. 11, No. 9, pp. 1266-1272, 1973. 

[9] D. J. Jezewski, Optimal analytic multiburn trajectories, AIAA 

Journal, Vol. 10, No. 5, pp. 680-685, 1972. 

http://dx.doi.org/10.2514/MGNC70
http://dx.doi.org/10.2514/MGNC70


  

 َمکاران ي پًر مجتبی علًی ماًَارٌ بٍ مدار زمیه آَىگ با یک بلًک اوتقال مدارییک بُیىٍ  چىدسًزشی تسریق

 

 811 1، شماره 81دوره ، 8931شهریور مهندسی مکانیک مدرس، 
 

[10] A. J. Calise, S. Tandon, D. H. Young, S. Kim, Further 

improvements to a hybrid method for launch vehicle ascent 

trajectory optimization, AIAA Guidance, Navigation, and Control 

Conference, August 14-17, 2000. 

[11] P. F. Gath, A. J. Calise, Optimization of launch vehicle ascent   

trajectories with path constraints and coast arcs, Journal of 

Guidance, Control, and Dynamics, Vol. 24, No. 2, pp. 296-304, 

2001. 

[12] P. Lu, B. J. Griffin, G. A. Dukeman, F. R. Chavez, Rapid optimal 

multiburn ascent planning and guidance, Journal of Guidance, 

Control, and Dynamics, Vol. 31, No. 6, pp. 1656-1664, 2008. 

[13] P. Binfeng, P. Lu, Rapid optimization of multiburn rocket 

trajectories revisited, AIAA Guidance, Navigation and Control 

Conference, Chicago, Illinois, August 10-13, 2009. 

[14] B. R. Jamison, V. Coverstone, Analytical study of the primer 

vector and orbit transfer switching function, Journal of Guidance, 

Control, and Dynamics, Vol. 33, No. 1, pp. 235-245, 2010. 

[15] S. W. Thrasher, T. J. Fill, Orion’s exoatmospheric burn guidance 

architecture and algorithm, AIAA Guidance, Navigation, and 

Control Conference, August 08-11,  2011. 

[16] B. Pan, P. Lu, Z. Chen, Three-dimensional closed-form costate 

solutions in optimal coast, Acta Astronautica, Vol. 77, pp. 156-166, 

2012.  

[17] S. Hernandez, M. R. Akella, Finite-Thrust orbit transfers to any 

circular-equatorial orbit using lyapunov-based feedback control, 

Fifth International Conference on Spacecraft Formation Flying 

Missions and Technologies, 2013. 

[18] T. C. Oliveira, E. M. Rocco, J. L. Ferreira, A. F. Prado, Minimum 

fuel low-thrust transfers for satellites using a permanent magnet 

hall thruster, Mathematical Problems in Engineering, Feb- 25, 

2013. 

[19] A. Heydari, S. N. Balakrishnan, Optimal orbit transfer with on-off 

actuators using a closed form optimal switching scheme, 

Proceedings of the AIAA Guidance, Navigation, and Control 

Conference, Boston 2013. 

[20] A. S. Bortakovskii, A. A. Konovalova, Optimal injection of a 

satellite into geostationary orbit using a limited number of thruster 

firings, Journal of Computer and Systems Sciences, Vol. 52, No. 6, 

pp. 938-948,  2013. 

[21] E. Maani, A. R. Kosari, M. Fakoor, Two-objective optimization of 

GEO communication satellite trajectory considering continuous 

orbital maneuver,  Modares Mechanical Engineering, Vol. 13, No. 

7, pp. 142-152, 2013. (In Persianفارسی) 

[22] E. Maani, A. R. Kosari, M. Fakoor, Two-objective optimization of 

GEO communication satellite trajectory considering impulsive 

orbital maneuver,  Modares Mechanical Engineering, Vol. 14, No. 

5, pp. 121-128, 2014. (In Persianفارسی) 

[23] A. Kosari, S. A. Razavi, H. Jahanshahi, Optimization of planar 

low-thrust orbit transfer maneuver via fuzzy optimal control 

approach,  Modares Mechanical Engineering, Vol. 17, No. 1, pp. 

1-10, 2017. (In Persianفارسی) 

[24] M. Nosratollahi, M. Zakeri, A. Novinzadeh,  An optimized method 

for upper-stage system, Modares Mechanical Engineering, Vol. 16, 

No. 5, pp. 101-110, 2016. (In Persianفارسی) 

[25] M. Alavipour, A. A. Nikkhah, J. Roshanian, Minimum time 

multiple-burn optimization of an upper stage with a finite thrust for 

satellite injection into geostationary orbit, Proceedings of the 

Institution of Mechanical Engineers, Part G: Journal of Aerospace 

Engineering, 2017. 

[26] A  . E. Bryson, Applied optimal control: Optimization, estimation 

and control, pp. 75-85, CRC Press; 1975. 

[27] W. H. Press, S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling, B. P. Flannery, 

Numerical Recipes in C, pp. 745-765, Cambridge University Press, 

1988 

[28] J. D. Thorne, C. D. Hall, Approximate initial Lagrange costates for 

continuous-thrust spacecraft, Journal of Guidance, Control, and 

Dynamics Vol. 19, No. 2, pp. 283-288, 1996. 

 


