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اٍر هی ًاهیشاًی دٍراًی هاشیي  ی هطالعِ ٍ هقذار آى تَاًذ باعث عولکزد  ّای د غیزعادی ٍ خزابی دعتگاُ گزدد، بٌابزایي بایغتی علل ًاهیشاً
ی ًاشی اس خزٍج اس هزکشی جزم اس هزکش ٌّذعی ٍجَد دارد، ارتعاشات خَد تحزیک  گیزی ٍ بزطزف شَد. در عیغتن اًذاسُ ّایی کِ ًاهیشاًی دٍراً

 باشذ. در ًابالاًغی هی رفع ٍ کٌتزل بزای اعتفادُ هَرد ّای رٍػ اس یکی ای اچوِع اتَهاتیک شَد. اعتفادُ اس بالاًغز دیٌاهیکی ایجاد هی

اعت. در ایي تحقیقات عوَهاً اس  شذُ اًجام ای عاچوِ اتَبالاًغز پایذاری ٍ دیٌاهیکی رفتار ای در سهیٌِ گغتزدُ هطالعات پیشیي، تحقیقات
ّای اغتشاشات، تٌْا بزای بزرعی پایذاری اعتفادُ شذُ اعت. در  گزدیذُ ٍ اس رٍػّای عذدی بزای بذعت آٍردى پاعخ عیغتن اعتفادُ  رٍػ

دعت آٍردى پاعخ ّای چٌذگاًِ بزای بِ ّای ًیوِ تحلیلی، بزای اٍلیي بار رٍػ هقیاط علت هشایای هتعذد تحلیل پاعخ با رٍػهقالِ حاضز بِ
ای بکار رفتِ اعت. بذیي هٌظَر ابتذا هعادلات غیزخطی عیغتن با  اتَهاتیک عاچوِدیٌاهیکی ٍ بزرعی پایذاری رٍتَر ًابالاًظ هجْش بِ بالاًغز 

ّای چٌذگاًِ با در ًظز گزفتي یک جولِ ٍ دٍ جولِ اس  هقیاط  اعتفادُ اس هعادلات لاگزاًض اعتخزاج شذُ، عپظ پایذاری ٍ پاعخ عیغتن با رٍػ
گ عت آهذُ اس رٍػ هقیاطاعت. بزای صحِ عٌجی ًتایج، پاعخ بِ د تقزیب بِ دعت آهذُ  کَتا هقایغِ شذُ -ّای چٌذگاًِ با رٍػ عذدی راً

ّای چٌذگاًِ کاهلاً با ًتایج حاصل اس رٍػ عذدی هٌطبق  دعت آهذُ با دٍ جولِ اس تقزیب در رٍػ هقیاطکِ پاعخ بِ دّذ هی ًشاى اعت. ًتایج
ل لیاپاًَف، حاکی اس صحت ٍ ّای چٌذگ ی پایذاری بِ دعت آهذُ با رٍػ هقیاط اعت. ّوچٌیي هحذٍدُ اًِ ٍ هقایغِ ًتایج حاصل با رٍػ اٍ

 باشذ. ّای چٌذگاًِ هی دقت رٍػ هقیاط

 کلیذ ٍاصگاى:
 ای بالاًغز اتَهاتیک عاچوِ
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 Unbalance in rotating machines causes malfunction of the system operation and may lead to its failure. 

Therefore, the sources for imbalance should be investigated, identified, and measured to solve the 

mentioned challenges. Rotating unbalance appears when the geometric and the inertia axes of the rotor 

do not coincide, and as a result this causes self- excited vibrations. One of the methods to control and 

reduce the unbalances is utilizing automatic ball balancer (ABB). In previous studies, the stability and 

the dynamic behavior of ABB have been mostly investigated using numerical methods, and the 

perturbation methods are applied only for stability analysis. Because of the advantages of the analytical 

methods in studying the dynamics of the systems, in the present study, for the first time the dynamic 

behavior as well as the stability of a rotor equipped with an ABB is analyzed by the multiple scales 

method. To this end, nonlinear equations of the systems are derived using the Lagrange’s equations and, 

firstly, the multiple scales method is applied to investigate the stability of system and then the response 

of the system is achieved considering one and two terms of approximation. The results demonstrate that 

the stability analysis using the multiple scales method and the first method of Lyapunov lead to the 

same results. Moreover, the responses obtained by the multiple scales method and the mostly used 

numerical method, Runge-Kutta technique, are in a good agreement.  
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 مقذمه  -1

ّبی دٍاس یىی اص هٌبثغ هتذاٍل ایزبد استؼبؿبت  ًبهیضاًی دٍساًی دس هبؿیي

وٌذ وِ  ّب اغلت ٌّگبهی ثشٍص هی اػت. ًبهیضاًی دٍساًی دس ایي ًَع هبؿیي

هشوض رشم سٍتَس ثش هحَس دٍساى هٌغجك ًجبؿذ. ٍرَد خشٍد اص هشوضی، 
ت ثب داهٌِ صیبد ٍ دس وٌذ وِ هوىي اػت ثبػج استؼبؿب ًیشٍّبیی سا ایزبد هی

ًْبیت ثبػج اختلال دس ػولىشد هبؿیي هخلاً ؿل ؿذى اتلبلات ٍ خشاثی 

ای ثشخَسداس اػت.  ّب اص اّویت ٍیظُ ّب گشدد. ثٌبثشایي ثبلاًغ ػیؼتن یبتبلبى

 الوللی ثیي ّبی دٍاس عجك تؼشیف اسائِ ؿذُ اص عشف  هؤػؼِ ثبلاًغ ػیؼتن

 یه رشم رْت تَصیغ دس ّب تلاؽ ّوِ ى،آ دس وِ اػت اػتبًذاسدّب، فشایٌذی

 ًیشٍّبی ثذٍى خَد ّبی یبتبلبى دس ثتَاًذ وِ ًحَی ثِ گیشد، هی كَست رؼن
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وشدى سٍتَسّب   . ثشای ثبلاًغ[1]دسآیذ  دٍساى ثِ ًبهیضاًی اص هشوض ًبؿی اص گشیض

تَاى دس یىی  سا هی  ّب ّبی هتؼذدی ٍرَد داسد وِ ّش وذام اص ایي سٍؽ سٍؽ
 لشاس داد. وبسوشد حیي دس تَلف ٍ ثبلاًغ حبلت دس ی ولی ثبلاًغ دػتِاص دٍ 

دػتگبُ اًزبم  وشدى اص هتَلف پغ ثبلاًغ ػولیبت ی اٍل دػتِ ّبی سٍؽ دس

گیشد. ثِ ایي تشتیت وِ اثتذا كفحبتی رْت اًزبم ػولیبت ثبلاًغ ثش سٍی  هی

ثب افضٍدى ٍ یب گشدد ٍ دس ٌّگبم ًبثبلاًؼی پغ اص تَلف دػتگبُ  سٍتَس ًلت هی
 گیشد ٍلی دس ّبیی اص ایي كفحبت ػول ثبلاًغ كَست هی ثشداؿتي ٍصًِ

 ًیؼت. ثبلاًغ لاصم ػولیبت اًزبم ی دٍم تَلف دػتگبُ رْت ّبی دػتِ سٍؽ

 تَاى ثِ اػتفبدُ اص ثبلاًؼش وبسوشد، هی حیي ّبی ثبلاًغ دس اص رولِ سٍؽ

 ٍ غیشفؼبل فؼبل دػتِ دٍ وِ ایي سٍؽ ثِ اتَهبتیه اؿبسُ وشد، دیٌبهیىی

تزْیضات اص ثبلاًؼش  ٍ آلات اص هبؿیي ؿَد. ثشای ثبلاًغ ثشخی هی تمؼین

ؿَد  غیشفؼبل اػتفبدُ هی ثبلاًؼشّبی ای اص اًَاع ػبچوِ اتَهبتیه دیٌبهیىی

ؿیبسداس ثب تؼذادی ػبچوِ دس داخل  دیؼه دٍاس ای ؿبهل یه ػبدُ وِ ٍػیلِ

داسد.  ٍرَد لضد هبیغ ؿیبس، داخل دس ّب ػبچوِ ثیي خبلی فضبی دس آى اػت ٍ
ًبثبلاًؼی  وِ گیشًذ هی لشاس ٍضؼیتی دس ًْبیتبً ّب ػبچوِ ایي دس فشایٌذ ثبلاًغ،

[. تؼذاد ٍ اثؼبد 2آٍسًذ ] دسهی ثبلاًغ حبلت ثِ سا آى ٍ وشدُ اىرجش سا ػیؼتن

ی ًبثبلاًؼی هتغیش سٍتَس ثؼتگی داسد.  ّب ٍ ّوچٌیي اثؼبد سیٌگ ثِ داهٌِ گلَلِ

ی سفتبس دیٌبهیىی ٍ پبیذاسی سٍتَس هزْض ثِ ایي ًَع ثبلاًؼش  ثٌبثشایي هغبلؼِ
 ثبؿذ.  داسای اّویت هی

م دی ػی دس اص رولِ هتٌَػی ای وبسثشدّبی ػبچوِ اتَثبلاًؼش   ،1سا

 [6] تیبسل 1960 ػبل . دس[5-3]داسد  اثضاس ّبی هبؿیي ٍ دسایَّب 2دی ٍی دی

 اتَهبتیه عَس ثِ تَاًؼت سا هی ای كفحِ وِ سٍتَسّبی وشد سا هؼشفی اثضاسی

 دٍ یب یه آى حلمَی ثَد وِ دس ؿیبس ؿبهل یه وٌذ. ایي ٍػیلِ  ثبلاًغ

 تَػظای  ػبچوِ ثبلاًؼش 1964 ػبل دس لضد ٍرَد داؿت. اػتْلان ثب ػبچوِ

 تـشیح خَثی ثِ وبس ػیؼتن عشص ٍلی گشفت لشاس تحلیل هَسد [7]الىؼبًذس 

 هجبًی اهب وشد تـشیح سا ایي ػیؼتن هلضٍهبت [،8]ویذ  1965ػبل  ًـذ. دس

ثب دس ًظش گشفتي  [9]سٍ  ٍ چبًگ 1999 ػبل ًىشد. دس ثیبى سا ػیؼتن تئَسی

لاگشاًظ، هؼبدلات غیشخغی وبسگیشی هؼبدلات ِ ثبلاًؼش ثب دٍ ػبچوِ ٍ ثب ث

ًؼجت ثِ یه دػتگبُ هختلبت لغجی  3حشوت سا ثشای یه ػیؼتن خَدگشداى
ّبی  اػتٌتبد ًوَدًذ، اص هؼبدلات حشوت ثشای ػیؼتن خَدگشداى، ٍضؼیت

دػت آٍسدُ ٍ ثِ حل هؼبدلات ٍ ثشسػی پبیذاسی ػیؼتن حَل  تؼبدل سا ثِ

ّشٍیتض پشداختٌذ ػپغ رْت  -ًمبط تؼبدل ثب تَرِ ثِ هؼیبس پبیذاسی ساٍث

ثشسػی كحت سٍؽ تحلیل پبیذاسی، پبػخ صهبًی ػیؼتن سا ثِ ٍػیلِ سٍؽ 
ی ایـبى ػلاٍُ ثش ثشسػی  ثشسػی وشدًذ. دس هذل اسائِ ؿذُ 4آلفبی تؼوین یبفتِ

سفتبس دیٌبهیىی ػیؼتن، احشات هیشایی دس ثبلاًؼیٌگ ًیض دس ًظش گشفتِ ؿذُ 

ثِ ثشسػی سفتبس دیٌبهیىی هذل سٍتَس  2003دس ػبل  [10]ثَد. چبًگ ٍ طًگ 

ثٌذی  ای پشداختٌذ. رْت فشهَل گشیي هزْض ثِ اتَثبلاًؼش ػبچوِ -اػتَدلا
اًشطی پتبًؼیل ٍ رٌجـی، احش صٍایبی اٍیلش سا دس ًظش گشفتِ ٍ ػپغ هؼبدلات 

لاگشاًظ سا رْت اػتخشاد هؼبدلات حبون ثِ وبس ثشدًذ. پغ اص حل ػذدی 

ای ػلاٍُ ثش  دادًذ وِ تحت ؿشایظ خبف، ثبلاًؼش ػبچوِ هؼبدلات حبون ًـبى

وٌذ. چَ  وبّؾ استؼبؿبت ؿؼبػی، دس تلحیح صٍایبی اٍیلش ًیض هَفك ػول هی
ّبی چٌذگبًِ پبیذاسی  ثب اػتفبدُ اص سٍؽ همیبع 2005دس ػبل  [11]ٍ ػبًگ 

ای ثب دٍ ػبچوِ سا ثب دس ًظشگشفتي حشوت چشخـی دس  اتَثبلاًؼش ػبچوِ

ثشسػی  ثِ [12]ّوىبساًؾ  ٍ لَ 2009 ػبل َسد اسصیبثی لشاس دادًذ. دسكفحِ ه
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 دس ّوؼبیگی پبیذاسی ی هحذٍدُ ّب پشداختٌذ. آى اتَثبلاًؼش پبیذاسی تحلیلی

 ثب ٍ تؼبدل حَل ًمبط ؿذُ ػبصی خغی هؼبدلات ٍػیلِ ثِ سا تؼبدل ٍضؼیت

ّب ًـبى  وشدًذ. ًتبیذ حبكل اص ثشسػی آى ثشسػی ٍیظُ همذاس هؼألِ اص اػتفبدُ

داد ثشای اتَثبلاًؼشی ثب دٍ ػبچوِ ؿؾ حبلت ثشای ًمبط تؼبدل ٍرَد داسد 

وِ اص ایي ؿؾ حبلت هؼوَلاً چْبس حبلت ًبپبیذاس اػت. دس ضوي ثشای دٍسّبی 

احیبیی ٍ  2009صیش دٍس ثحشاًی اٍل حبلت ثبلاًغ پبیذاس ٍرَد ًذاسد. دس ػبل 
پزیش دٍاس ًبثبلاًغ  ِ ثشسػی تحلیلی ٍ ػذدی یه ؿفت اًؼغبفث [13]همذم 

ای  گبُ خغی ٍ هزْض ثِ چٌذیي اتَثبلاًؼش ػبچوِ ٍالغ ثش سٍی دٍ تىیِ

ای دس عَل  ّبی ًمغِ كَست رشم ّب ثب فشم تَصیغ ًبثبلاًؼی ثِ پشداختٌذ. آى

ب هحَس دٍاس ثذٍى رشم، هؼبدلات حشوت سا اػتخشاد وشدًذ ٍ ًـبى دادًذ وِ ث
تَاى سٍتَس سا ثبلاًغ ًوَد ٍ ٌّگبهی وِ  اًتخبة هٌبػت پبساهتشّبی ثبلاًغ هی

ؿَد.  ّب لشاس دادُ ؿًَذ، ًتبیذ ثْتشی حبكل هی ثبلاًؼشّب دس ًضدیىی ًبثبلاًؼی

 دس ػیؼتن ثَدى غیشخغی تأحیش [14]ّوىبساًؾ  ٍ چبى 2011 دس ػبل

ّب ثب هذل وشدى  . آىدادًذ لشاس هَسد هغبلؼِ سا ای ػبچوِ ػولىشد ثبلاًؼش
دػت آٍسدُ ٍ ػپغ  ػیؼتن تؼلیك ثب فٌشّبی غیشخغی، هؼبدلات حشوت سا ثِ

ّبی چٌذگبًِ، ًمبط تؼبدل سا دس حبلت پبیب وِ  ثب اػتفبدُ اص سٍؽ همیبع

ّب دس حبلت ثبلاًغ اػت،  هبًذُ ٍ هَلؼیت ػبچوِ ًـبًگش هیضاى استؼبؿبت ثبلی

ًـبى  تئَسی فلَوَئت ثشسػی وشدًذ. ًتبیذدػت آٍسدُ ٍ پبیذاسی آى سا ثب  ثِ
 دس ّب ػبچوِ هَلؼیت دس تغییش ثبػج ػیؼتن گشفتي دس ًظش غیشخغی داد

 حبلت ثِ ًؼجت ؿذُ ثیٌی پیؾ پبیذاسی هحذٍدُ ٍ ّوچٌیي پبیذاسی ٌّگبم

تأحیش ضشیت هیشایی ٍ رشم  [15]سضبئی ٍ فتحی  2014ؿَد. دس ػبل  هی خغی

بیذاسی ٍ ثبلاًغ سٍتَس هزْض ثِ اتَثبلاًؼش دس غیبة ّبی اتَثبلاًؼش ثش پ ػبچوِ
 ی ثْیٌِ اًتخبة وِ دادًذ ًـبى ّب احش طیشٍػىَپی سا ثشسػی وشدًذ. آى

 داهٌِ هبوضیون ّوضهبى ی هلاحظِ وبّؾ لبثل ثبػج ػیؼتن پبساهتشّبی

سضبئی ٍ  2015دس ػبل  .ؿَد هی صهبى ثبلاًغ ٍ ّب یبتبلبى ثش ٍاسد ًیشٍی

ثب لحبػ وشدى احشات طیشٍػىَپی ٍ ثب اػتفبدُ اص الگَسیتن  [16]ّوىبساًؾ 
ػبصی صهبى  هیذ پبساهتشّبی ثْیٌِ اتَثبلاًؼش ثِ هٌظَس وویٌِ -ػیوپلىغ ًلذس

ّب ًـبى دادًذ وِ ثبلاًغ ٍ كفش وشدى صٍایبی اٍیلش سا اػتخشاد وشدًذ. آى

 ایبیصٍ ػشیغ هیشایی ٍ ثبلاًغ صهبى وبّؾ ثبػج پبییي هیشایی ضشیت ٍرَد

 ثبلاًغ ثشای ًیبص هَسد صهبى ّب ػبچوِ افضایؾ رشم ؿَد ٍ ّوچٌیي ثب اٍیلش هی

عشح رذیذی اص  [18,17]سضبئی ٍ ّوىبساًؾ  2016یبثذ. دس ػبل  هی افضایؾ

اتَثبلاًؼش اسائِ وشدًذ ٍ هؼبدلات حبون ثش ػیؼتن سا ثب هؼبدلات لاگشاًظ 

ی  ّب ثشای هغبلؼِ ی ثبلاًغ ػیؼتن سا تؼییي وشدًذ. آى اػتخشاد ٍ هحذٍدُ
وَتب ٍ ثشای تحلیل پبیذاسی آى اص  -پبػخ دیٌبهیىی ایي ػیؼتن اص سٍؽ ساًگ

 سٍؽ اٍل لیبپبًَف اػتفبدُ وشدًذ. 

دّذ وِ ثشای ثشسػی سفتبس  بلؼِ ٍ ثشسػی تحمیمبت پیـیي ًـبى هیهغ 

ّبیی  ّبی ػذدی اػتفبدُ ؿذُ اػت ٍ سٍؽ دیٌبهیىی اتَثبلاًؼش ػوَهبً اص سٍؽ
اًذ.  وبس گشفتِ ؿذُهبًٌذ سٍؽ اغتـبؿبت، تٌْب ثشای ثشسػی پبیذاسی ثِ

 یبثی ثِ پبػخ ّبی ػذدی گشچِ وبسثشدی ػْل ٍ ػشیغ سا ثشای دػت سٍؽ

صهبًی ٍ فشوبًؼی ثشای پبساهتشّبی اًتخبثی ٍ هـخق ػیؼتن ثِ وبسثش اسائِ 

ّبی تحلیلی تمشیجی ثب ٍرَد دؿَاسی  دّذ ٍلی ثب ایي ٍرَد هؼوَلاً رَاة هی
ثیٌی  ّب سا ثشای پیؾ تَاى آى سٍ وِ هیؿًَذ. اص ایي حل، تشریح دادُ هی

تبیذ ویفی ثِ وبس هؼیشّبی حشوت، تحلیل تأحیش پبساهتشّبی هختلف ٍ اخز ً

ّبی چٌذگبًِ، پبػخ سٍتَس  ثشد. دس ایي همبلِ ثشای اٍلیي ثبس ثب سٍؽ همیبع

ای اػتخشاد ٍ پبیذاسی ػیؼتن  ًبثبلاًغ هزْض ثِ ثبلاًؼش اتَهبتیه ػبچوِ
 ثبلاًؼش ثِ هزْض رفىبت سٍتَس هزوَس ثشسػی ؿذُ اػت. ثذیي هٌظَس

 غیشخغی ٍ هؼبدلات ؿذُ تِدٍاس دس ًظش گشف ػیؼتن یه ػٌَاى ثِ ای ػبچوِ
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اػت.  گشدیذُ ػیؼتن ثب اػتفبدُ اص هؼبدلات لاگشاًظ اػتخشاد حشوت ثش حبون
ّبی چٌذگبًِ ثب دس ًظش گشفتي یه رولِ ٍ دٍ رولِ اص  ػپغ ثب سٍؽ همیبع

 كَست تحلیلی هحبػجِ ؿذُ اػت.تمشیت، پبػخ دیٌبهیىی ػیؼتن هزوَس ثِ

ّبی چٌذگبًِ ثب  آهذُ اص سٍؽ همیبعدػت ػٌزی ًتبیذ، پبػخ ثِثشای كحِ

حبوی اص دلت ثبلای پبػخ  وَتب ًیض همبیؼِ ؿذُ ٍ ًتبیذ -سٍؽ ػذدی ساًگ
ی پبیذاسی ًیض  ثبؿذ. هحذٍدُ ایي سٍؽ ثب دس ًظش گشفتي دٍ رولِ اص تمشیت هی

دػت آهذُ ٍ همبیؼِ ّبی چٌذگبًِ ٍ سٍؽ اٍل لیبپبًَف ثِ ثب دٍ سٍؽ همیبع

 ؿذُ اػت.

 استخراج معادلات غیرخطی حرکت  -2
ؿوبی ولی یه دیؼه دٍاس ًبثبلاًغ هزْض ثِ ثبلاًؼش  "1ؿىل "دس 

ای اتَهبتیه ثِ ّوشاُ ػیؼتن تؼلیك ًـبى دادُ ؿذُ اػت. دیؼه ثب  ػبچوِ

چشخذ. هشوض رشم  هی ̅̇ ای  ٍ ؿتبة صاٍیِ ̅ ای  ثب ػشػت صاٍیِ    رشم 

، لشاس داسد. ثٌبثشایي ًبثبلاًؼی  اص هشوض ٌّذػی،  ̅ ی  ، دس فبكلِ دیؼه، 
 ّب دس ؿیبس ثبلاًؼش ؿؼبع هؼیش حشوت ػبچوِ  ثبؿذ.  هی ̅   دیؼه ثشاثش 

رشم ّش یه اص     حبثت هیشایی ٍیؼىَص هبیغ لضد ٍ   ،  ای دیٌبهیىی ػبچوِ

یه  همذاس ًبثبلاًؼی اػت وِ تَػظ    ّب اػت. ثٌبثشایي ػجبست  ػبچوِ

ٍ   ؿَد. ػیؼتن تؼلیك ثب یه فٌش خغی ثب ضشیت ػفتی  ػبچوِ ایزبد هی
   هذل ؿذُ اػت.   یه دهپش ٍیؼىَص ثب حبثت هیشایی 

ّب اص آى  وِ خظ ٍاكل یبتبلبى   ی دس ًمغِ    هجذأ دػتگبُ هختلبت 

دس ًظش گشفتِ    دس ّش لحظِ ثِ هَاصات   گزسد، لشاس داسد. اهتذاد هحَس هی

ای  ثب ػشػتی ثشاثش ثب ػشػت صاٍیِ   ؿَد. ایي دػتگبُ حَل ًمغِ حبثت هی
  ی چشخذ، هشوض ٌّذػی ثش ًمغِ چشخذ. صهبًی وِ دیؼه ًوی دیؼه هی

گشدد ٍ فٌشّب دس حبلت آصاد لشاس داسًذ ٍ دس صهبى چشخؾ، دیؼه  هٌغجك هی

ػت، وِ دس آى هختلبت ا    تٌْب داسای حشوت اًتمبلی ًؼجت ثِ دػتگبُ 

وِ    ی  ام ثب صاٍیِ ی  ؿَد. هَلؼیت ػبچوِ ثیبى هی (̅  ̅ )هشوض ٌّذػی ثب 
 گشدد.  ؿَد، هـخق هی اص هشوض رشم دیؼه ػٌزیذُ هی

هؼبدلات غیشخغی حشوت اتَثبلاًؼش ثب اػتفبدُ اص هؼبدلات لاگشاًظ وِ ثِ  

 آیذ: دػت هی ثبؿذ، ثِ ( هی1ی ) كَست ساثغِ

(1) 
 

  
(
  

  ̇ 

)  
  

   

 
  

   

 
  

  ̇ 

                           

 
 

 
Fig. 1 Schematic of the Automatic Ball Balancer and the reference 

frames [12] 

 [ 12]ّبی هختلبت ای اتَهبتیه ٍ دػتگبُ ؿىل ؿوبتیه ثبلاًؼش ػبچوِ  1شکل 

ى  ، اًشطی  وِ دس آ       ٍ سیلی اتلاف تبثغ   اًشطی پتبًؼیل،  رٌجـی
یبفتِ  ثبؿذ. ثشای ػیؼتن هزوَس، هختلبت تؼوین هختلبت تؼوین یبفتِ هی

اػت. ػشػت هشوض ٌّذػی، ػشػت هشوض  (         )  ٍ  ̅ ، ̅ ػجبست اص 

 ؿَد: ( ثیبى هی4( ٍ )3(، )2تشتیت عجك سٍاثظ ) اهیي ػبچوِ ثِ رشم ٍ ػشػت 

(2)  ⃗  ( ̇̅   ̅ ̅) ⃗  ( ̇̅   ̅ ̅) ⃗ 

(3)  ⃗  ( ̇̅   ̅ ̅) ⃗  ( ̇̅   ̅ ̅   ̅ ̅) ⃗ 

 ⃗  
 [( ̇̅   ̅ ̅)        (  

̇   ̅)] ⃗ 

(4)             [( ̇̅   ̅ ̅)        (  
̇   ̅)] ⃗ 

ّب داسای لغش وَچه ٍ رشم ثشاثش ثبؿٌذ، اًشطی رٌجـی  وِ ػبچوِ ثب فشم ایي

 دػت آٍسد:ِ تَاى ثِ كَست صیش ث سٍتَس هزْض ثِ اتَثبلاًؼش سا هی

  
 

 
    

 

 
   ⃗ 

 
 

 

 
  ∑  ⃗  

 

 

   

 

          
 

 
    

 

 
  , ̅  ̅   ̇̅    ̅ ̅ ̇̅   ̅  ̅   ̅  ̅  

      ̇̅    ̅ ̅ ̅    ̅ ̅ ̇̅    ̅ ̅ ̇̅-  
 

 
  ∑, ̅  ̅   ̇̅ 

 

   

 

        ̅ ̅ ̇̅    (  
̇   ̅)

 
        ̇̅   ̅  ̅    ̅ ̅ ̇̅ 

        ( ̇̅   ̅ ̅)(  
̇   ̅)         (  

̇   ̅)
 
       

(5)         (  
̇   ̅)

 
       

ػبصی  هوبى ایٌشػی دیؼه حَل هشوض رشم اػت. ثشای ػبدُ   وِ دس آى

وِ ثِ هفَْم   ی هشثَط ثِ اًشطی رٌجـی، پبساهتش رذیذی ثِ ًبم هؼبدلِ
 ؿَد: ( تؼشیف هی6ی ) ّب اػت، ثِ كَست ساثغِ هزوَع رشم دیؼه ٍ ػبچوِ

(6)           

 ؿَد: ( ثبصًَیؼی هی7ی ) ( ثِ كَست ساثغ5ِ، هؼبدلِ )  ثب تؼشیف پبساهتش

  
 

 
    

 

 
 , ̇̅   ̇̅   ( ̅ ̇̅   ̅ ̇̅) ̅  ( ̅   ̅ ) ̅ - 

      
 

 
  , ̅  ̅    ̅ ̅ ̅    ̅ ̅ ̇̅- 

      
 

 
  ∑ [  (  

̇   ̅)
 

 

   

   ( ̇̅   ̅ ̅)(  
̇   ̅)       

(7)        ( ̇̅   ̅ ̅)(  
̇   ̅)      ] 

 ؿَد: ( ثیبى هی8ی ) اًشطی پتبًؼیل الاػتیه عجك ساثغِ
 

(8)   
 

 
 ( ̅   ̅ ) 

 كَست صیش ثیبى ًوَد: تَاى ثِ تبثغ اتلاف سیلی سا ًیض هی

  
 

 
 , ̇̅   ̇̅   ( ̅ ̇̅   ̅ ̇̅) ̅  ( ̅   ̅ ) ̅ - 

 

(9)        
 

 
   

 ∑   
̇  

 

   

 

كَست دػتِ دس ًْبیت هؼبدلات حشوت ثب اػتفبدُ اص هؼبدلات لاگشاًظ، ثِ 

       آیٌذ: (، ثِ دػت هی10هؼبدلات ثیبى ؿذُ دس سٍاثظ )

  ̈̅     ∑ [(  
̇   ̅)

 
      (  

̈   ̇̅)      ]

 

   

   ̇̅ 

         ̅ ̅     ̅ ̇̅  (    ̅ ) ̅  (  ̅    ̇̅) ̅    
  الف( -10)

  ̈̅     ∑[(  
̇   ̅)

 
      (  

̈   ̇̅)      ]

 

   

   ̇̅ 

       ̅ ̇̅  (    ̅ ) ̅  (  ̅    ̇̅) ̅     ̅ ̇̅    
  ة( -10)

   ,( ̈̅    ̅ ̇̅   ̇̅ ̅   ̅  ̅)       ( ̈̅    ̅ ̇̅   ̇̅ ̅ 

       ̅  ̅)          
̈    ̇̅]        

̇                      

  د( -10)
 ؿًَذ:  كَست صیش تؼشیف هی ثؼذ ثِ تش، هتغیشّبی ثی ثشای وؼت ًتبیذ ػوَهی
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 ̅

 
            

 ̅

 
                            

 ̅

 
      

 
                                       √

 

 
 

(11)   
 ̅

  

               
  

 
             

   

   ̅
 

ای ثِ فشوبًغ عجیؼی ػیؼتن ٍ  ًـبًگش ًؼجت ػشػت صاٍیِ  دس سٍاثظ اخیش 

زبد ؿذُ تَػظ یه ػبچوِ ثِ ًبثبلاًؼی دیؼه اػت. ثب ًؼجت ًبثبلاًؼی ای  

كَست  ثؼذ ثِ (، هؼبدلات حشوت ثی10( دس هؼبدلات )11ربیگزاسی هؼبدلات )
 آیٌذ: صیش دسهی

     ∑,(     )       (     ̇)      -

 

   

      

           (    )  (     ̇)  
   

 

 
 

  الف( -12)

     ∑,(     )       (     ̇)      -

 

   

      

          (    )  (     ̇)  
    ̇

 
 

  ة( -12)

  ,(         ̇     )       (         ̇  

          )            ̇-                  

 د( -12)

ثؼذ  اػت ٍ تغییشات فشوبًغ ثی  ثِ هؼٌبی هـتك ًؼجت ثِ  ( )وِ دس آى 

 ًـبى دادُ ؿذُ اػت. ̇ ًؼجت ثِ صهبى ثب 

 های چنذگانه اعمال روش مقیاس -3

، پبػخ ثِ  ( ثب اػتفبدُ اص سٍؽ همیبع12ثشای حل هؼبدلات ) ّبی چٌذگبًِ

 ؿَد: ( دس ًظش گشفتِ هی13ی ) كَست ساثغِ
 (   )        (       )      (       )    

 (   )        (       )      (       )    
  (   )          (       )       (       )    
  (   )          (       )       (       )    

(13) 

 ؿَد: ّبی صهبًی ثِ كَست صیش تؼشیف هی وِ دس آى همیبع

(14)                                  

 اص: ػجبستٌذ ثؼذ ثی ؿىل ثِ صهبًی دٍم ٍ اٍل هـتمبت
 

  
              (  ) 

 

(15) 
  

   
   

           (  
       )   (  ) 

 وِ دس آى
 

(16)    
 

   

                        

 دادى لشاس ّن هؼبٍی (، اص12( دس هؼبدلات )15( ٍ )13ثؼذ اص اػوبل سٍاثظ )

آیٌذ.  دػت هی دیفشاًؼیل ثِ ، دػتگبُ هؼبدلات دسرِ اص  ّن رولات ضشایت
( 17عجك ساثغِ )   ی  دػتگبُ هؼبدلات دیفشاًؼیل هشثَط ثِ ضشایت رولِ

 ثبؿذ: هی
(    )            

 (             ) 

        الف( -17)
   

 

 
   

(    )            
 (             )    

  ة( -17)

    د( -17)
 (                 )                         

 ػبصی صیش اػتفبدُ ؿذُ اػت: دػت آٍسدى سٍاثظ فَق، اص ػبدُ دس ثِ
   (           )        

 (  )                           الف( -18)

   (           )        
 (  )                          ة( -18)

ی تؼبدل ػیؼتن اػت. ثٌبثشایي ػٌبكش  ًـبًگش ًمغِ -                   ,ثشداس 

ّب ثشاثش كفش اػت. ثشای حل  ایي ثشداس، اػذادی حبثت ّؼتٌذ ٍ هـتمبت دس آى
( دس دػتگبُ هختلبت 19(، هختلبت دادُ ؿذُ ثب تغییش هتغیش )17هؼبدلات )

 ؿًَذ: لغجی ثیبى هی

(19)                                 

 آیٌذ: ( ثِ ؿىل صیش دس هی17ثٌبثشایي هؼبدلات )
(    )                   

           الف( -20)
 (             )  

   
 

 
   

(    )                   
            ة( -20)

 (             )    

    د( -20)
      (      )                         

ٍ یب      د(، دس هَلؼیت تؼبدل ثبیذ یىی اص ؿشٍط  -20ی ) عجك هؼبدلِ

   (      ) ٍ      ثبلاًغ وبهل ٍ ًـبًگش حبلت     ثشلشاس ثبؿذ.   

   (      ) ثِ رْت  ًبثبلاًغ اػت. تؼبدل ی ی ًمغِ دٌّذُ ًـبى   
اَّذ ؿذ. اّویت حبلت ثبلاًغ وبهل، ثشای حبلت  ایي حبلت دس اداهِ ثشسػی خ

( ثِ دػت 21(، هؼبدلات )20هؼبدلات ) دس      گزاسی ثبلاًغ وبهل، ثب ربی

 آیٌذ: هی
 

 الف( -21)
 

               
 

 
 

                 ة( -21)

 ( داسین:21اص حل هؼبدلات )
 

(22) 
         ( 

 

  
)                     

دّذ وِ دس حبلت ثبلاًغ وبهل، دٍ ػبچوِ ثِ كَست  ایي ًتیزِ ًـبى هی
    (، 22گیشد. عجك هؼبدلات ) هتمبسى ًؼجت ثِ هشوض رشم دیؼه لشاس هی

 ثشلشاس اػت، ٍرَد داسد. ⁄    فمظ دس حبلتی وِ 

 پاسخ با یک جمله از تقریب -3-1

ِ اص تمشیت، پبػخ دػت آٍسدى پبػخ ػیؼتن ثب دس ًظش گشفتي یه رول ثشای ثِ

 ؿَد: ( دس ًظش گشفتِ هی23( ثِ ؿىل هؼبدلات )12هؼبدلات )
 (   )        (     )      (     )   (  ) 

 (   )        (     )      (     )   (  ) 
  (   )          (     )       (     )   (  ) 
  (   )          (     )       (     )   (  ) 

(23) 

 رولات ضشایت دادى لشاس ّن ّبی چٌذگبًِ ٍ هؼبٍی ثب اػوبل سٍؽ همیبع

ثِ    ٍ    ، هؼبدلات دیفشاًؼیل هشثَط ثِ رولات ثب ضشایت  ّن دسرِ اص 

 آیٌذ: دػت هی ( ث25ِ( ٍ )24تشتیت هغبثك سٍاثظ )

  
             ∑,(         ̇   )       

 

   

 

         (         
    )       -          ̇   

               (    )          الف( -24)
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             ∑,(         ̇   )       

 

   

 

         (         
    )       -          ̇   

               (    )          ة( -24)

  ,(  
                 ̇           

        ̇     )        (         ̇        
     

                    ̇  )          
    -      

                                     د( -24)

  
             ∑,(         ̇   )       

 

   

 

        (        
    )       -          ̇         

       (    )              ∑,(        

 

   

 

                 )                      

    (        (     )
       

    )       - 

  الف( -25)

  
             ∑,(         ̇   )       

 

   

 

       (        
    )       -          ̇         

       (    )              ∑,(         

 

   

 

                 )                      

      (        (     )
       

    )       - 

  ة( -25)

  ,(  
                 ̇           

        ̇     )        (         ̇        
     

                    ̇  )          
    - 

                    ,         (               

            
                  

        ̇  )        

       (                     
              

           
        ̇  )       -                         

  د( -25)

(، ثشای حل ایي دػتِ اص 24ثب تَرِ ثِ ّوگي ثَدى هؼبدلات دیفشاًؼیل )

 ؿَد: ( دس ًظش گشفتِ هی26كَست ًوبیی ٍ هغبثك سٍاثظ )هؼبدلات، پبػخ ثِ 
       

                                      
     

(26)        
                                     

    

 ( داسین:24( دس )26گزاسی هؼبدلات ) ثب ربی

[
 
 
 
 
                     ̇      

      
 

         ̇                 
      

 

    
     

     
  

    
     

      
 ]

 
 
 
 

 

 
(27)             {

  
  

  

  

}  {

 
 
 
 

} 

 وِ دس آى 
  

  (     ̇)        (     )        

  
  (     ̇)        (     )        

  
  (     ̇)        (     )        

  
  (     ̇)        (     )        

  
  (      ̇  )        (      ̇  )           

(28)               

(، كفش ثَدى 27ّب دس دػتگبُ هؼبدلات )  ؿشط ٍرَد رَاة غیشثذیْی ثشای 
ی هشثَط ثِ دتشهیٌبى، ّـت  ثبؿذ. ثِ ایي تشتیت اص هؼبدلِ هبتشیغ ضشایت هی

آیذ. ؿشط لاصم ثشای پبیذاسی، هٌفی ثَدى لؼوت  دػت هی ثِ  رَاة ثشای 

ّبی هؼبدلِ هـخلِ اػت. ثِ ایي تشتیت پبػخ ولی دػتِ  حمیمی سیـِ
 ( ثِ كَست صیش خَاّذ ؿذ:24هؼبدلات )

 
   ∑   

    

 

   

                   ∑       
    

 

   

 

 

(29)     ∑       
    

 

   

           ∑       
    

 

   

          

ی  ( عجك هؼأل27ِّب هؼشف ضشایت ثِ دػت آهذُ اص دػتگبُ )   وِ دس آى 
           ثشای    ثِ اصای ربیگزاسی ّش      همذاس ٍیظُ ثب فشم 

             (، ثبیذ ضشایت هزَْل 29ّؼتٌذ. ثشای وبهل ؿذى حل )

ّب هـخق (  )  دػت آهذى  هحبػجِ ؿَد. ؿشط وبفی پبیذاسی ثؼذ اص ثِ

گشدد  ( اػتفبدُ هی25ّب اص هؼبدلات )(  )  خَاّذ ؿذ. ثشای ثِ دػت آٍسدى 
 َد:ؿ وِ پبػخ ّوگي آى ثِ كَست صیش فشم هی

 
   ∑    

    

 

   

                   ∑     
    

 

   

 

 

(30)     ∑     
    

 

   

                ∑     
    

 

   

          

ػبصی ثش حؼت  ( ٍ هشتت25( دس هؼبدلات )30( ٍ )29ثب ربیگزاسی هؼبدلات )
 ، داسین:     ضشایت ػجبسات 

 

(31) , -   {

   

   

   

   

}  * +                      

( ثب ربیگزاسی ّش وذام اص 27ی ) هبتشیغ ضشایت ساثغِ    - ,وِ دس آى 

دس عشف دٍم       ضشایت + *ّبی ثشداس  ّب اػت ٍ دسایِ            
( 32ػبصی ثِ ؿىل سٍاثظ ) ( ّؼتٌذ، وِ پغ اص ػبد25ُدػتِ هؼبدلات )

 خَاٌّذ ثَد:
 (   )    

́ (  ),  (                       )      

                            (                         )- 

  الف( -32)

 (   )    
́ (  ),  (                       )        

                          (                         )- 

  ة( -32)
 (   )    

́ (  ),   (         )               

                (         )               - 

  د( -32)

 (   )    
́ (  ),   (         )               

                (         )               - 

  د( -32)
ثشاثش كفش اػت،              ثِ اصای     - ,چَى دتشهیٌبى هبتشیغ 

، ثبیذ -            ,دػت آٍسدى پبػخ غیشكفش ثشای  ثشای ثِ
ّبی  ثِ ربی یىی اص ػتَى + *دتشهیٌبى هبتشیغ حبكل اص ربیگزاسی ثشداس 

، ّـت          ثشاثش كفش ثبؿذ. ثذیي تشتیت ثِ اصای     - ,هبتشیغ 
هحبػجِ              ّب ّـت هزَْل  آیذ وِ اص آى دػت هی هؼبدلِ ثِ

  + *ّبی ثشداس  ( توبهی دسای32ِی ) ی هزوَس، عجك ساثغِخَاّذ ؿذ. دس هؼألِ
  دس

́ ثٌبثشایي دتشهیٌبى هبتشیغ حبكل اص ربیگزاسی ایي  اًذ.  ؿذُ ضشة (  )
ثِ ؿىل ضشة یه ػذد حبثت دس     - , ّبی هبتشیغ ثشداس ثب یىی اص ػتَى
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́   خَاّذ ثَد ٍ چَى ایي دتشهیٌبى ثشاثش كفش اػت، ثٌبثشایي ثبیذ  (  )

́ (  ) 
( ٍ دس ًظش گشفتي فمظ 29ثشاثش كفش ثبؿذ. ثب اػوبل ؿشایظ اٍلیِ دس هؼبدلات )

 (، داسین:23دٍ رولِ اص هؼبدلات )

  

[
 
 
 
 
 
 
 

       
                     

                     

                     

              

                                   

                                   

                                   

 

 

 

 
(33) 

                

 
   

   

   

  

     

     

     ]
 
 
 
 
 
 
 

{
 
 
 

 
 
 
  

  

  

  

  

  

  

  }
 
 
 

 
 
 

 

{
 
 
 
 

 
 
 
 

 ( )    

 ( )    

  ( )     

  ( )     

 ̇( )
 ̇( )

  ̇( )

  ̇( ) }
 
 
 
 

 
 
 
 

 

 ؿَد. آیٌذ، ٍ دس ًْبیت حل وبهل هی ثِ دػت هی   ثِ ایي تشتیت حَاثت 

 پاسخ با دو جمله از تقریب -3-2

ی  ثِ كَست هؼبدلِ( ثب دس ًظش گشفتي دٍ رولِ اص تمشیت سا 12پبػخ هؼبدلات )
 گیشین: ( دس ًظش هی34)

 (   )        (     )      (     ) 

                    (     )   (  ) 

 (   )        (     )      (     ) 
                   (     )   (  ) 

  (   )          (     )       (     ) 
                   (     )   (  ) 

  (   )          (     )       (     ) 

(34)                    (     )   (  ) 

لحبػ ؿذُ اػت. پغ اص    (، اػتملال پبػخ اص همیبع صهبًی 34ی ) دس ساثغِ

 ّن رولات ضشایت دادى لشاس ّن ّبی چٌذگبًِ ٍ هؼبٍی اػوبل سٍؽ همیبع

هغبثك هؼبدلات    ی  دیفشاًؼیل هشثَط ثِ ضشایت رولِ ، هؼبدلات دسرِ اص 

   آیذ. ّوچٌیي هؼبدلات ثِ دػت آهذُ اص ضشایت رولات  ( ثذػت هی24)

 ثبؿذ:  ( هی36( ٍ )35ثِ تشتیت هغبثك سٍاثظ )   ٍ

  
             ∑,(         ̇   )       

 

   

 

        (        
    )       -          ̇         

       (    )     ∑,(           )       

 

   

 

(     ))       الف( -35)
       

    )       - 

  
             ∑,(         ̇   )       

 

   

 

       (        
    )       -          ̇         

       (    )     ∑,(          )       

 

   

 

(     ))       ة( -35)
       

    )       - 

  ,(  
                 ̇           

        ̇     )        (         ̇        
     

                    ̇  )          
    - 

                   ,(      
              

           
        ̇  )        (     

    

                     د( -35)
        ̇  )       -       

     

  
             ∑,(         ̇   )       

 

   

 

        (        
    )       -          ̇         

       (    )              ∑,(        

 

   

 

                   ̇                  

          (     )
 )        (                    

            
          

             )       - 

                      الف( -36)

  
             ∑,(         ̇   )       

 

   

 

       (        
    )       -          ̇         

       (    )              ∑,(         

 

   

 

                  ̇                  

          (     )
 )        (                    

            
          

             )       - 

                      ة( -36)

  ,(  
                 ̇           

        ̇     )        (         ̇        
     

                    ̇  )          
    - 

                    ,         (               

            
         

                        

           
        

        ̇       ̇   

        ̇                   )        (     
    

            
                            

    

           
        ̇       ̇                  

        ̇                   )       -                

               د( -36)

ؿَد ٍ پبػخ  ( فشم هی26(، ثِ كَست سٍاثظ )24ؿىل ولی پبػخ هؼبدلات )
آیذ.  ثِ دػت هی (29ثِ كَست هؼبدلات )  ی  هؼبدلات هشثَط ثِ ضشایت رولِ

ثب ایي تفبٍت وِ دس ایي هؼبدلات ثب دس ًظش گشفتي دٍ رولِ اص تمشیت، ضشایت 
دػت آهذُ اص ضشایت  ثبؿٌذ. عجك هؼبدلات ثِ هی   تبثؼی اص همیبع صهبًی    

ّب اص همیبع صهبًی   سًٍذی هـبثِ ثخؾ لجل، اػتملال  ٍ هغبثك   ی  رولِ
 ؿَد. ًیض احجبت هی    

ثشای تمشیت دٍم ثبیذ پبػخ لؼوت خلَكی هؼبدلات هشثَط ثِ ضشایت 
ة ّش ( حبكل ضش35ًیض هحبػجِ ؿَد. عشف دٍم دػتِ هؼبدلات )   ی  رولِ

اػت.    ّب ًؼجت ثِ  ٍ هـتمبت آى    ٍ     ،   ،   یه اص رولات 
(، پبػخ 29ثٌبثشایي ثشای دس ًظش گشفتي توبهی حبلات ثب تَرِ ثِ هؼبدلات )

 ؿَد:  كَست صیش فشم هی ( ث35ِخلَكی هؼبدلات )
 

   ∑    
     

 

   

 ∑ ∑     
(     )  

 

     

 

   

 

 
   ∑   

     

 

   

 ∑ ∑     
(     )  

 

     

 

   

 

 
    ∑   

       

 

   

 ∑ ∑    
  (     )  

 

     

 

   

 

 

(37)     ∑   
       

 

   

 ∑ ∑    
  (     )  
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( ٍ هشتت وشدى عشفیي سٍاثظ 35ثب ربیگزاسی ایي هؼبدلات دس هؼبدلات )
(، ّش وذام 29ّبی یىؼبى ٍ ثب اػتفبدُ اص سٍاثظ ) ًوبیی ثب تَاىثشحؼت ػجبسات 

آیٌذ. ثٌبثشایي پبػخ ًْبیی  دػت هی ّب ثِ  اص ضشایت ثِ كَست تبثؼی اص 

 ( خَاّذ ؿذ:38ی ) ّب ثِ كَست ساثغِ  ثشحؼت 

                (  ) 

                (  ) 

                    (  ) 

(38)                    (  ) 

                ، تٌْب تبثؼی اص ضشایت -      ,وِ دس آى 
( ثب اػوبل ؿشایظ اٍلیِ وِ 38ّب دس سٍاثظ )  ّؼتٌذ. ثشای تىویل حل ضشایت 

 ؿًَذ.   ( ّؼتٌذ، هحبػجِ هی39ی غیشخغی ثِ كَست سٍاثظ ) ّـت هؼبدلِ

 ( )      ∑   

 

   

   (∑  

 

   

 ∑ ∑    

 

     

 

   

) 

 ( )      ∑     

 

   

   (∑   

 

   

 ∑ ∑    

 

     

 

   

) 

  ( )       ∑     

 

   

   (∑   
 

 

   

 ∑ ∑    
 

 

     

 

   

) 

  ( )       ∑      

 

   

   (∑  
 

 

   

 ∑ ∑    
 

 

     

 

   

) 

 ̇( )    ∑     

 

   

 

               (∑      

 

   

 ∑ ∑ (     )   

 

     

 

   

) 

 ̇( )    ∑        

 

   

 

               (∑      

 

   

 ∑ ∑ (     )   

 

     

 

   

) 

  ̇( )    ∑        

 

   

 

               (∑      
 

 

   

 ∑ ∑ (     )   
 

 

     

 

   

) 

  ̇( )    ∑        

 

   

 

               (∑      
 

 

   

 ∑ ∑ (     )   
 

 

     

 

   

) 

(39)  

اَثت  ی غیشخغی فَق ٍ ثِ ثب حل ّـت هؼبدلِ اص ایي    دػت آٍسدى ح

 ؿَد. هؼبدلات، پبػخ ثب دٍ رولِ اص تمشیت وبهل هی

 بررسی پایذاری با روش اول لیاپانوف -4
اػتفبدُ اص سٍؽ اٍل لیبپبًَف، اص پبساهتشّبی ثشای ثشسػی پبیذاسی ػیؼتن ثب 

 ّبی هَلؼیت تؼییي ثشای ؿَد. ( اػتفبدُ هی11ی ) ثؼذ تؼشیف ؿذُ دس ساثغِ ثی

 ( ثیبى40ساثغِ ) كَست ثِ حبلت فضبی ( دس12حشوت ) هؼبدلات تؼبدل،

 ؿًَذ: هی

(40)  ( ⃗) ⃗̇   ⃗( ⃗) 
 ٍ حبلت ثؼذ اػت. ثشداس هؼشف هـتك ًؼجت ثِ صهبى ثی «ًمغِ»  آى دس وِ

 ثبؿذ: ( هی42( ٍ )41سٍاثظ ) هغبثك تشتیت ػیؼتن ثِ تحشیه ثشداس

(41)  ⃗  [           ̇  ̇   ̇    ̇]
 
 

(42)  ⃗  [         
    

   ̇    ̇     
̇     

̇ ]
 
 

 هؼبدلات دٍم هشتجِ هـتمبت ضشایت ( ثیبًگش40ی ) دس ساثغِ  ٍ هبتشیغ 

 ؿَد: ( تؼشیف هی43ی ) حشوت اػت وِ هغبثك ساثغِ
 

(43)   [
  
    

] 

ثِ    اػت ٍ هبتشیغ     ی  هبتشیغ هشثؼی ٍاحذ اص هشتجِ  ،  دس ایي ساثغِ

 ؿَد: ( ثیبى هی44ی ) كَست ساثغِ

   [

                  

                

                  
                  

] 

(44)  

هؼبدلِ دیفشاًؼیل      ثِ ایي تشتیت ثب ثیبى هؼبدلات دس فضبی حبلت، 

̇⃗ ؿَد. ثب دس ًظش گشفتي  هشتجِ اٍل حبكل هی ّبی تؼبدل ثِ  ، ٍضؼیت  

 ثبؿذ: ( هی45كَست ساثغِ )

(45)  ⃗(  ⃗⃗⃗⃗⃗)    

ثِ  ⃗⃗⃗⃗⃗  ًـبًگش ثشداس تؼبدل ػیؼتن اػت. ثب دس ًظش گشفتي ثشداس ⃗⃗⃗⃗⃗  وِ دس آى 

 ؿًَذ. ( ثیبى هی17ی ) (، هؼبدلات تؼبدل ثِ كَست ساثغ46ِكَست سٍاثظ )

(46)   ⃗⃗⃗⃗⃗  ,             - 

( ثؼذ اص تجذیل ثِ دػتگبُ هختلبت لغجی ٍ ثشای 17حل دػتگبُ هؼبدلات )

 اػت. ثشای  ( ثِ دػت آهذ22ٍُ )( 21حبلت ثبلاًغ وبهل، لجلاً دس سٍاثظ )

ثِ  اغتـبؿی ّبی هختلِ اص تؼبدل، ًمبط حَل ػیؼتن وَچه ثشسػی اًحشاف

 ؿَد: ( اػتفبدُ هی47كَست ساثغِ )

(47)  ⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗⃗ 

⃗⃗  ًمغِ تؼبدل ػیؼتن اػت ٍ ثشداس   ⃗⃗⃗⃗⃗  وِ دس آى  ثِ كَست صیش تؼشیف  ⃗⃗⃗

 ؿَد: هی

(48)   ⃗⃗ ⃗⃗⃗  [                ̇   ̇    ̇     ̇]
 
 

تغییشات ثؼیبس  ̇   ٍ  ̇   ، ̇  ، ̇  ،    ،    ،   ،   ّبی هؤلفِ دس ٍالغ

اًذ.  ایزبد ؿذُ ̇  ٍ  ̇  ، ̇  ،̇  ،  ،   ،   ، وَچىی ّؼتٌذ وِ ثِ تشتیت دس

(، هؼبدلات حشوت دس فضبی حبلت ثِ 48( ٍ )47پغ ثب دس ًظش گشفتي سٍاثظ )

 آیذ: دػت هیِ ( ث49كَست ساثغِ )
(49)  (  ⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗⃗)  ̇⃗⃗ ⃗⃗⃗   ⃗(  ⃗⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗⃗)   ⃗(  ⃗⃗⃗⃗⃗) 

ًظش وشدى اص رولات ثب هشتجِ دٍم  ( ٍ كشف49ػبصی ٍ ثؼظ دادى ساثغِ ) ػبدُ

⃗⃗  ٍ ثبلاتش  ؿَد: ( هٌزش هی50ی ) ، ثِ ساثغِ ⃗⃗⃗

(50)  (  ⃗⃗⃗⃗⃗)  ̇⃗⃗ ⃗⃗⃗   (  ⃗⃗⃗⃗⃗)  ⃗⃗ ⃗⃗⃗ 

اػت وِ ثِ كَست ساثغِ      هبتشیغ هشثؼی اص هشتجِ   (، 50دس ساثغِ )

 ؿَد: ( تؼشیف هی51)
 

(51)   [
  

       
] 

 ( ثشاثش ّؼتٌذ ثب:53( ٍ )52عجك سٍاثظ )   ٍ    ّبی  ٍ هبتشیغ

 

   

[
 
 
 
 
        

       

   
       

   

   
       

   

 

 
 

(52) 

   
      

   

    
       

   

   
 (         )  

    
 (         )]
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(53)    [

                   
                  

                 
                 

] 

اػتفبدُ  ؿذُ                       ی اخیش اص اختلبسات  دس دٍ ساثغِ

 اػت.
ًظش گشفتِ  ( دس54كَست ساثغِ ) ػیؼتن، پبػخ ثِ هٌظَس ثشسػی پبیذاسی ثِ

 ؿَد: هی

(54)   ⃗⃗ ⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗     

⃗⃗⃗⃗  همذاس ٍیظُ ٍ    ⃗⃗ تَاى ثِ  ثشداس ٍیظُ هتٌبظش اػت. ثشداسّبی ٍیظُ سا هی  
 ( دس ًظش گشفت:55كَست ساثغِ )

 

(55)   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  [                ̂   ̂   ̂    ̂ ]
 
 

 آیذ: ( ثِ دػت هی56ی ساثغِ ) هؼبدلات حبون ثِ كَست هؼألِ همذاس ٍیظُ

(56) (    )  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    

ثشای ثِ دػت آٍسى رَاة غیشثذیْی ثبیذ دتشهیٌبى هبتشیغ ضشایت ثشاثش كفش 

 ؿَد:
(57)    (    )    

داسای لؼوت حمیمی هٌفی    ّبی حبكل ثشای ی فَق اگش رَاة اص ساثغِ

 ثبؿٌذ، ػیؼتن ثِ كَست هزبًجی پبیذاس اػت.  

 نتایج -5
ٍ دٍ   فشم یه رولِّبی لجل، پبػخ ػیؼتن ثب  ثب تَرِ ثِ هجبحج ثخؾ

ّبی   دػت آهذ. سٍؽ ّبی چٌذگبًِ ثِ رولِ اص تمشیت دس سٍؽ همیبع

دٌّذ،  وِ حزن هحبػجبت ٍ ػولیبت سا افضایؾ هی تحلیلی دس ػیي حبل ًیوِ
اَف ٍ تأحیش پبساهتشّبی ػیؼتن ثش پبػخ  ایي اهىبى سا فشاّن هی ػبصًذ وِ خ

ّبی  ّب ثش سٍؽ ایي ایي سٍؽصهبًی یب فشوبًؼی آى لبثل هغبلؼِ ثبؿذ. ثٌبثش

ی هزوَس تب ثِ حبل ثب آى حل ؿذُ اػت، تشریح دادُ  ػذدی وِ هؼألِ

سفتبس  ثشسػی ّوچٌیي تحلیل ٍ دسػتی ؿَد. دس ایي ثخؾ ثِ هٌظَس تأییذ هی
سٍؽ  ٍػیلِ ثِ حشوت غیشخغی هؼبدلات صهبًی ّبی پبػخ دیٌبهیىی ػیؼتن،

 "2ؿىل "خشاد ؿذُ اػت. وَتب اػت -ّبی چٌذگبًِ ٍ سٍؽ ساًگ همیبع

،        اصای پبساهتشّبی  پبػخ صهبًی هشوض ٌّذػی دیؼه سا ثِ  ی هَلفِ

ζ  ثشای حل    دّذ. ؿشط اٍلیِ ًـبى هی       ٍ    ،       ،     

 

 
Fig. 2  Vibration response of the rotor with ABB for        , 
ζ     ,       ,     and          

 ای ثِ اصای پبساهتشّبی پبػخ صهبًی سٍتَس هزْض ثِ ثبلاًؼش اتَهبتیه ػبچوِ 2شکل 

        ،ζ      ،       ،     ٍ       
 ( فشم ؿذُ اػت:58) ی كَست ساثغِ ایي هؼبدلات ثِ

  ( )         ( )          ( )  
 

 
      ( )  

  

 
 

(58)  ̇( )         ̇( )          ̇( )          ̇( )       

ّبی چٌذگبًِ ثب  ی آى دس سٍؽ همیبع ی دلت حل ٍ همبیؼِ ثشای هـبّذُ

 ی صهبًی وَچىتش ًیض سػن ؿذُ اػت.  وَتب، پبػخ ثِ اصای ثبصُ -سٍؽ ساًگ
دػت آهذُ اص سٍؽ ِ ؿَد، پبػخ ث هـبّذُ هی "2  ؿىل"عَس وِ دس  ّوبى

ّبی چٌذگبًِ ثب ٍرَد دٍ رولِ اص تمشیت ثؼیبس ثِ پبػخ ثِ دػت آهذُ  همیبع

پبػخ    ی ثِ تشتیت هَلفِ "4ٍ  3ّبی  ؿىل"اص سٍؽ ساًگ وَتب ًضدیه اػت. 

ای ّش دٍ ػبچوِ سا ثِ اصای  صهبًی هشوض ٌّذػی دیؼه ٍ هَلؼیت صاٍیِ
 دّذ. پبساهتشّبی روش ؿذُ ًـبى هی

ّبی چٌذگبًِ ثب دس ًظش گشفتي دٍ رولِ اص تمشیت دس  همیبع دلت سٍؽ

ؿَد. ّوگشایی پبػخ ثِ كفش دس  ًیض هـبّذُ هی "4ٍ  3ّبی  ؿىل"

دّذ وِ ثِ اصای پبساهتشّبی روش ؿذُ، ثبلاًؼش  ًـبى هی "3ٍ  2ّبی  ؿىل"
ای وبهلاً لبدس ثِ ثبلاًغ ػیؼتن اػت ٍ ٍضؼیت تؼبدل  اتَهبتیه ػبچوِ

 ثبؿذ.  پبیذاس هی ثبلاًغ وبهل،

ثشای ًـبى دادى تأحیش ضشیت هیشایی لضد دس سفتبس  "6ٍ  5ّبی  ؿىل"دس 

ζ،        ػیؼتن، پبػخ ثِ اصای پبساهتشّبی       ،        ٍ    

 
Fig. 3  Vibration response of the rotor with ABB for        , 
ζ     ,       ,     and        

 ای ثِ اصای پبساهتشّبی صهبًی سٍتَس هزْض ثِ ثبلاًؼش اتَهبتیه ػبچوِ پبػخ 3شکل 
        ،ζ      ،       ،     ٍ       
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(a)                                             

 
(b)                                             

Fig. 4  Balls positions of (a)    and (b)    for        , ζ     , 

      ,     and        

    ثِ اصای پبساهتشّبی (b)   ٍ  (a)    ّب ای ػبچوِ هَلؼیت صاٍیِ 4شکل 

     ،ζ      ،       ،     ٍ       

عَس وِ  سػن ؿذُ اػت. ّوبى     ٍ      ،       ثِ تشتیت ثشای 
ؿَد، ثب افضایؾ حبثت هیشایی لضد تب یه همذاس  دس ایي دٍ ؿىل هـبّذُ هی

یبثذ ٍ ػیؼتن دس صهبى ووتشی ثبلاًغ  ثْیٌِ، سفتبس ًَػبًی ػیؼتن وبّؾ هی

[، صهبى ثیـتشی ثشای 15] ؿَد اهب ثب افضایؾ ایي ضشیت عجك ًتبیذ هشرغ هی
 ثبلاًغ ػیؼتن لاصم اػت.

 

 
(a)                                                

 

(b)                                                

 
(c)                                                

Fig. 5 The system vibration responses with        , ζ     , 
       and     for (a)       , (b)     and (c)      

ζ،         پبػخ صهبًی ػیؼتن ثِ اصای 5شکل  ثِ      ٍ       ،     

      (c)ٍ       (b)،        (a)تشتیت ثشای 

ایوي  ػولىشد اص ثشای اعویٌبى پبیذاسی ّبی هحذٍدُ وشدى هـخق
ی پبیذاسی اص سٍؽ  ثشای ثشسػی هحذٍدُ .ای داسد الؼبدُ فَق اّویت دػتگبُ

 ( لحبػ گشدد. پبیذاسی29ی ) ّبی چٌذگبًِ، ثبیذ پبیذاسی پبػخ ساثغِ همیبع

 ٍاثؼتِ اػت. عجك             ٍ              ایي پبػخ ثِ همبدیش 

 
(a)                                                

 
(b)                                                
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(c)                                                

Fig 6 Balls positions with         , ζ     ,        and     
for (a)       , (b)     and (c)      

ζ،        ّب ثِ اصای ای ػبچوِ هَلؼیت صاٍیِ 6شکل       ،        ٍ 

      (c)ٍ      (b)،        (a)ثِ تشتیت ثشای     

ّبی صهبًی ٍاثؼتِ ًجَدُ ٍ حبثتٌذ وِ اص  ّب ثِ همیبع  ّبی اخیش، همبدیش  ثحج

آیٌذ، ثٌبثشایي ؿشط پبیذاسی ایي اػت وِ لؼوت  دػت هیؿشایظ اٍلیِ ثِ
 "7  ؿىل"ّب هٌفی ثبؿذ. دس   دػت آهذُ ثشای  ّبی ثِ حمیمی سیـِ

ّبی چٌذگبًِ ٍ  پبیذاسی ثبلاًؼش هتذاٍل ثب اػتفبدُ اص سٍؽ همیبع ی  هحذٍدُ

تشتیت ثشای  ثِ        ٍ        سٍؽ اٍل لیبپبًَف ثِ اصای پبساهتشّبی
ζ        ٍζ  ًـبى دادُ ؿذُ اػت.      

ی پبیذاسی اص ّش دٍ سٍؽ   گًَِ وِ اص ًتبیذ هـخق اػت هحذٍدُ ّوبى

دّذ وِ افضایؾ تؼذاد رولات دس  وبهلاً یىؼبى اػت. ایي ًتبیذ ًـبى هی

ی پبیذاسی ًذاسد چشا وِ ًتبیذ فمظ ثب دس ًظش  تمشیت تأحیشی دس هحذٍدُ
 اًذ.   گشفتي یه رولِ اص تمشیت ثِ دػت آهذُ

 گیری نتیجه -6
یٌبهیىی سٍتَس هزْض ثِ اتَثبلاًؼش ػبچوْبی دس تحمیمبت پیـیي غبلجبً سفتبس د

ّبی  ّبی ػذدی هَسد هغبلؼِ لشاس گشفتِ اػت. دس سٍؽ ثب اػتفبدُ اص سٍؽ

ی پبػخ ثِ اصای پبساهتشّبی هـخق، ثشای  ػذدی ثب ٍرَد ساحتی دس هحبػجِ

اٍل ثِ اصای  ی تأحیش ّش پبساهتش ثش سفتبس ػیؼتن ثبیذ پبػخ ػیؼتن اص هـبّذُ
تحلیلی ٍرَد  ّبی ًیوِ دػت آیذ. اهب ایي هـىل دس سٍؽ پبساهتشّبی رذیذ ثِ

ی تأحیش پبساهتشّبی هختلف دس پبػخ ٍ پبیذاسی ػیؼتن ثِ  ًذاسد ٍ هغبلؼِ

سغن افضایؾ حزن  ؿَد وِ ػلی پزیش اػت. ایي هضایب ثبػج هی ساحتی اهىبى

ذدی تشریح دادُ ؿًَذ. دس ّبی ػ ّبی ًیوِ تحلیلی ثش سٍؽ هحبػجبت، سٍؽ
ای ثب  ی حبضش پبػخ سٍتَس ًبثبلاًغ هزْض ثِ ثبلاًؼش اتَهبتیه ػبچوِ همبلِ

ّبی چٌذگبًِ اػتخشاد ٍ پبیذاسی آى هَسد ثشسػی لشاس گشفت. ثِ  سٍؽ همیبع

ایي هٌظَس اثتذا هؼبدلات غیشخغی حبون ثش دیٌبهیه ػیؼتن ثب اػتفبدُ اص 

پغ ثشای اٍلیي ثبس ثب اػتفبدُ اص سٍؽ هؼبدلات لاگشاًظ اػتخشاد ٍ ػ
ّبی چٌذگبًِ ٍ ثب دس ًظش گشفتي یه رولِ ٍ دٍ رولِ تمشیت پبػخ  همیبع

دػت آهذُ اص سٍؽ  ػٌزی ًتبیذ، پبػخ ثِ دػت آهذ. ثشای كحِ ػیؼتن ثِ

وَتب ًیض همبیؼِ ؿذ. ًتبیذ حبوی  -ّبی چٌذگبًِ ثب سٍؽ ػذدی ساًگ همیبع

تش ٍ ّن دس  ّبی وَتبُ ی چٌذگبًِ ّن دس صهبىّب اص دلت ثبلای سٍؽ همیبع
 ثبؿذ.   ّبی عَلاًی هی صهبى

 
(a)                                                 

 
(b)                                                 

Fig 7 Stable region for a rotor equipped with ABB using the multiple 

scales method and the first method of Lyapanov: variation of    versus 

  for       ,        for (a) ζ       and (b) ζ      

ّبی  هحذٍدُ پبیذاسی سٍتَس هزْض ثِ ثبلاًؼش ثب اػتفبدُ اص سٍؽ همیبع 7شکل 

ف: تغییشات         ،       اصایثِ   همبثل دس   چٌذگبًِ ٍ سٍؽ اٍل لیبپبًَ

ζ (a)ثشای        ٍ (b) ζ      

ٍ    ّوچٌیي ضوي اػتخشاد پبػخ ػیؼتن، اػتملال پبػخ اص همیبع صهبًی  

ًیض احجبت گشدیذ ٍ ثِ ایي تشتیت دس ایي همبلِ ثشسػی پبیذاسی سٍتَس هزْض    

ای تٌْب ثب اػتفبدُ اص سٍؽ هزوَس ٍ ثذٍى ووه گشفتي اص  ثِ اتَثبلاًؼش ػبچوِ

ػٌزی ًتبیذ ثِ دػت آهذُ،  ػبیش هؼیبسّبی پبیذاسی اًزبم ؿذ. ثشای كحِ
یض تؼییي گشدیذ. ًتبیذ دٍ ی پبیذاسی ثب اػتفبدُ اص سٍؽ اٍل لیبپبًَف ً هحذٍدُ

ّب ٍرَد ًذاسد.  گًَِ تفبٍتی ثیي آى سٍؽ وبهلاً ثش ّن هٌغجك ثَدُ ٍ ّیچ

ثٌبثشایي روش ایي ًىتِ ضشٍسی اػت وِ ثب تَرِ ثِ یىؼبى ثَدى ًتبیذ، تؼییي 

ی حبضش ًؼجت ثِ تئَسی  ّبی پبیذاسی ثب سٍؽ اسائِ ؿذُ دس همبلِ هحذٍدُ
ٍ یب سٍؽ ساٍث ثب اًزبم هحبػجبت ووتشی اٍل لیبپبًَف   فلَوَئت، سٍؽ

پزیش اػت وِ رٌجِِ دیگشی اص ًَآٍسی تحمیك حبضش اػت. ّوچٌیي دس  اهىبى

همبلِ حبضش تأحیش حبثت هیشایی لضد ثش پبػخ ػیؼتن ًیض هَسد ثشسػی لشاس 

بًگش وبّؾ سفتبس ًَػبًی ػیؼتن ٍ صهبى ثبلاًغ ثب افضایؾ  گشفت. ًتبیذ ًـ
 ثبؿذ. یه همذاس ثْیٌِ هیحبثت هیشایی لضد تب 

 فهرست علایم  -7
 هشوض ٌّذػی  
 حبثت هیشایی ٍیؼىَص هبیغ لضد   
 هیضاى خشٍد اص هشوض دیؼه ̅ 
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 ثؼذ خشٍد اص هشوض ثی  
 تبثغ اتلاف سیلی  
 هشوض رشم دیؼه  
 هوبى ایٌشػی دیؼه حَل هشوض رشم  
 ػفتی هؼبدل سٍتَس  
 رشم ول  

  ػبچوِرشم    
 رشم دیؼه   

 تؼذاد ػبچوِ  
 ؿؼبع دیؼه ؿیبسداس  
 اًشطی رٌجـی  
 صهبى  
 اًشطی پتبًؼیل  
 ػشػت هشوض ٌّذػی  ⃗ 
 ػشػت هشوض رشم  ⃗ 

 ⃗  
 اهیي ػبچوِ ػشػت  

 ثؼذ هشوض ٌّذػی ربیی ثی ی ربثِ هؤلفِ  
 ثؼذ هشوض ٌّذػی ربیی ثی ی ربثِ هؤلفِ  

 علایم یونانی
 ثؼذ ثبلاًؼش ًؼجت هیشایی ثی  
 پبساهتش غیشخغی  
 ثؼذ ػیؼتن ثیبًگش ًؼجت هیشایی ثی  
ًؼجت ًبثبلاًؼی ایزبد ؿذُ تَػظ یه ػبچوِ ثِ   

 ًبثبلاًؼی دیؼه
 همذاس ٍیظُ  

 ًؼجت رشهی   
 ثؼذ صهبى ثی  

 ام ی  ای ػبچوِ هَلؼیت تؼبدل صاٍیِ    
 ام ی  هَلؼیت ػبچوِ   
 ثؼذ ای ثی ػشػت صاٍیِ  
 ای ػشػت صاٍیِ ̅ 
 ای ؿتبة صاٍیِ ̅̇ 

 فشوبًغ عجیؼی ػیؼتن ثذٍى اتَثبلاًؼش   
 ثؼذ ای ثی ؿتبة صاٍیِ ̇ 
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