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باشد. اي هدفمند داراي لایه پیزوالکتریک میپژوهش استفاده از الگوریتم رقابت استعماري براي تعیین حالت بهینه پوسته استوانهایناصلیهدف
اند. پوسته مورد بحث دربردارنده سیال داخلی بوده و در عین حال گرفته شدهسازي شامل درصد حجمی مواد درنظر پارامترهاي طراحی این بهینه

بندي مسئله، معادلات حاصل از تئوري مرتبه اول برشی و ماکسول ترکیب شده تا منظور فرمولتحت بار متحرك شعاعی خارجی قرار دارد. به
هاي دینامیکی تعیین شوند. در ادامه با استفاده از روابط جاییمقادیر جابهعددي -ها با استفاده از روش تحلیلیروابط حاکم استخراج و با حل آن

علت وجود بار متحرك ضروري است دست آمده است. تحلیل دینامیکی بهکرنش، توزیع تنش دینامیکی در پوسته به- جایی و تنشجابه-کرنش
منظور اعتبارسنجی تحلیل دینامیکی، از نتایج تجربی و تحلیلی موجود اند. بهچراکه پاسخ دینامیکی و ناپایا در مقایسه با مقادیر استاتیک قابل توجه

سازي رقابت استعماري ي کامپیوتري تدوین شده است که روش تحلیل دینامیکی را با الگوریتم بهینهدر ادبیات فن استفاده شده است. یک برنامه
جاي ي روش پیشنهادي، استفاده از نقاط کنترلی در راستاي ضخامت پوسته بهعمدهي طراحی را ارائه کند. مزیت مرتبط ساخته تا مقادیر بهینه

باشد. در بین این نقاط، درصد حجمی مواد کنند میسازي اعمال میهایی را از نظر بهینهفرض براي درصد حجمی مواد که محدودیتتوابع پیش
سازي با استفاده از الگوریتم رقابت استعماري انجام گرفته است. نتایج ست. بهینهبینی شده ایابی با توابع هرمیت پیشبا استفاده از روش میان

تر آن در تعیین ساختار بهینه است.پذیري و همگرایی آساندهد و مزیت این روش انعطافسازي کارایی روش پیشنهادي را نشان میبهینه
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	 The main objective of this research is to employ Imperialist Competitive Algorithm (ICA) to determine
the optimum condition for an FG cylindrical shell with outer piezoelectric layer. Design parameter in
this problem is volume fraction of the material. The shell is subjected to outer radial moving load and
internal pressurized fluid. To formulate the problem, First Order Shear Deformation theory and
Maxwell’s equation have been combined to develop governing equations and by solving these equations
using analytical-numerical methods, the dynamic deformation has been obtained. Then, by adopting
displacement-strain and stress-strain relationships, distribution of the dynamic stresses within the shell
has been calculated. Due to the moving of the external load, the use of dynamic analysis is necessary so
that the dynamic and transient response is significant compared with the static one. To validate the
dynamic analysis the results are compared with those provided in the literature based on other solution
methods or experimental measurements. Finally, a computer code has been developed to link the
dynamic solution method with the optimization algorithm based on ICA to obtain the optimum values
of the design parameters. The major advantage of this method is the use of  control points along the
thickness to define volume fraction rather than using predefined functions which usually impose
unnecessary restrictions. The volume fraction between these control points is obtained by Hermite
interpolation method. The results show the efficiency of the method and its major strength which is the
flexibility and higher convergence rate to determine the optimum configuration.
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مقدمه1-
ها ار آناي هستند که ساختهاي غیرهمگن پیشرفتهمواد هدفمند، کامپوزیت

کند تا خصوصیات مطلوب ماده را ارائه کنند. صورت میکروسکوپی تغییر میبه

هاي مطلوب در قطعات هدفمند با تغییر درصد حجمی توانایی ایجاد ویژگی
مواد باعث شده است که بتوان با استفاده از این مواد، قطعاتی کوچکتر، 

اد در ژاپن و براي تولید سبکتر و چند منظوره تولید کرد. نخستین بار این مو
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[عایق ] مطرح شدند. امروزه، کاربرد این 1هاي حرارتی در تجهیزات فضایی 
ي نازك فتوولتائیک در صنایع هاي با لایهمواد رو به گسترش است؛ سلول

هاي حرارتی و مواردي از این ]، سپرها و عایق2اپتیک، لنزها، مولدهاي لیزر [
ربرد مواد هدفمند هستند. همچنین این مواد هاي بالقوه کادست جزء زمینه

] نیز کاربرد 3ها [هاي مخازن رآکتورها و توربیندر ساخت صفحات و پوسته
هاي هوشمند، دستیابی به خواص مطلوب در کنار زیادي دارند. با ایجاد سازه

افزایش کارایی با حذف یا کاهش اثرات ناخواسته میسر شده و این امر موجب 
هاي ي اثرات استفاده از مواد هوشمند و لایهل به مطالعهافزایش تمای

پیزوالکتریک به عنوان سنسور یا عملگر شده است. این مواد ممکن است 
هاي هاي کنترل تنشکاربردهاي متنوعی همچون پایش سلامت سازه، سامانه

منظور افزایش عملکرد و حرارتی و مکانیکی و کنترل ارتعاشات فعال را به
هاي داراي این مواد در برابر بارهاي ها داشته باشند. غالباَ سازهآنطول عمر

هاي علت تغییر نیرو در زمان و مکان، خیز و تنشکه بهمتحرك قرار دارند
درهوشمندهايسازهکنند. بدین جهت بررسی رفتاردینامیکی نیز ایجاد می

]؛ همچنین باید توجه داشت 8-4اهمیت دوچندانی دارد [بارهاگونهاینمعرض
ها تحت فشار سیال داخلی قرار دارند. ها، پوستهکه در بیشتر کاربري

توان دریافت که استفاده از ساختارهاي هدفمند نیازمند طراحی سهولت میبه
بهینه است چرا که در غیر این صورت ممکن است نقض غرض شود. تمایل به 

هاي ق محققان به استفاده از الگوریتمهاي بهینه موجب تشویدستیابی به طرح
ها شده است. سازي در طراحی این سازهبهینه

هاي اخیر مطالعات زیادي بر روي مواد هدفمند انجام پذیرفته در سال
] به تحلیل الاستیک 9بیگلو و چن [میلادي علی2010است. از جمله در سال 

اند. آنها با ریک پرداختههاي پیزوالکتاي هدفمند با لایهیک پوسته استوانه
هاي فوریه در راستاي طولی و محیطی پاسخ معادله استفاده از بسط سري

دست آورده و تاثیر توزیع گرادیان مواد، اعمال ولتاژ و نسبت حرکت را به
پوسته هدفمند مطالعه استاتیکیرفتاررويراشعاع بر ضخامت پوسته

اي هدفمند با رفتار پوسته استوانه]8اند. در همین سال شنگ و وانگ [نموده
هاي پیزو الکتریک به عنوان سنسور و عملگر را تحت شوك حرارتی و بار لایه

اند. آنها بر اساس تئوري مرتبه اول برشی به تحلیل متحرك بررسی نموده
میلادي اکبري الشتري و 2011اند. در سال پاسخ دینامیکی سازه پرداخته

اي مکانیکی یک پوسته استوانه-عدي حرارتیب] به حل سه10خرسند [
هدفمند با لایه پیزوالکتریک و با استفاده از روش کوادراتور دیفرانسیلی 

اند. آنها با فرض یک توزیع توانی براي گرادیان مواد در راستاي پرداخته
دست آورده و تاثیر ضخامت، نتایج عددي را با شرایط مرزي متفاوت به

والکتریک و تغییر توزیع گرادیان مواد و نسبت ضخامت هاي پیزضخامت لایه
میلادي جعفري و 2014اند. در سال به شعاع پوسته را روي نتایج نشان داده

اي هدفمند با لایه ] ارتعاشات غیرخطی پوسته استوانه11همکارانش [
اند. آنها بر اساس تئوري غیرخطی دانل پیزوالکتریک را مورد بررسی قرار داده

اند. در ادامه دست آوردهتحلیلی پاسخ دینامیکی سیستم را بهروش شبهو به
اي تاثیر نیروهاي القایی و ولتاژ اعمالی بر روي رفتار ارتعاشی سیلندر استوانه

هدفمند بررسی شده است. 
با این وجود، مطالعات کمتري درمورد طراحی بهینه توزیع مواد هدفمند 

هاي مختلف پیزوالکتریک انجام ي داراي لایههاهاي هوشمند و سازهدر سازه
ها، سازي این سازهگرفته است. از میان تحقیقات انجام شده در زمینه بهینه

هاي حرارتی داشته و برخی دیگر در ها سعی در کاهش تنشبیشتر پژوهش
میلادي، 2002اند. در سال هاي مکانیکی انجام گرفتهسازي تنشزمینه کمینه

] سازي کسر حجمی مواد هدفمند در پوشش حرارتی به بهینه]12چو و ها 

Ni-Al2O3هاي حرارتی حالت پایا با استفاده از سازي تنشمنظور کمینهبه
اند. در سازي تابع جریمه داخلی و روش انتخاب طلایی پرداختهتکنیک بهینه

[2005سال  بهینه در یک هاي طبیعی ] فرکانس13میلادي کیان و باترا 
اند. ایشان با استفاده از صفحه هدفمند با گرادیان دوسویه را تعیین نموده

الگوریتم ژنتیک به طراحی بهینه توزیع گرادیان مواد با هدف کمینه نمودن 
میلادي، گوپی 2006اند. در سال فرکانس طبیعی اول و یا دوم سازه پرداخته

] روش المان آزاد گالرکین را در طراحی بهینه رفتار ] کاربرد 14و ول 
اند. آنها پس از تعیین کسر ترموالاستیسیک ماده هدفمند بررسی کرده

یابی حجمی سرامیک در تعدادي از نقاط، توزیع مواد را با استفاده از میان
سازي وزن سازه و تنش تعیین و سپس به کمک الگوریتم ژنتیک به کمینه

] به بررسی توزیع 15االله [میلادي نعمت2009اند. در سال حرارتی پرداخته
سازي تنش هاي حرارتی پرداخته است. لازم به گرادیان بهینه با هدف کمینه

ذکر است در تحقیق وي، کسر حجمی مواد با استفاده از قانون توانی تعیین 
[2014شده است. در سال  سازي ] به بهینه16میلادي، اشجاري و خوشروان 

اند. ایشان براي جایی پرداختههاي تنش و جابهزن ورق هدفمند با وجود قیدو
سازي را با استفاده از سازي از نقاط کنترلی استفاده کرده و بهینهبهینه

] 17اند. در همین سال طاهري و همکارانش [الگوریتم تجمع ذرات انجام داده
ستفاده از روش حل سازي توزیع مواد در یک ورق هدفمند و با ابه بهینه

اند.گیري از نقاط کنترلی پرداختهایزوژئومتریک و بهره
ي اي هدفمند با لایهدر پژوهش حاضر، ساختار بهینه یک پوسته استوانه

دست آمده است. این پوسته پیزوالکتریک به عنوان یک ساختار هوشمند به
باشد. ی میي سیال داخلی بوده و همچنین تحت بار متحرك شعاعدربردارنده

نقطه اثر بار متحرك جانبی در طول پوسته با سرعت معینی در حرکت است. 
طور کلی سنسورها در مخازن و خطوط لوله هاي پیزوالکتریک و بهوجود لایه

توان از خروجی این اقل در قسمتی از آنها) از آن نظر اهمیت دارد که می(حد
ازه و بررسی احتمال سنسورها در جهات مختلف همچون بررسی سلامت س

هاي تحت بارهاي متحرك ها در بدنه لولهوجود ترك، بررسی تغییرشکل
هاي حاوي هاي خارجی و یا ترافیک از روي لولهطور مثال عبور متحرك(به

گیري متغیرهاي حالت براي سیال گاز، بنزین و یا نفت) و یا حتی در اندازه
دلیل از این دست استفاده کرد. بهداخلی از قبیل فشار و سرعت، و موارد دیگر

دربایدمیآنحرکتازناشیدینامیکیاثراتسازهرفتارتحلیلحرکت بار، در
ها تابع زمان بوده و جاییها و جابهها، کرنششود. در نتیجه تنشگرفتهنظر

] نسبت 4جایی [این اثر دینامیکی، موجب افزایش مقادیر تنش، کرنش و جابه
جاي معادلات تعادل، از معادلات رو، بهگردد. از اینایستا میبه حالت بار

حرکت وابسته به زمان استفاده شده و رفتار وابسته به زمان سازه بررسی شده 
ابتدامنظور، با درنظر گرفتن اندرکنش سیال و دیواره پوسته،است. بدین

ل برشی و هاي ناشی از اثرات دینامیکی با استفاده از تئوري مرتبه اوتنش
منظور اعتبارسنجی، نتایج تحلیل انجام دست آمده است. بههاي فوریه بهسري

ي اند. در مرحلهشده با نتایج تجربی و تحلیلی دیگر مطالعات مقایسه شده
بهوآمدهدستبهشتریکمن-هاشینمعیاربعد، توزیع تنش تسلیم با استفاده از

است. براي تعیین ساختار بهینه، ي تنیده بهینه تعیین شده کمک آن سازه
عنوان درصد حجمی مواد در نقاط کنترلی در راستاي ضخامت لایه هدفمند به

اند.متغیرهاي طراحی معرفی شده

مشخصات مسئله2-
و h، ضخامت Rاي هدفمند با شعاع میانی در این پژوهش، یک پوسته استوانه

همچنین فرض شده است که یک لایه مورد بررسی قرار گرفته است.Lطول 
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ي خارجی لایه هدفمند موجود بر روي پوستهhpپیزوالکتریک با ضخامت 
باشد. ساختار میොߩي سیال داخلی با چگالیاي دربردارندهباشد. پوسته استوانه

طورکه در این شکل قابل مشاهده است. همان1سازه مورد بررسی در شکل 
اي جانبی شعاعی در راستاي طولی استوانه با شود ردیفی از بارهدیده می

در حال حرکت بوده و داخل پوسته مورد مطالعه سیال وجود Vسرعت ثابت 
کند:) تابع توزیع بار را توصیف می1ي (دارد. رابطه

,ݔ)݂)1( (ݐ = ෍ ݔ)ߜ(ݐ)௜ܨ − (௜ݔ

ே౦

௜ୀଵ

ߠ)ߜ − (௜ߠ
ܴ

(ݐ)௜ߨ

تابع دلتاي دیراك است. δبا زمان و بارهاتغییراتF(t)آندرکه
(رابطهدرهمچنین (مکان اعمال بار) ، باiݔو 1باکسکارتابع،(ݐ)݅ܲ)،1ي 

()2(روابط باشد؛ زاویه اعمال بار می݅ߠشوند. در این رابطه، ) محاسبه می3و 
طور مثال در صورت صفر بودن آن، نیروي شعاعی جانب به مرکز از کنار به

گردد.صورت افقی اعمال میلوله به

باشند.سرعت حرکت بار میVاي هویساید و نشانگر تابع پلهHدر این روابط 

الگوي توزیع مواد3- 
توان مقادیر درصد منظور تعیین توزیع درصد حجمی مواد بهینه، میبه

ي بین این نقاط از حجمی مواد را در نقاط کنترلی تعیین کرده و در فاصله
ي رلی و تقسیم پوستهي کنتنقطهN+1یابی استفاده کرد. با انتخاب میان

) 4ي (بازه با ضخامت یکسان، موقعیت هر نقطه کنترلی با رابطهNهدفمند به 
شود:تعیین می

ي کنترلی امین، اولین و آخرین نقطهnترتیب موقعیت بهztو zn ،zbکه در آن 
݊ߣبا nي کنترلی شماره باشند. درصد حجمی مواد متناظر با نقطهمی

نمایش داده شده است. پس از تعیین مقادیر درصد حجمی مواد در نقاط 
توان در بین این نقاط با استفاده از کنترلی، توزیع درصد حجمی مواد را می

) تعیین نمود.5ي () مطابق رابطهഥܪ(2هرمیتیابی درجه سوم توابع میان

درحجمی مواددرصدتوزیعشیبوحجمیدرصدمقدار݊ܵو ݊ߣکه در آن 

																																																																																																																																											
1Boxcar	Function
2Cubic	Hermite	spline	

آید:دست می) به6ي (رابطهباഥܪمقادیرباشند.میامnکنترلیينقطه

)6(

ഥଵ(z)ܪ = ଴ܤ ൬
ݖ − ௡ݖ

௡ାଵݖ − ௡ݖ
൰ + ଵܤ ൬

ݖ − ௡ݖ

௡ାଵݖ − ௡ݖ
൰

ഥଶ(z)ܪ =
1
3

ଵܤ ൬
ݖ − ௡ݖ

௡ାଵݖ − ௡ݖ
൰

ഥଷ(z)ܪ = ଶܤ ൬
ݖ − ௡ݖ

௡ାଵݖ − ௡ݖ
൰ + ଷܤ ൬

ݖ − ௡ݖ

௡ାଵݖ − ௡ݖ
൰

ഥସ(z)ܪ = −
1
3 ଶܤ ൬

ݖ − ௡ݖ

௡ାଵݖ − ௡ݖ
൰

]:18است [اي برنشتاینجمله) چند7ي (مطابق رابطه݇ܤکه در آن 

(ݐ)௞ܤ)7( = ቀ3
݇ቁ ௞(1ݐ − ଷି௞(ݐ

]:16شود [) تعریف می8ي (شیب توزیع درصد حجمی مواد نیز با رابطه

)8(

ଵܵ =
ଶߣ4 − ଵߣ3 − ଷߣ

௡ାଵݖ)2 − (௡ݖ

ܵேାଵ =
ேߣ4− + ேାଵߣ3 + ேିଵߣ

௡ାଵݖ)2 − (௡ݖ

ܵ௡ =
௡ାଵߣ − ௡ିଵߣ

௡ାଵݖ)2 − (௡ݖ , ݊ = 2,3, . . . , ܰ

تعیین خواص معادل4-
اند، با توجه به اینکه مواد هدفمند از دو یا چند فاز متفاوت تشکیل شده

مواد باید از طریق کسرهاي حجمی و مشخصات فازهاي مؤثر اینخواص
قانون اختلاط از)9(يدر این پژوهش مطابق رابطهشوند.دهنده تعیین تشکیل

]: 19معادل استفاده شده است [براي تعیین خواص

)9(
ܲeff(ݖ) = ෍ ݆ߣ݆ܲ

ܯ

݆=1

, ෍ ݆ߣ = 1

ܯ

݆=1

تعداد کل موادMام و jخاصیت فیزیکی مورد بحث براي ماده݆ܲ در آنکه
] از اثر تغییرات آن 9[ي تغییرات کوچک ضریب پواسونبا توجه به بازهاست.
اشتریکمن -هاشینمدلازتنش تسلیم،تعیینبراياست.شدهپوشیچشم

و)10(روابطدرترتیببهاین مدل] استفاده شده است. دو حد بالا و پایین20[
ݕܵاند که در آنهاارائه شده)11(

ݕܵو(1)
وضعیففازتسلیمهايتنشترتیببه(2)

].20حجمی متناظر با هریک از این دو فاز هستند [درصدهاي2ߣو 1ߣو قوي

)10(

ܵ௬ =

ଶߣ5

3 + ଶߣ2
ܵ௬

(ଶ) +
ଵߣ3

3 + ଶߣ2
ܵ௬

(ଵ)ඩ1 +
ଶߣ2

3
[1 − (

ܵ௬
(ଶ)

ܵ௬
(ଵ))ଶ]

2
5

ඨ1 +
ଵߣ3

2 <
ܵ௬

(ଶ)

ܵ௬
(ଵ) ≤ 1 و ଵߣ < 1 اگر ⟹ ௬ܵ = ܵ௅஻ଵ

ݕܵ
(2)

ݕܵ
(1) ≤

2
5

ඨ1 +
1ߣ3

2
1ߣ و < 1 ⟹ اگر ݕܵ = 2ܤܮܵ

ଵߣ   = 1 اگر ⟹ ܵ௬ = ܵ௬
(ଵ)

آنها در که

ܵ௅஻ଵ =
ଵߣ5

3 + ଵߣ2
ܵ௬

(ଵ) +
ଶߣ3

3 + ଵߣ2
ܵ௬

(ଶ)ඩ1 +
ଵߣ2

3 [1 − (
ܵ௬

(ଵ)

ܵ௬
(ଶ))ଶ]

2ܤܮܵ)11( = ݕܵ
(2)ඨ1 +

1ߣ3

2

(ݐ)௜ߎ)2( = ݐ)ܪ − (௜ିଵݐ − ݐ)ܪ − ௜ିଵݐ − ,(௅ݐ ௅ݐ =
ܮ
ܸ

௜ݔ)3( = ௜ݐ߂ܸ , ௜ݐ߂ = ݐ − ௜ିଵݐ

௡ݖ)4( = ௕ݖ +
௧ݖ − ௕ݖ

ܰ
(݊ − 1), ݊ = 1, . . . , ܰ + 1

)5(
(ݖ)ߣ = (ݖ)ഥଵܪ௡ߣ + ௡ାଵݖ) − (ݖ)ഥଶܪ௡)ܵ௡ݖ + (ݖ)ഥଷܪ௡ାଵߣ

+ ௡ାଵݖ) − (ݖ)ഥସܪ௡)ܵ௡ାଵݖ

Fig. 1 Schematic drawing of the cylindrical shell with applied loads
اعمال شدهاي تحت بارهاي ي استوانهشکل شماتیک پوسته1شکل 
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تحلیل اثرات هیدرومکانیکی 5- 
ي اثر سیال داخل پوسته، فرض شده است که سیال موجود در محاسبه

سیال غیرچرخشی باشد. غیرویسکوز و غیرقابل تراکم بوده و همچنین حرکت 
) ߰توان با یک تابع پتانسیل (با فرض غیرچرخشی بودن سیال، تحلیل را می

و)ߦ(سیالمحوريسرعتازناشیبخشدوازمذکورپتانسیلتابعداد.انجام
) قابل بیان 12(رابطهباکهاستشدهتشکیل)߶(پوستهشعاعیحرکتازناشی

کند.) را ارضا می13معادله لاپلاس () ߶هستند. تابع پتانسیل (

)12(߰ = ݔߦ− + ߶

)13(
߲ଶ߶
ଶݎ߲ +

1
ݎ

߲߶
ݎ߲ +

1
ଶݎ

߲ଶ߶
ଶߠ߲ +

߲ଶ߶
ଶݔ߲ = 0

در پژوهش حاضر پوسته به عنوان مخزن حاوي سیال درنظر گرفته شده و از 
اعمالی بر pهیدرودینامیک صفر درنظر گرفته شده است. فشارߦرو مقدار این

ي برنولی محاسبه کرد:توان از رابطهپوسته را میروي 

݌)14( = )ොߩ
߲߶
ݐ߲

+ ߦ
߲߶
ݔ߲

)ฬ
௥ୀோ೔

چگالی سیال مورد بحث است. در سطح مشترك میان پوسته و ොߩکه در آن 
) برقرار است.15سیال نیز رابطه (

)15(
߲߶
ݎ߲

ฬ
௥ୀோ೔

=
ݓ߲
ݐ߲

+ ߦ
ݓ߲
ݔ߲

توان ) را می߶باشد. تابع پتانسیل (شعاع میجایی در جهت جابهwکه در آن 
) جداسازي نمود:16مطابق رابطه (

,ݔ)߶)16( ,ݎ ,ߠ (ݐ = ℜ(ݎ)ℱ(ݔ)࣮(ݐ)cos(݊ߠ)
) 16دهد. با جانشانی رابطه (هاي محیطی را نمایش میتعداد موجnکه در آن 
توان نوشت:) می13(در معادله

)17(ℱ
݀ଶℜ
ଶݎ݀ +

1
ݎ

ℱ
݀ℜ
ݎ݀

−
݊ଶ

ଶݎ ℱℜ + ℜ
݀ଶℱ
ଶݔ݀ = 0

شود:که به شکل زیر جداسازي می

)18(
݀ଶℜ
ଶݎ݀ +

1
ݎ

݀ℜ
ݎ݀

− (
݊ଶ

ଶݎ + ଶ)ℜߟ = 0

)19(
݀ଶℱ
ଶݔ݀ + ଶℱߟ = 0

با دخالت دادن شرایط سطح مشترك و درنظر گرفتن این نکته که پاسخ 
توان به پاسخ زیر معادلات فوق باید از نظر فیزیکی ممکن (محدود) باشند می

یافت:دست 

)20(ℜ = (ݎߞ)௡ܫࣛ

ߞکه در آن  = است؛ nي تابع بسل نوع اول از مرتبه௡ܫبوده و ܮ/ߨ݉
دهد. با ترکیب روابط هاي محوري را نمایش میموجتعداد نیمmهمچنین 

:توان نوشت) می15) و (20(

௡ܫ(ߠ݊)cos(ݐ)࣮(ݔ)ℱߞࣛ)21(
ᇱ (ܴߞ) = ൬

߲
ݐ߲ + ߦ

߲
൰ݔ߲ ݓ

(رابطهفوق و با توجه بهيرابطهازࣛضریبتعیینبا توان ) می20ي 
نوشت:

)22(ℜ =
1

ℱ(ݔ)࣮(ݐ)cos(݊ߠ)
(ݎߞ)௡ܫ

௡ܫߞ
ᇱ (ܴߞ)

൬
߲
ݐ߲

+ ߦ
߲

ݔ߲
൰ ݓ

دهد:) را نتیجه می23ي ()، رابطه16) در (22جانشانی پاسخ (

)23(߶ =
1

௡ܫߞ
ᇱ (ܴߞ) ൬

߲
ݐ߲ + ߦ

߲
൰ݔ߲ ݓ

:شود) تعیین می24)، پاسخ (14) و (23ي (رابطهبا ترکیب 

݌)24( =
ොߩ
ߞ

(ܴߞ)௡ܫ
௡ܫ

ᇱ (ܴߞ)
(

߲
ݐ߲

+ ߦ
߲

ݔ߲
)ଶݓ

کرنش-جایی و مقادیر تنشتعیین میدان جابه6-
برشیاولمرتبهتئوريمبنايبررااياستوانهيپوستهیکدرهاجاییجابه
]:  21تعیین کرد [)25ي (با استفاده از رابطهتوان می

,ݔ)ଵݑ ,ߠ ,ݖ (ݐ = ,ݔ)ݑ ,ߠ ,ݔ)௫߶ݖ+(ݐ ,ߠ (ݐ

)25(
,ݔ)ଵݒ ,ߠ ,ݖ (ݐ = ,ݔ)ݒ ,ߠ (ݐ + ,ݔ)ఏ߶ݖ ,ߠ (ݐ
,ݔ)ଵݓ ,ߠ ,ݖ (ݐ = ,ݔ)ݓ ,ߠ (ݐ

ي میانی و جایی در صفحهترتیب جابهبه)u1,v1,w1(و )u,v,w(که در آن 
ترتیب چرخش بهఏ߶و ௫߶باشند. همچنین میدلخواهينقطههردرجاییجابه

ي باشند. براي پوستهمیθو xعمود بر صفحات میانی در راستاي محورهاي 
شود:) تعریف می26ي (کرنش با رابطه- ي تنشهدفمند رابطه

)26(⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

௫ߪ
ఏߪ
߬௫ఏ
߬ఏ௭
߬௫௭ ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ܳଵଵ ܳଵଶ 0 0 0
ܳଵଶ ܳଶଶ 0 0 0
0 0 ܳ଺଺ 0 0
0 0 0 ܳସସ 0
0 0 0 0 ܳହହ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

௫ߝ
ఏߝ
௫ఏߛ
ఏ௭ߛ
௫௭ߛ ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

ي میانی هاي عمودي و برشی در صفحهترتیب کرنشبهߛوεکه در آن 
شوند.) تعیین می27روابط (باتنشهايمنتجههمچنینباشند.می

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

ܰ௫
ܰఏ
ܰ௫ఏ
௫ܯ
ఏܯ
⎭௫ఏܯ

⎪
⎬

⎪
⎫

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ଵଵܣ ଵଶܣ 0 ଵଵܤ ଵଶܤ 0
ଶଵܣ ଶଶܣ 0 ଶଵܤ ଶଶܤ 0
0 0 ଺଺ܣ 0 0 ଺଺ܤ
ଵଵܤ ଵଶܤ 0 ଵଵܦ ଵଶܦ 0
ଶଵܤ ଶଶܤ 0 ଶଵܦ ଶଶܦ 0
0 0 ଺଺ܤ 0 0 ⎦଺଺ܦ

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

௫ߝ
ఏߝ
௫ఏߛ
௫ߢ
ఏߢ
⎭௫ఏߢ

⎪
⎬

⎪
⎫

)27(൜
ܳ௫
ܳఏ

ൠ = ൤ܥସସ 0
0 ହହܥ

൨ ቄ
௫௭ߛ
ఏ௭ߛ

ቅ

نیز از DوA،B،Cباشد. ضرایب ي میانی میانحناء صفحهߢدر این رابطه 
]:22شوند [) تعیین می29) و (28روابط (

,௜௝ܣ))28( ௜௝ܤ , (௜௝ܦ = න ܳ௜௝(1, ,ݖ ݖ݀(ଶݖ (݅, ݆ = 1,2,6)
௛/ଶ

ି௛/ଶ

)29(

ସସܥ = න ܳହହ݀ݖ
௛/ଶ

ି௛/ଶ

ହହܥ = න ܳସସ݀ݖ
௛/ଶ

ି௛/ଶ
جایی الکتریکی مطابق کرنش و جابه- ي تنشي پیزوالکتریک رابطهبراي لایه

]:8،9باشند [) می31) و (30روابط (

)30(

⎩
⎪
⎨

⎪
௫ߪ⎧

௣

ఏߪ
௣

߬௫ఏ
௣

߬ఏ௭
௣

߬௫௭
௣ ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ܳଵଵ௘ ܳଵଶ௘ 0 0 0
ܳଵଶ௘ ܳଶଶ௘ 0 0 0
0 0 ܳ଺଺௘ 0 0
0 0 0 ܳସସ௘ 0
0 0 0 0 ܳହହ௘⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

௫̅ߝ
ఏ̅ߝ
௫ఏߛ̅
ఏ௭ߛ̅
௫௭ߛ̅ ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

−

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
0 0 ݁ଷଵ௘
0 0 ݁ଷଶ௘
0 0 0
0 ݁ଶସ௘ 0
݁ଵହ௘ 0 0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

൝
௫ܧ
ఏܧ
௭ܧ

ൡ
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)31(

൝
௫ܦ
ఏܦ
௭ܦ

ൡ = ൥
0 0 0 ଵ݁ହ௘ 0
0 0 ݁ଶସ௘ 0 0
݁ଷଵ௘ ݁ଷଶ௘ 0 0 0

൩

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

௫̅ߝ
ఏ̅ߝ
௫ఏߛ̅
ఏ௭ߛ̅
௫௭ߛ̅ ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

+ ൥
ଵଵ௘ߦ 0 0
0 ଶଶ௘ߦ 0
0 0 ଷଷ௘ߦ

൩ ൝
௫ܧ
ఏܧ
௭ܧ

ൡ

صورت تابعی ) به32میدان الکتریکی است که با توجه به روابط (Eکه در آن 
آید:دست میبهφاز پتانسیل الکتریکی 

௫ܧ)32( = −
∂߮
ݔ∂

, ఏܧ = −
1

ܴ + ݖ
∂߮
ߠ∂

, ௭ܧ = −
∂߮
ݖ∂

شود:) تعریف می33ي (مطابق رابطهφتابع 

,ݔ)߮)33( ,ߠ ,ݖ (ݐ = ,ݔ)߰(௣ݖ)ܲ ,ߠ (ݐ

موقعیت هر نقطه در ضخامت پیزوالکتریک نسبت به سطح میانی ௣ݖکه در آن
آید:دست می) به34ي (با رابطهPباشد و آن می

)34(ܲ൫ݖ௣൯ = ൥ቆݖ −
ℎ + ℎ௣

2 ቇ
ଶ

− ቆ
ℎ௣

2 ቇ
ଶ

൩

شوند:میتعیین)36(و)35(روابطباپیزوالکتریکيلایهتنشهايمنتجه

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ ௫ܰ

௉

ఏܰ
௉

௫ܰఏ
௉

௫ܯ
௉

ఏܯ
௉

௫ఏܯ
௉ ⎭

⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
ଵଵܣ⎡

௉ ଵଶܣ
௉ 0 ଵଵܤ

௉ ଵଶܤ
௉ 0

ଶଵܣ
௉ ଶଶܣ

௉ 0 ଶଵܤ
௉ ଶଶܤ

௉ 0
0 0 ଺଺ܣ

௉ 0 0 ଺଺ܤ
௉

ଵଵܤ
௉ ଵଶܤ

௉ 0 ଵଵܦ
௉ ଵଶܦ

௉ 0
ଶଵܤ

௉ ଶଶܤ
௉ 0 ଶଵܦ

௉ ଶଶܦ
௉ 0

0 0 ଺଺ܤ
௉ 0 0 ଺଺ܦ

௉ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

௫ߝ
ఏߝ
௫ఏߛ
௫ߢ
ఏߢ
⎭௫ఏߢ

⎪
⎬

⎪
⎫

)35(

                +

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ ௫ܰ

ா

ఏܰ
ா

௫ܰఏ
ா

௫ܯ
ா

ఏܯ
ா

௫ఏܯ
ா ⎭

⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

)36(ቊ
ܳ௫

௉

ܳఏ
௉ቋ = ቈ

ସସܥ
௉ 0

0 ହହܥ
௉ ቉ ቄ

௫௭ߛ
ఏ௭ߛ

ቅ + ቊ
ܳ௫

ா

ܳఏ
ாቋ

:شوند) تعیین می38) و (37نیز از روابط (CPو AP ،BP ،DPضرایب 

)37(
௜௝ܣ)

௉ , ௜௝ܤ
௉ , ௜௝ܦ

௉ ) = න ܳ௜௝௘(1, ,ݖ ݖ݀(ଶݖ (݅, ݆
௛೛ା௛/ଶ

௛/ଶ
= 1,2,6)

)38(

ସସܥ
௉ = න ܳହହ௘݀ݖ

௛೛ା೓
మ

೓
మ

ହହܥ
௉ = න ܳସସ௘݀ݖ

௛೛ା௛/ଶ

௛/ଶ
) را نوشت:40) و (39روابط (توانمیپیزوالکتریکهايمنتجهتعیینبراي

ቐ
ܰ௫

ா

ܰఏ
ா

ܰ௫ఏ
ா

ቑ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧2݁ଷଵ௘ න ݖ௣݀ݖ

௛/ଶା௛೛

௛/ଶ

2݁ଷଶ௘ න ݖ௣݀ݖ
௛/ଶା௛೛

௛/ଶ
0 ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

߰

)39(

ቐ
௫ܯ

ா

ఏܯ
ா

௫ఏܯ
ா

ቑ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧2݁ଷଵ௘ න ݖ௣݀ݖݖ

௛/ଶା௛೛

௛/ଶ

2݁ଷଶ௘ න ݖ௣݀ݖݖ
௛/ଶା௛೛

௛/ଶ
0 ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

߰

)40(

ܳ௫
ா = ݁ଵହ න ܲ൫ݖ௣൯

೓
మ

ା௛೛

೓
మ

ݖ݀
߲߰
ݔ߲

ܳ௫
ா = ݁ଶସ න

(௣ݖ)ܲ
ܴ + ݖ

௛/ଶା௛೛

௛/ଶ
ݖ݀

߲߰
ߠ߲

) است:41ي (صورت رابطه)، کار بار متحرك به1ي (با توجه به رابطه

௣ܹ =

න න ෍ ݔ)ߜ(ݐ)௜ܨ − (௜ݔ

ே೛

௜ୀଵ

ߠ)ߜ − (௜ߠ
ܴ ௜ܷ(ݐ) ,ݔ)ݓ ,ߠ ݔ݀ߠܴ݀(ݐ

)41(
) براي 42برشی و اصل همیلتون، معادلات حرکت (با تلفیق تئوري مرتبه اول 

آیند:دست میي خارجی پیزوالکتریک بهاي هدفمند با لایهي استوانهپوسته

߲൫ ௫ܰ + ܰ௫
௣൯

ݔ߲
+

1
ܴ

߲൫ ௫ܰఏ + ܰ௫ఏ
௣ ൯

ߠ߲
= ଵܫ) + ଵܫ

௉)̈ݑ + ଶܫ) + ଶܫ
௉)߶̈௫

∂൫ ௫ܰఏ + ܰ௫ఏ
௣ ൯

ݔ∂ +
1
ܴ

∂൫ܰఏ + ఏܰ
௣൯

ߠ∂ +
1
ܴ ൫ܳఏ + ܳఏ

௉൯

= ଵܫ) + ଵܫ
௉)̈ݒ + ଶܫ) + ଶܫ

௉)߶̈ఏ
∂൫ܳ௫ + ܳ௫

௣൯
ݔ∂

+
1
ܴ

∂൫ܳఏ + ܳఏ
௣൯

ߠ∂
−

1
ܴ

൫ܰఏ + ܰఏ
௉൯ + ,ݔ)݂ (ݐ

= ଵܫ) + ଵܫ
௉)̈ݓ

∂൫ܯ௫ఏ + ௫ఏܯ
௣ ൯

ݔ∂
+

1
ܴ

∂൫ܯ௫ఏ + ௫ఏܯ
௣ ൯

ߠ∂
− ൫ܳఏ + ܳఏ

௉൯

= ଶܫ) + ଶܫ
௉)̈ݑ + ଷܫ) + ଷܫ

௉)߶̈௫

)42(

௫ఏܯ)∂ + ௫ఏܯ
௣ )

ݔ∂ +
1
ܴ

ఏܯ)∂ + ఏܯ
௣)

ߠ∂ − (ܳఏ + ܳఏ
௉)

= ଶܫ) + ଶܫ
௉)̈ݒ + ଷܫ) + ଷܫ

௉)߶̈ఏ
ترتیب مطابق هاي اینرسی جرمی بهها، انحناها و مماناین روابط کرنشدر 

شوند:) تعریف می45) تا (43روابط (

)43(

௫ߝ =
ݑ߲
ݔ߲

, ఏߝ =
1
ܴ

൬
ݒ߲
ߠ߲

+ ൰ݓ

௫ఏߛ =
ݒ∂
ݔ∂ +

1
ܴ

ݑ∂
ߠ∂

௫௭ߛ = ߶௫ +
ݓ∂
ݔ∂

ఏ௭ߛ = ߶ఏ +
1
ܴ

ݓ∂
ߠ∂

)44(

௫ߢ =
∂߶௫

ݔ∂ , ఏߢ =
1
ܴ

∂߶ఏ

ߠ∂
௫ఏߢ =

∂߶ఏ

ݔ∂ +
1
ܴ

∂߶௫

ߠ∂

)45(

,ଵܫ) ,ଶܫ (ଷܫ = න (ݖ)௘௙௙ߩ
೓
మ

ି೓
మ

(1, ,ݖ ݖ݀(ଶݖ

ܫ) భ
௉ , ܫ మ

௉ , ܫ య
௉) = න ௉ߩ

௛/ଶା௛೛

௛/ଶ
(1, ,ݖ ݖ݀(ଶݖ

(43)، (36)، (35)، (27با جانشانی معادلات ( ) در معادلات حرکت، 44) و 
آیند:دست می) به46معادلات (

ݑଵଵܮ + ݒଵଶܮ + ݓଵଷܮ + ଵସ߶௫ܮ + ଵହ߶ఏܮ + ଵ଺߰௫ܮ
= ଵܫ) + ଵܫ

௉)̈ݑ + ଶܫ) + ଶܫ
௉)߶̈௫

ݑଶଵܮ + ݒଶଶܮ + ݓଶଷܮ + ଶସ߶௫ܮ + ଶହ߶ఏܮ + ଶ଺߰ܮ
= ଵܫ) + ଵܫ

௉)̈ݒ + ଶܫ) + ଶܫ
௉)߶̈ఏ

ݑଷଵܮ + ݒଷଶܮ + ݓଷଷܮ + ଷସ߶௫ܮ + ଷହ߶ఏܮ + ଷ଺߰ܮ + ,ݔ)݂ (ݐ
= ଵܫ) + ଵܫ

௉)̈ݓ
ݑସଵܮ + ݒସଶܮ + ݓସଷܮ + ସସ߶௫ܮ + ସହ߶ఏܮ + ସ଺߰ܮ

= ଶܫ) + ଵܫ
௉)̈ݑ + ଷܫ) + ଷܫ

௉)߶̈௫

)46(
ݑହଵܮ + ݒହଶܮ + ݓହଷܮ + ହସ߶௫ܮ + ହହ߶ఏܮ + ହ଺߰ܮ

= ଶܫ) + ଶܫ
௉)̈ݒ + ଷܫ) + ଷܫ

௉)߶̈ఏ
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]:23باشد [) می47ي (ي ماکسول نیز به شکل رابطهمعادله

)47(න ൬
௫ܦ∂

ݔ∂
+

1
ܴ

ఏܦ∂

ߠ∂
+

௭ܦ∂

ݖ∂
+

1
ܴ

௭൰ܦ
௛/ଶା௛೛

௛/ଶ
ݖ݀ = 0

آید:دست می) به48ي () رابطه47) در (31ي (با جانشانی معادله

ݑ଺ଵܮ)48( + ݒ଺ଶܮ + ݓ଺ଷܮ + ଺ସ߶௫ܮ + ଺ହ߶ఏܮ + ଺଺߰ܮ = 0

این معادلات در پیوست ارائه شده است. در پژوهش حاضر دو Lijضرایب 
اند و از این رو، گاه ساده فرض شدهگاه ابتدا و انتهایی سازه از نوع تکیهتکیه
) خواهند بود:49صورت روابط (هاي معادلات بهپاسخ

)49(

ݑ = ෍ ෍ (ݐ)௠௡ݑ (ݔ௠ߞ)ݏ݋ܿ (ߠ݊)ݏ݋ܿ
ே

௡ୀ଴

ெ

௠ୀ଴

ݒ = ෍ ෍ ௠௡ݒ (ݐ) sin(ߞ௠ݔ) sin(݊ߠ)
ே

௡ୀଵ

ெ

௠ୀଵ

ݓ = ෍ ෍ (ݐ)௠௡ݓ sin(ߞ௠ݔ) cos(݊ߠ)
ே

௡ୀ଴

ெ

௠ୀଵ

߶௫ = ෍ ෍ ߶௠௡(ݐ) cos(ߞ௠ݔ) cos(݊ߠ)
ே

௡ୀ଴

ெ

௠ୀ଴

߶ఏ = ෍ ෍ ߶ത௠௡(ݐ) sin(ߞ௠ݔ) sin(݊ߠ)
ே

௡ୀଵ

ெ

௠ୀଵ

߰ = ෍ ෍ ߰௠௡(ݐ)sin(ߞ௠ݔ)cos(݊ߠ)
ே

௡ୀ଴

ெ

௠ୀଵ
) برقرارند:50آن مقادیر (که در 

௠ߞ)50( =
ߨ݉
ܮ

آیند:میدست) به51) روابط (48) و (46) در (49معادلات (جانشانیبا

ଵܶଵݑ௠௡ + ଵܶଶݒ௠௡ + ଵܶଷݓ௠௡ + ଵܶସ߶௠௡ + ଵܶହ߶ത௠௡
+ ଵܶ଺߰௠௡ + ଵܫ) + ଵܫ

ா)̈ݑ௠௡(ݐ)
+ ଶܫ) + ଶܫ

ா)߶̈௠௡(ݐ) = 0
ଶܶଵݑ௠௡ + ଶܶଶݒ௠௡ + ଶܶଷݓ௠௡ + ଶܶସ߶௠௡ + ଶܶହ߶ത௠௡

+ ଶܶ଺߰௠௡ + ଵܫ) + ଵܫ
ா)̈ݒ௠௡(ݐ)

+ ଶܫ) + ଶܫ
ா)߶ത௠௡(ݐ) = 0

ଷܶଵݑ௠௡ + ଷܶଶݒ௠௡ + ଷܶଷݓ௠௡ + ଷܶସ߶௠௡ + ଷܶହ߶ത௠௡
+ ଷܶ଺߰௠௡ + ଵܫ) + ଵܫ

ா)̈ݓ௠௡(ݐ)

=
2

ܮܴߨ
෍ܨ௜(ݐ) sin[ߣ௠ݔ௜(ݐ)]

ே೛

௜ୀଵ

cos(݊ߠ଴)

ସܶଵݑ௠௡ + ସܶଶݒ௠௡ + ସܶଷݓ௠௡ + ସܶସ߶௠௡ + ସܶହ߶ത௠௡
+ ସܶ଺߰௠௡ + ଶܫ) + ଶܫ

ா)̈ݑ௠௡(ݐ)
+ ଷܫ) + ଷܫ

ா)߶̈௠௡(ݐ) = 0
ହܶଵݑ௠௡ + ହܶଶݒ௠௡ + ହܶଷݓ௠௡ + ହܶସ߶௠௡ + ହܶହ߶ത௠௡

+ ହܶ଺߰௠௡ + ଶܫ) + ଶܫ
ா)̈ݒ௠௡(ݐ)

+ ଷܫ) + ଷܫ
ா)߶ത̈௠௡(ݐ) = 0

)51(଺ܶଵݑ௠௡ + ଺ܶଶݒ௠௡ + ଺ܶଷݓ௠௡ + ଺ܶସ߶௠௡ + ଺ܶହ߶ത௠௡
+ ଺ܶ଺߰௠௡ = 0

آخرینبهتوجهباپیوست موجودند.درTijضرایب)،51(معادلاتدستهدر
آید:میدستبه)52(باشدهالقاءالکتریکیپتانسیل)،51(يرابطه

߰௠௡ =
1
଺ܶ଺

[− ଺ܶଵݑ௠௡ − ଺ܶଶݒ௠௡ − ଺ܶଷݓ௠௡ − ଺ܶସ߶௠௡ − ଺ܶହ߶ത௠௡]

)52(
(با جانشانی رابطه () در پنج معادله52ي  )، معادلات حاکم بر 51ي نخست 

آیند:دست می) به53ي (رابطهشکل مسئله به

)53([M]{̈ݍ} + ൬[ܭா] −
1
଺ܶ଺

୘൰{௉ଶܭ}{௉ଵܭ} {ݍ} = {ெܨ}

) برقرارند:59) تا (54که در آن روابط (

[ܯ]

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
ଵܫ⎡ + ଵܫ

௉ 0 0 ଶܫ + ଶܫ
௉ 0

0 ଵܫ + ܫ భ
௉ 0 0 ଶܫ + ଶܫ

௉

0 0 ଵܫ + ܫ భ
௉ +

ොߩ
ߞ

(ܴߞ)௡ܫ
௡ܫ

ᇱ (ܴߞ)
0 0

ଶܫ + ଶܫ
௉ 0 0 ଷܫ + ଷܫ

௉ 0
0 ଶܫ + ଶܫ

௉ 0 0 ଷܫ + ଷܫ
௉⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

)54(

)55(

[ாܭ] =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ ଵܶଵ ଵܶଶ ଵܶଷ ଵܶସ ଵܶହ

ଶܶଵ ଶܶଶ ଶܶଷ ଶܶସ ଶܶହ
ଷܶଵ ଷܶଶ ଷܶଷ ଷܶସ ଷܶହ

ସܶଵ ସܶଶ ସܶଷ ସܶସ ସܶହ
ହܶଵ ହܶଶ ହܶଷ ହܶସ ହܶହ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

୘{௉ଵܭ})56( = { ଵܶ଺ ଶܶ଺ ଷܶ଺ ସܶ଺ ହܶ଺}

୘{௉ଶܭ})57( = { ଺ܶଵ ଺ܶଶ ଺ܶଷ ଺ܶସ ଺ܶହ}

)58({q}୘ = ௠௡ݑ} ௠௡ݒ ߶௠௡ ߶ഥ ௠௡}୘

)59(

୘{ெܨ}

= ቐ0 0
2

ܮߨ
෍ [(ݐ)௜ݔ௠ߣ]sin(ݐ)௜ܨ

ே೛

௜ୀଵ

cos(݊ߠ଴) 0 0ቑ

نیروهاي مربوط به بار متحرك است. براي حل دستگاه ୘{ெܨ}در روابط فوق
] استفاده شده است. 24فوق از روش حل نیومارك [

طراحی بهینه7-
شود:می) بیان60(يرابطهصورتبهموجودطراحیيمسئلهکلیشکل

طراحی و بردار ثوابت ترتیب تابع هدف، بردار متغیرهاي به߫و J ،cآندرکه
(می (ܤܮ,݅߯باشند. هر متغیر طراحی بین دو حد پایین  ) محدود ܤܷ,݅߯) و بالا 

است.)߸(قیودازايدستهشاملطراحیاست.شده

الگوریتم رقابت استعماري1-7-
سازي است که هاي بهینهالگوریتم رقابت استعماري از مجموعه روش

باشد. این الگوریتم هاي اجتماعی و انسانی میسازي پدیدهبر اساس شبیه
[میلادي توسط آتش2007نخستین بار در سال  ] 25پز گرگري و لوکاس 

اي شامل چندین کشور ارائه شده است. در این روش، جمعیت تصادفی اولیه
شود. یصورت تصادفی انجام مشود. انتخاب جمعیت اولیه کشورها بهتولید می

پس از این مرحله مقدار تابع هدف هریک از اعضا محاسبه شده و 
دو دسته شامل کشورهاي بهموجودکشورهايبر اساس مقدار این تابع

شوند. واضح است که کشورهاي بندي میگر و تحت استعمار بخشاستعمار
برند. سر مینظر تابع هدف در وضعیت بهتري بهگر از نقطهاستعمار

صورت تصادفی به کشورهاي گرها، مابقی کشورها بهز تعیین استعمارپس ا

)60(߯௜,௅஻ ≤ ߯௜ ≤ ߯௜,௎஻ (݅ = 1, … , ݉)
߯ = [߯ଵ, … , ߯௜ , … , ߯௠]

,߯)ܬ ߫) سازي تابعکمینه
߸(߯, ߫) ≤ 0 با توجه به قید
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ها را اي تحت عنوان امپراطوريیابند که مجموعهگر انتساب میاستعمار
منظور این شده بهاز هزینه نرمالتوانمیدهند؛ همچنینتشکیل می

]:25بندي بهره برد [تقسیم

௡ܥ)61( = ܿ௡ − max{ܿ௜}
گر با بیشترین دهنده شماره استعمارنشانnگر و هزینه استعمارcکه در آن 

باشد. شده میمقدار هزینه نرمال
(شده استعمارقدرت نسبی نرمال ) قابل محاسبه 62گر نیز با رابطه 

]:25است [

)62(௡ܲ = ቤ
௡ܥ

∑ ௜ܥ
ேഥ
௜ୀଵ

ቤ

هاي مستعمرهباشد. در این حال تعداد ها میتعداد امپراطوريഥܰکه در آن 
]:26شود [اولیه یک امپراطوري چنین محاسبه می

)63(നܰ௡ = round{ܰ ௡ܲ}
باشد. هاي موجود در جمعیت اولیه میتعداد کل مستعمرهܰکه در آن 

صورت مستعمره بهനܰ݊ام به تعدادn، براي امپراطوري )63(به رابطهبا توجه 
شود. تصادفی انتخاب می

شود کشورهاي مستعمره خود را به ساختار ي بعدي تلاش میدر مرحله
گر نزدیک کنند. در حین اجراي الگوریتم ممکن است کشورهاي استعمار
ها از نظر مقدار تابع هدف به موقعیت برتري دست یابند برخی از مستعمره

کل يیابد. هزینهگر تغییر میکه در این حالت موقعیت مستعمره و استعمار
݊ܥام (nامپراطوري 

]:25شود [) محاسبه می64ي (با رابطه)ݐ

௡ܥ)64(
௧ = ௡ܥ

௜௠௣ + ௡ܥߚ
௦

݊ܥکه در آن 
݊ܥهزینه امپراطوري مذکور، ݌݉݅

هاي مجموع هزینه مستعمرهݏ
. ]26[ضریب ثابتی بین صفر تا یک و نزدیک به یک است ߚامپراطوري و 

هاي ضعیف ها از امپراطوريها، مستعمرهپس از محاسبه هزینه امپراطوري
منظور در هر مرحله، شوند؛ بدینتر ملحق میجدا شده و به موارد قوي

هاي خود را گر که قدرت کمتري داشته باشد یکی از مستعمرههر استعمار
گیرد. میگرها براي تصاحب آن رقابت دراز دست داده و میان دیگر استعمار

یابد. این روند تا همگرایی الگوریتم به مقدار بهینه ادامه می

سازيي بهینهبندي مسئلهفرمول2-7-
باشند:) می65ي (صورت رابطهتابع هدف و قید مطرح در مسئله به

)65(

∫ ቀ
ݕܵ

ොߪ
− ቁܵܨ ݖ݀ سازي تابع               کمینه

ݕܵ
ෝߪ ≥ ܵܨ با توجه به قید

بیشینه مقادیر میدان تنش معادل در ොߪضریب اطمینان و FSکه در آن 
ي زمانی و در دو راستاي طول و زاویه است. براي و در طول بازهzراستاي 
) با استفاده از ∗ߪمایسز (-ابتدا مقدار تنش معادل فونොߪي مقدار محاسبه

) محاسبه شده و سپس بیشترین مقدار تنش براي هر نقطه در 66(يرابطه
شود. ي موجود محاسبه میي زاویهزمانی، طول قطعه و بازهيبازهدرzراستاي

∗ߪ)66( = ට(ݔߪ − 2(ߠߪ + ݔߪ
2 + ߠߪ

2 + ߠݔ߬)6
2 + ݖݔ߬

2 + ݖߠ߬
2 )

حجمی در محاسبات بهینه سازي، متغیرهاي طراحی همان مقادیر کسرهاي 
باشند.در هریک از نقاط کنترلی می

اعتبارسنجی8- 
اعتبارسنجی در چند مرحله و با استفاده از نتایج تجربی و تحلیلی موجود در 

هاي ي نخست، با تعیین فرکانسادبیات فن انجام گرفته است. در مرحله
[طبیعی سیستم، نتایج با گزارش ] در مورد 26هاي تجربی و تئوري آمابیلی 

هاي فلزي مقایسه شده است. مشخص است که در این حالت بار تهپوس
عبوري صفر است. 

اند: ي مرجع مشخصات چنیندر مطالعه

)67(

ܮ = 520 ݉݉, ܴ = 149.4 ݉݉, ℎ = 0.519 ݉݉
ߩ = 7800 ݇݃/݉ଷ, ොߩ = 1000 ݇݃/݉ଷ

ܧ = 198 ܽܲܩ
، طور که مشخص استدهد. هماننتیجه این مقایسه را نمایش می2شکل 

تطابق بسیار خوبی میان نتایج تجربی و نتایج پژوهش حاضر موجود است.
] ] انجام 8اعتبارسنجی دوم با استفاده از نتایج پژوهش شنگ و وانگ 

هاي میلادي پژوهشی در مورد پوسته2009یافته است. این محققان در سال 
ي پیزوالکتریک بدون سیال داخلی و تحت تاثیر بار هدفمند داراي لایه
صورت توانی درنظر گرفته اند. توزیع مواد در این مرجع بهمتحرك انجام داده

باشد:) می68شده و مطابق رابطه (

(ݖ)ߣ)68( = ൬
ݖ
ℎ

+
1
2

൰
ఈ

آلومینیوم ي ي هدفمند حاصل ترکیب دو مادهمطالعه این پژوهشگران، لایهدر
باشند. فرضیات و ابعاد میPZT-4ي پیزوالکتریک از جنس و زیرکونیا و لایه

اند:هندسی چنین

ܮ = 4000 mm
ܴ = 1000 mm
ℎ = 10 mm   , ℎ௣ = 1 mm
଴ߠ = π/4
ܸ = 80 m/s
ܨ = 50 kN

ߙ)69( = 1
نتایج این 3توان در این مرجع یافت. شکل دیگر خواص فیزیکی مواد را می

توافق خوبی آید،دهد. چنانچه از این شکل نیز برمیمقایسه را نمایش می
توان به صحت حل هم از میان نتایج موجود است. با انجام این دو مقایسه می

برد. متحرك پینظر وجود اثرات هیدرومکانیکی و همچنین از نظر وجود بار 

Fig.  2 Comparing the experimental data [26] with the results of the
present study for variation of the natural frequency in different
vibration modes

[2شکل  ] با نتایج مطالعه حاضر براي 26مقایسه نتایج تجربی برگرفته از منبع 
طبیعی در مدهاي ارتعاشی مختلفتغییرات فرکانس
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1

Fig.  3 Comparing the results for radial displacement provided by [8]
and the present study

[3شکل  ] با نتایج مطالعه حاضر در محاسبه 8مقایسه نتایج برگرفته از منبع 
جایی شعاعیجابه

نتایج9-
کاربید و سیلیکون2024آلومینیومترکیبباهدفمندلایهمطالعه،ایندر

درنظرگرفته شده است. مشخصات این PZT-4و لایه پیزوالکتریک از جنس 
ضریب پواسون براي تمام مواد موجود است. 2و 1مواد در جداول 

فرض شده است. ابعاد هندسی و فرضیات اعمال بار نیز 0.3برابر با
منظور تعیین تعداد جملات لازم شوند. بهمشاهده می3در جدول 

هاي فوریه آزمون همگرایی انجام گرفته که نشان از براي همگرایی سري
دارد. Nو Mتکرار براي هرکدام از مقادیر 30کفایت تعداد 

]27[کاربیدو سیلیکون2024خواص فیزیکی آلومینیوم 1جدول
Table 1 Physical properties of Al 2024 and SiC [27]

2024 AlSiC
E (GPa)78440

 ρ (kg/m3)29703190
SY (MPa)112490

]PZT-4]23خواص فیزیکی مورد استفاده براي 2جدول 
Table 2 Physical properties of PZT-4 [23]

C11 (GPa)138.499e31 (C/m2)-5.2
C22 (GPa)138.499e32 (C/m2)-5.2
C33 (GPa)114.754e33 (C/m2)15.08
C13 (GPa)73.643e24 (C/m2)12.72
C23 (GPa)73.643e15 (C/m2)12.72
C12 (GPa)77.371ξ11 (C2/Nm2)9-10×1.306
C44 (GPa)25.6ξ22 (C2/Nm2)9-10×1.306
C55 (GPa)25.6ξ33 (C2/Nm2)9-10×1.115
C66 (GPa)30.6P (C/˚Cm2)4-10×0.25
ρ (kg/m3)7500ν0.3

مشخصات مسئله حاضر3جدول 
Table 3 characteristics of the present problem

R (m)0.2
h (m)0.01
hp (m)0.001
L (m)1

q04/π
V (m/s)6
F (N)1400

طور قابل مشاهده است. همان4نمودار همگرایی الگوریتم طراحی در شکل 
تکرار تغییر چندانی در مقدار بهینه ایجاد 350شود پس از که مشاهده می

ي میان تنش مجاز و تنش معادل سازه را مقایسه5همچنین شکل شود. نمی
نشی شود تمامی نقاط سازه داراي تچه مشاهده میدهد. چناننمایش می

باشند. نزدیک به تنش مجاز بوده و تنیده می
توزیع درصد حجمی مواد در راستاي ضخامت براي سازه بهینه نیز در 

قابل مشاهده است. در این شکل درصد ذرات آلومینیوم موجود در هر 6شکل 
موقعیت نشان داده شده است. 

گیرينتیجه10-
ي عددي، رفتار مکانیکی پوسته- تحلیلیي روش حل در این پژوهش با ارائه

هدفمند با لایه پیزوالکتریک که در معرض اثرات هیدرومکانیکی و بار متحرك 
باشد، بررسی شده است. در این روش از تئوري مرتبه اول برشی و شعاعی می

ي معادله ماکسول استفاده شده است. خصوصیات فیزیکی و مکانیکی معادله
اشتریکمن تعیین -ي هاشینده از قانون اختلاط و رابطهمواد هدفمند با استفا

اند. براي بررسی اثرات هیدرومکانیکی از تابع پتانسیل استفاده شده و شده
سازي شده است. پس از تعیین معادلات حرکت، اندرکنش سیال و جامد شبیه

Fig. 4 Convergence diagram of the ICA
رقابت استعمارينمودار همگرایی الگوریتم4شکل 

Fig.  5 Comparing the distribution of effective stress and allowable
stress along the shell thickness

مقایسه توزیع تنش معادل با تنش مجاز در راستاي ضحامت پوسته5شکل 
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Fig. 6 Distribution of the volume fraction along the shell thickness
توزیع درصد حجمی مواد در راستاي ضخامت6شکل 

هاي فوریه و روش نیومارك حل شده است که این معادلات با ترکیب سري
با باشد.هاي دینامیکی و در نهایت مقادیر تنش میجایینتیجه آن تعیین جابه

منظور تنیده کردن سازي بهدست آمده تابع هدف بهینهیج بهاستفاده از نتا
سازه معرفی شده است تا نحوه توزیع مواد در لایه هدفمند با استفاده از 

منظور از ترکیب روش نقاط الگوریتم رقابت استعماري تعیین شود. بدین
یابی به کمک توابع هرمیت استفاده شده است. نتایج، کارایی کنترلی با میان

هاي سازي سازهروش پیشنهادي در بررسی رفتار مکانیکی و نیز بهینه
دهد؛ استفاده از روش نقاط کنترلی طراح را از اي هدفمند را نشان میپوسته

باشد فرض که باعث اعمال قید بر نحوه توزیع میمعرفی الگوي توزیع پیش
فارغ خواهد نمود.
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