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هاي  تحلیل بر پایۀ نظریۀ تغییرشکل. پردازداي هدفمند دوار می ي مرتبهپلاستیک استوانه -تغییرشکل الاستیکمقالۀ حاضر به مطالعۀ تحلیلی   
هاي توانی از مختصۀ شعاعی  صورت تابع مدول الاستیسیته، چگالی و تنش تسلیم به. اي انجام شده است صفحه-کوچک و براي حالت کرنش

براي ارزیابی و . بسته به معیار تسلیم ترسکا براي تحلیل تغییر شکل پلاستیک استفاده شده استآل وا از پلاستیسیتۀ ایده. اند فرض شده
که ) استوانۀ همگن و استوانۀ هدفمند با چگالی و تنش تسلیم ثابت(هاي خاص  ها، نتایج عددي با نتایج مشابه مربوط به حالت اعتبارسنجی تحلیل

هاي پیشین از  گاه اثر تغییر چگالی و تنش تسلیم، که در پژوهش آن. تبار نتایج نشان داده شده استدر مراجع پیشین موجود هستند، مقایسه و اع
پوشی از تغییر چگالی و  دهد چشم نتایج نشان می. پلاستیک استوانۀ هدفمند دوار بررسی شده است -پوشی شده، بر تغییر شکل الاستیک آن چشم

بینی مکان آغاز تسلیم و روند  هاي تنش و کرنش محاسبه شده، بلکه حتی در پیش جایی شعاعی و مؤلفه به اتواند در اندازة ج تنها می تنش تسلیم، نه
  .همراه داشته باشد ي تغییر شکل پلاستیک نیز خطاي قابل توجهی را به  گسترش ناحیه

  :کلید واژگان
  اي هدفمند مواد مرتبه

  استوانۀ توخالی دوار
  آل ایدهپلاستیک  - تغییر شکل الاستیک
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 In this paper, elastic- plastic deformation of a rotating hollow FGM cylinder is analytically studied 
based on small strain theory and for plane-strain state. Variation of elasticity modulus, density 
and yield stress are assumed to obey power-law functions of radial coordinate. Material was 
assumed to obey Tresca yield criterion and its associated flow rule. To evaluate and validate the 
presented analysis, numerical results were compared with previously published results for 
homogeneous and also FGM cylinder with constant density and yield stress, as two special cases. 
Then the effect of density and yield stress variation, which was not considered in the previous 
researches, was investigated on the elastic-plastic deformation of the FGM rotating cylinder. The 
results show that when the variation of density and yield stress is ignored, considerable 
differences may arise not only in the magnitude of computed radial displacement and stress and 
strain components, but also in predicting the pattern of yield initiation and also plastic zone 
development. 
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  مقدمه - 1
اي مرکب است که از دو جنس  یا مادة هدفمند، ماده 1اي هدفمند مادة مرتبه

اي که از یک سطح به سطح دیگر، ماده  گونه به. متفاوت تشکیل شده است
در نتیجه بر خلاف مواد . کند تدریج از یک جنس به جنس دیگر تغییر می به

صورت پیوسته تغییر  اي متداول، خواص فیزیکی مادة هدفمند به مرکب لایه
هاي مواد هدفمند  ترین شکل یب سرامیک و فلز، یکی از رایجترک. کنند می

 .است
گران  وسیلۀ پژوهش به 1984بار در سال  مواد هدفمند براي نخستین

                                                                                                                                           
1- Functionally graded material 

فضا  -این مواد ابتدا براي کاربردهاي هوا]. 1[ژاپنی ساخته و معرفی شد 
طراحی و ساخته شده بود، ولی در حال حاضر کاربردهاي دیگري مانند 

مایی، پوشش توربین گاز براي کاهش تورق و افزایش طول عمر، سپرهاي گر
پوشش حرارتی در موتورهاي بنزینی براي افزایش تراکم و راندمان، اجزاي 

اي را  هاي پلاسما براي راکتورهاي گداخت هسته هاي گرمایی و روکش مبدل
  ].1[توان براي مواد هدفمند برشمرد  می

هاي متفاوتی بر  گسترش مواد هدفمند، پژوهش  کاربرد روبه  با توجه به
در زمینۀ تحلیل رفتار الاستیک مخازن . رفتار این مواد صورت گرفته است

رفتار الاستیک ] 3[و توتونکو و اوزتورك ] 2[تحت فشار، فوکویی و یاماناکا 
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ل ضخیم هدفمند تحت فشار داخلی را با فرض مدو -استوانۀ جداره
به بررسی رفتار الاستیک ] 4[یو و یانگ . اند الاستیسیتۀ متغیر تحلیل کرده

کرة هدفمند تحت فشار داخلی با فرض مدول الاستیسیتۀ متغیر، در دو نوع 
هاي داخلی و خارجی همگن و  مخزن ساندویچی با لایۀ میانی هدفمند و لایه

رفتار ] 5[و و دونگ داي، ف. اند صورت کاملاً هدفمند، پرداخته نیز مخزن به
اي و کروي هدفمند تحت فشار داخلی و  مخزن استوانه 1مغناطیسی -الاستیک

ضریب  ومیدان مغناطیسی را با فرض تابع توانی براي مدول الاستیسیته 
اند که این متغیرها اثر  مطالعه کرده و نشان داده 2یسطینفوذپذیري مغنا

. مغناطیس و آشفتگی میدان جریان مغناطیس دارند -زیادي برتنش الاستیک
ضخیم تحت فشار  -رفتار الاستیک کرة هدفمند جداره] 6[اراسلان و اکیس 

داخلی را با فرض تغییرات خطی و نمایی مدول الاستیسیته تحلیل و نتایج دو 
با فرض تغییرات مدول ] 7[جباري و همکارانش . اند قایسه کردهحالت را م

گرمایی استوانۀ هدفمند در اثر  - الاستیسیته، به تحلیلی رفتار الاستیک
  .اند بارگذاري شعاعی متقارن پرداخته

اي و کروي  پلاستیک مخازن استوانه -در زمینۀ تحلیل رفتار الاستیک
بع توانی براي تغییرات مدول با فرض تا] 8[هدفمند، اراسلان و اکیس 

پلاستیک استوانۀ هدفمند تحت  - الاستیسیته و تنش تسلیم، رفتار الاستیک
  .اند فشار داخلی را تحلیل و نتایج را با نتایج مادة همگن مقایسه کرده

در بسیاري از مسائل صنعتی مانند سانتریفیوژها و موتورهاي استوانۀ دوار 
 -در زمینۀ تحلیل رفتار الاستیک و الاستیک .الکتریکی کاربرد اساسی دارند

. هاي زیادي انجام شده است پلاستیک استوانه و دیسک همگن دوار، پژوهش
] 10[، تیموشنکو و گودیر ]9[توان به کارهاي مندلسون  ها می ترین آناز مهم

  .اشاره کرد] 11[و چاکراباتی 
انتظار از هاي مورد  هاي مواد هدفمند و خواسته با توجه به ویژگی

افزایشی در صنایع  هاي هدفمند دوار کاربرد روبه هاي دوار، استوانه استوانه
توان به مواردي مانند موتورهاي الکتریکی،  که میاند،  مختلف پیدا کرده

ژنراتورهاي برق، راکتورها، سانتریفیوژهاي سرعت دورانی بالا، موتورهاي 
هاي ضد سایش و مقاوم در  نهاي سرعت دورانی بالا، یاتاقا پمپسرامیکی، 

  ].1[ها اشاره کرد  و ساخت دیوارة موشک برابر مواد شیمیایی، توربین گاز
هاي  با توجه به گسترش کاربرد استوانه و دیسک هدفمند دوار، پژوهش

 رفتار الاستیک] 12[اراسلان و اکیس . مختلفی در این زمینه انجام شده است
-اي و تنش صفحه-فرض حالت کرنش استوانه و دیسک هدفمند دوار را با

اي، در دو حالت تابع توانی و نمایی براي تغییرات مدول الاستیسیته  صفحه
] 13[کردخیلی و نقدآبادي . اند تحلیل و نتایج دو حالت را با هم مقایسه کرده

گرمایی دیسک و استوانۀ هدفمند توخالی و توپر دوار را با -رفتار الاستیک
صورت  مدول الاستیسیته و ضریب هدایت گرمایی به فرض تابع توانی براي

یو و همکارانش . اند تحلیلی بررسی و نتایج را با مادة همگن مقایسه کرده- نیمه
هاي توانی براي تغییرات مدول الاستیسیته، ضریب  با انتخاب تابع] 14[

گرمایی دیسک هدفمند دوار - انبساط گرمایی و چگالی، تغییرشکل الاستیک
  .اند صورت تحلیلی، مطالعه کرده اري گرمایی را بهتحت بارگذ

دوار را با فرض  3دیسک توخالی هدفمند ارتوتروپیک] 15[پنگ و لی 
هاي شعاعی و محیطی براي مدول  هاي توانی متفاوت در جهت تابع

با فرض تابع توانی ] 16[نژاد و رحیمی  زمانی. اند الاستیسیته، بررسی کرده
سیته و چگالی، رفتار الاستیک استوانۀ هدفمند دوار و براي تغییر مدول الاستی

 .اند تحت فشار داخلی و خارجی ثابت را تحلیل کرده
                                                                                                                                           
1- Magneto elasticity 
2- Magnetic permeability 
3- Orthotropic 

  
  وارة هندسه و پارامترهاي اصلی مسأله نمایش طرح 1شکل 

پلاستیک استوانۀ هدفمند دوار را بر  - رفتار الاستیک] 17[اراسلان و اکیس 
. اند وابسته به معیار ترسکا، تحلیل کردهپلاستیک کامل - اساس رفتار الاستیک

ها از تابع توانی براي تغییرات مدول الاستیسیته استفاده کرده، از اثر  آن
اند بر  ها نشان داده آن. اند پوشی کرده تغییرات چگالی و تنش تسلیم چشم

تواند از  اساس فرضیاتشان، بسته به پارامتر توان مدول الاستیسیته، تسلیم می
  .زمان از داخل و خارج شروع شود ارج یا همداخل، خ

پلاستیک استوانۀ هدفمند، - در زمینۀ تحلیل رفتار الاستیک و الاستیک
] 18[طهانی و طالبیان . هایی نیز در داخل کشور صورت گرفته است پژوهش

. اند اي هدفمند پرداخته هاي استوانه گرمایی مخزن-به تحلیل رفتار الاستیک
ضخیم -پلاستیک مخازن جداره- رفتارالاستیک ]19[حیدري و کاظمی 

ها رفتار سازه را بر اساس  آن. اند هدفمند تحت فشار داخلی را تحلیل کرده
 نتایج را برايآل وابسته به معیار تسلیم ترسکا تحلیل و  مدل پلاستیک ایده

کارگیري مخازن  اند به آنگاه نشان داده. اند بررسی کرده AlA359/SiCpجنس 
. تواند تحمل فشار داخلی را افزایش دهد جاي مخازن همگن، می به هدفمند

ضخیم -هاي جداره گرمایی استوانه- رفتار الاستیک] 20[قاجار و مهرابیانی 
ماند گرمایی تحلیل و توزیع  هاي پس را با در نظر گرفتن تنش هدفمند

  .اند دست آورده ماند گرمایی را به هاي پس تنش
دوار را هدفمند گرمایی دیسک -الاستیک ار رفت] 21[مهدوي و همکارانش 

  .اند با فرض ضخامت متغیر و توزیع غیریکنواخت شعاعی میدان دما تحلیل کرده
بر اساس جستجوي نگارندگان، تا کنون اثر تغییرات چگالی و تنش 

. پلاستیک استوانۀ هدفمند دوار، بررسی نشده است-تسلیم بر رفتار الاستیک
پلاستیک استوانۀ هدفمند دوار، -حلیل رفتار الاستیکهدف اصلی این مقاله، ت

 .با در نظر گرفتن تغییرات مدول الاستیسیته، چگالی و تنش تسلیم است
واره، هندسۀ مسألۀ مورد بررسی و پارامترهاي اصلی  صورت طرح به 1شکل 

  .دهد هندسی و بارگذاري را نشان می

 معادلات حاکم - 2

اي  بندي و بررسی نتاج در دستگاه استوانه ، فرمولمسألهبا توجه به هندسۀ 
(r,,z) در این مقاله مدول الاستیسیته، چگالی و ). 1شکل (شود  انجام و ارائه می

  .شوند از مختصۀ شعاعی فرض می) 1(هاي توانی  صورت تابع تنش تسلیم، به

)1(  

(ݎ)ܧ = ଴ܧ ቀ
ݎ
ܾ

ቁ
୬ಶ

 
(ݎ)ߩ = ଴ߩ ቀ

ݎ
ܾ

ቁ
୬ഐ

 

(ݎ)ߪ = ଴ߪ ቀ
ݎ
ܾ

ቁ
୬഑

 

ترتیب مقادیر مدول الاستیسیته، چگالی و  به ଴ߪو  ଴ߩ، ଴ܧ) 1(هاي  در رابطه
ݎتنش تسلیم در شعاع خارجی،  = در این مقاله از تغییرات ضریب . ، هستندܾ

  ].22[شود  پوشی می پواسون، چشم
و مقدار آن در  ܲصورت کلی با  خصوصیت مادي به) 1(هاي  اگر در رابطه
اه چگونگی روند تغییرات خصوصیت گ نشان داده شود، آن ଴ܲشعاع خارجی با 

Pഥبعد  مادي بی = ܲ/ ଴ܲ و چند مقدار  =(ܾ/ܽ)5/0ازاي نسبت شعاعی  به
مشاهده . نشان داده شده است 2، در شکل -n௉≤2 ≥2مختلف توان در بازة 

ازاي مقدار مثبت توان،  ازاي مقدار منفی توان، روند تابع نزولی و به شود به می
  .روند تابع صعودي است

ab

z



a

b r



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  ، براي مدل توانیPഥبعد دلخواه  نمودار تغییر خصوصیات مادي بی 2شکل 

  تحلیل رفتار الاستیک -2-1
  .شود بیان می) 2(صورت معادلۀ  معادلۀ حرکت استوانۀ دوار به

)2(  ݀
ݎ݀

(௥ߪݎ) − ఏߪ =  ଶ߱ଶݎߩ−

شود، کلی و  که در اصطلاح معادلۀ تعادل نیز گفته می) 2(معادلۀ حرکت 
پلاستیک بودن رفتار -چنین الاستیک یا الاستیک همگن بودن و هممستقل از 
  .ماده است

هاي کوچک و با توجه به تقارن محوري  با استفاده از نظریۀ تغییرشکل
اي  صفحه-جایی شعاعی براي حالت کرنش جابه-هاي کرنش مسأله، رابطه

  .است) 3(هاي  صورت رابطه به) طول بسیار بزرگ براي استوانه(

)3(  

ε௥ =
(ݎ)ݑ݀

ݎ݀
 

εఏ =
(ݎ)ݑ

ݎ
 

ε௭ = 0 
هاي شعاعی، محیطی و محوري  ترتیب مؤلفه به ε௭و  ε௥ ،εఏ) 3(هاي  در رابطه

  .جایی شعاعی است جابه uکرنش هستند و 
جایی  جابه- هاي کرنش با استفاده از قانون هوك و جایگذاري رابطه

هاي  صورت رابطه بهجایی شعاعی  هاي تنش بر حسب جابه ، رابطه)3(شعاعی 
  .آیند دست می به) 4(

)4(  

௥ߪ =
ܧ

(1 + ν)(1 − 2ν) ൭(1 − ν)
(ݎ)ݑ݀

ݎ݀
+ ν

(ݎ)ݑ
ݎ

൱
 

ఏߪ =
ܧ

(1 + ν)(1 − 2ν) ൭(1 − ν)
(ݎ)ݑ

ݎ
+ ν

(ݎ)ݑ݀
ݎ݀

൱
௭ߪ  = ν(ߪ௥ +  (ఏߪ

هاي شعاعی، محیطی و محوري  ترتیب مؤلفه به ௭ߪو  ఏߪ، ௥ߪ) 4(هاي  در رابطه
جایی شعاعی، در  هاي تنش بر حسب جابه با قرار دادن مؤلفه. تنش هستند

. دست خواهد آمد جایی شعاعی به معادلۀ تعادل، معادلۀ تعادل بر حسب جابه
شدة  بعد صورت بی جایی به حل تحلیلی معادلۀ دیفرانسیل تعادي بر حسب جابه

  .آید دست می به) 5(
)5(  uത(̅ݎ) = Cଵ̅ݎቀ

ష౤ಶషౡ
మ ቁ + Cଶr̅ቀష౤ಶశౡ

మ ቁ − Aଵωഥ ଶr̅൫୬ഐି୬ಶାଷ൯ 
چنین  هم. گیري هستند بعد انتگرال هاي بی ثابت C2و  C1) 5(در رابطۀ 

ωഥو  r̅ ،uതبعد  پارامترهاي بی ଶ شوند تعریف می) 6(هاي  بر اساس رابطه.  

)6(  

r̅ =
ݎ
ܾ

 

uത =
ݑ
ܾ  

ωഥ ଶ = ቆ
଴߱ଶܾଶߩ

଴ܧ
ቇ

 

  .آیند دست می به) 7(هاي  از رابطه) 5(نیز در رابطۀ  A1و  kبعد  هاي بی ثابت

k =
ඥnா

ଶ(νଶ − 2ν + 1) + nா (νଶ − 4ν) + 4 − 8ν + 4νଶ

(1 − ν)  

)7(  Aଵ =
൫2νଶ + ν − 1൯

ൣν൫4 + nఘ൯൫nఘ − nா + 2൯ − nఘ
ଶ + nఘ(nா − 6) − 8 + 3nா ൧

 

  .شوند تعریف می) 8(بعدشدة تنش بر اساس رابطۀ  هاي بی مؤلفه

)8(  σഥ௜ = ൬
௜ߪ

଴ܧ
൰

جایی  هاي تنش بر حسب جابه رابطهدر ) 5(جایی شعاعی  با جایگذاري جابه 
  .آیند دست می به) 9(هاي  صورت رابطه بعد به هاي بی شعاعی، تنش

σഥ୰ത =
1

(1 + ν)(1 − 2ν) × r̅୬ಶ × 

൛ν൫Cଵr̅୫భ + Cଶr̅୫మ − Aଵωഥ ଶr̅൫ଶା୬ഐି୬ಶ൯൯� + 

�−Aଵ൫3 + nఘ − nா൯ωഥ ଶr̅൫ଶା୬ഐି୬ಶ൯ൟ
  σഥఏ =

1
(1 + ν)(1 − 2ν) × r̅୬ಶ × 

൛(1 − ν)൫Cଵr̅୫భ + Cଶr̅୫మ − Aଵωഥ ଶr̅൫ଶା୬ഐି୬ಶ൯൯� + 

�−Aଵ൫3 + nఘ − nா൯ωഥ ଶr̅൫ଶା୬ഐି୬ಶ൯ൟ

)9(  
σഥ௭ =

ν
(1 + ν)(1 − 2ν) × r̅୬ಶ × {Cଵmଷr̅୫భ + Cଶmସr̅୫మ � 

−Aଵ൫4 + nఘ − nா൯ωഥ ଶr̅൫ଶା୬ഐି୬ಶ൯}
محاسبه ) 10(هاي  از رابطه) 9(هاي  در رابطه mସو  mଵ ،mଶ ،mଷهاي  ثابت
  .شوند می

)10(  

mଵ =
(−nா − k − 2)

2  
mଶ =

(−nா + k − 2)
2  

mଷ =
(−nா − k + 2)

2  
mସ =

(−nா + k + 2)
2 عبارتند از شرایط مرزي بدون تنش روي سطوح داخلی و شرایط مرزي مسأله  

  .شوند بیان می) 11(هاي  صورت رابطه خارجی استوانه که به

)11(  
σഥ୰ത ቆr̅ = ቀ

ܽ
ܾ

ቁቇ = 0
 σഥ୰ത(r̅ = 1) = 0 

در  Cଶو  Cଵگیري  انتگرالبعد  هاي بی ، ثابت)11(با استفاده از شرایط مرزي 
  .آیند می دست به) 12(هاي  صورت رابطه ، به)5(رابطۀ 

)12(  

Cଵ = −2 × Aଵ × Aଶ × ωഥ ଶ × 

1

ቂቀ௕
௔

ቁ
୫భ

− ቀ௕
௔

ቁ
୫మ

ቃ
× ൥൬

ܾ
ܽ

൰
൫ି୬ഐିସ൯

− ൬
ܾ
ܽ

൰
୫భ

൩

Cଶ = −2 × Aଵ × Aଷ × ωഥ ଶ × 

1

ቂቀ௕
௔

ቁ
୫భ

− ቀ௕
௔

ቁ
୫మ

ቃ
× ൥൬

ܾ
ܽ

൰
൫ି୬ഐିସ൯

− ൬
ܾ
ܽ

൰
୫మ

൩

  .شوند محاسبه می) 13(هاي  از رابطه) 12(در رابطۀ  Aଷو  Aଶهاي  ثابت
  Aଶ =

3 − νnఘ + νnா − 2ν + nఘ − nா

2ν − nா − k + νnா + νk
 

)13(  Aଷ =
3 − νnఘ + νnா − 2ν + nఘ − nா

−2ν − νnா − k + nா + νk
 

  بررسی شروع تسلیم و تعیین سرعت دورانی آستانۀ تسلیم -2-2
اي متناظر با آستانۀ تسلیم و بررسی شرایط  دست آوردن سرعت زاویه براي به

کارگیري معیار ترسکا  به. تسلیم، از معیار تسلیم ترسکا استفاده شده است
هاي  از طرفی ترتیب تنش. هاي اصلی است مستلزم مشخص شدن ترتیب تنش

 nா ،nఘ(، به مقدار عددي پارامترهاي توان )در این مسأله ௥ߪو  ௭ߪ، ఏߪ(اصلی 
بررسی انجام . ، وابسته استν، و ضریب پواسون، (ܽ/ܾ)ها،  ، نسبت شعاع)nఙو 

n   =P    2

n   =P    -1

n   =   -2P

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0

1

2

3

4

n   =P    0

n   =P    1
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ازاي مقادیر عددي مورد بررسی در این  دهد به ، نشان می]23[شده در مرجع 
بنابراین معیار . است ௥ߪ<௭ߪ<ఏߪورت ص هاي تنش همواره به مقاله، ترتیب مؤلفه
 .تبدیل خواهد شد) 14(صورت رابطۀ  بعدشده، به تسلیم ترسکاي بی

)14(  σഥఏ − σഥ୰ത = ൬
଴ߪ

଴ܧ
൰ r̅௡഑ = σഥ଴r̅௡഑

.شود معرفی می) 15(، بر اساس رابطۀ σഥ୘୰ୣୱୡୟبعد ترسکا،  تنش بی 
 )15(  σഥ୘୰ୣୱୡୟ =
(σഥఏ − σഥ୰ത)

σഥ଴
− r̅௡഑

، صورت بسط داده شدة تنش )15(بعد در رابطۀ  هاي بی با جایگذاري تنش 
ها و  پس از جایگذاري عبارت. شود ، استخراج میσഥ୘୰ୣୱୡୟبعد ترسکا،  بی

.آید دست می به) 16(صورت رابطۀ  سازي، نتیجه به ساده
 

)16( 

σഥ୘୰ୣୱୡୟ = ൬
1

1 + ߥ
൰ ቆ

ωഥ ଶ

σഥ଴
ቇ ଵr̅௡ಶܣ × ቄ|

.
� 2

ቀ௕
௔

ቁ
௠భ

− ቀ௕
௔

ቁ
௠మ × 

൥݉ଵܣଶ ൭൬
ܾ
ܽ

൰
൫ି௡ഐିସ൯

− ൬
ܾ
ܽ

൰
௠భ

൱ r̅௠భ � 

�+݉ଶܣଷ ൭൬
ܾ
ܽ

൰
൫ି௡ഐିସ൯

− ൬
ܾ
ܽ

൰
௠మ

൱ r̅௠మ൩ 

�+൫2 − ݊ா + ݊ఘ൯ × r̅൫ଶି௡ಶା௡ഐ൯ൟ − r̅௡഑

بعدي است که اندازة بارگذاري را  ، پارامتر بی൫ωഥ/ඥσഥ଴൯، کسر )16(در رابطۀ 
بعد نیز  اي، این پارامتر بی اي که با افزایش سرعت زاویه گونه به. دهد نشان می

در بررسی و تحلیل نتایج، با توجه به نقش این پارامتر . بزرگتر خواهد شد
.شود تعریف می) 17(بعد بارگذاري بر اساس رابطۀ  پارامتر بی

 )17(  Ω =
ωഥ

ඥσഥ଴
بعد ترسکا،  اي کوچک، تنش بی هاي زاویه ازاي سرعت در شروع بارگذاري و به 

σഥ୘୰ୣୱୡୟ  بر حسبr̅ 1اما در سرتاسر ناحیۀ . متغیر است(ܽ/ܾ) ≤ r̅  منفی ≥
، Ωاي و در نتیجه افزایش پارامتر  تدریج با افزایش سرعت زاویه به. خواهد بود

بعد بارگذاري  اي خاص، که متناظر با پارامتر بی ازاي یک سرعت زاویه به
، rشود، در یک مقدار مشخص از  نشان داده می Ω୷آستانۀ تسلیم است و با 

بنابراین شروع تسلیم . برابر صفر خواهد شد، σഥ୘୰ୣୱୡୟبعد ترسکا،  تنش بی
  .شود بار برابر صفر می ، براي نخستینσഥ୘୰ୣୱୡୟاي است که تنش  لحظه

ازاي مقدار  اي متناظر با شروع تسلیم، به براي تعیین سرعت زاویه
، طی νو ضریب پواسون،  nఙو  nா ،nఘهاي  ، توان(ܽ/ܾ)مشخصی براي نسبت 

تابع  ،Ωبعد بارگذاري،  پارامتر بی افزایش تدریجییک فرآیند سعی و خطا و با 
σഥ୘୰ୣୱୡୟ(r̅) بعد بارگذاري آستانۀ تسلیم،  پارامتر بیاي که  گونه به. شود سم میر

Ω୷بار  ازاي آن نخستین ، که بهσഥ୘୰ୣୱୡୟ(r̅) چنین  شود و هم برابر صفر می
  .موقعیت شروع تسلیم، مشخص شود

  پلاستیک- تحلیل رفتار الاستیک -2-3
پلاستیک استوانۀ هدفمند دوار، بسته به مقدار -رفتار الاستیکدر تحلیل 

زمان از داخل و  پارامترهاي توان، تسلیم ممکن است از داخل، خارج یا هم
سپس . شود در ادامه ابتدا روند و معادلات کلی حل ارائه می. خارج شروع شود

زمان  براي سه حالت شروع تسلیم از داخل، شروع تسلیم از خارج و شروع هم
در این . صورت جداگانه ارائه خواهد شد تسلیم از داخل و خارج، حل مسأله به

، پارامترهاي توان در ν=3/0مقاله، نتایج عددي با فرض ضریب پواسون 
ارائه  (ܾ/ܽ)=55/0و  (ܾ/ܽ)=5/0ها  و نسبت شعاع -n௜≤2≥2محدودة 

هاي متداولی هستند که در مراجع دیگر مانند  این مقدارها، انتخاب. شوند می
  .اند نیز استفاده شده] 17[و ] 5[

  هاي الاستیک و پلاستیک توزیع تنش در ناحیه -1- 2-3
با رشد ناحیۀ پلاستیک، نسبت شعاع داخلی به خارجی ناحیۀ الاستیک 

ݎ൫ୣباقیماندة استوانه  ୮/ܾ൯ ݎୣبد که یا افزایش می ୮  شعاع دایرة مرز ناحیۀ
نشان داده شده است که تغییرات ] 23[در مرجع . الاستیک و پلاستیک است
ها و در نتیجه رابطۀ بر ترتیب تنش 5/0(ܾ/ܽ)≥≥1 نسبت شعاعی در محدودة

، رابطۀ ]23[با توجه به نتایج مرجع . شده، تأثیري ندارد معیار ترسکاي تشکیل
  .خواهد بود) 18(رابطۀ صورت  تسلیم ترسکا به

)18(  σഥఏ − σഥ୰ത = σഥଢ଼(r̅)
 

با رشد ناحیۀ پلاستیک، بخشی از مقطع استوانه همچنان در حالت الاستیک باقی 
، که مستقل از رفتار الاستیک ))2(معادلۀ (گیري از رابطۀ تعادل  با انتگرال. ماند می

ایجاد  شعاعی  ، تنش)18(و پلاستیک است، و نیز استفاده از رابطۀ تسلیم ترسکا 
  .آید دست می به) 19(شدة  بعد صورت بی شده در ناحیۀ پلاستیک به

)19(  σഥ୰ത =
σഥ଴

nఙ
r̅୬഑ −

ωഥ ଶ

൫nఘ + 2൯
r̅൫୬ഐାଶ൯ + Cଷ

تنش محیطی با استفاده از رابطۀ تنش تسلیم ترسکا و تنش شعاعی و تنش  
هاي الاستیک و  طولی با توجه به صفر بودن کرنش طولی کل و نیز بخش

  .شوند محاسبه می) 20(هاي  رابطهپلاستیک کرنش طولی، بر اساس 

)20(  σഥఏ = σഥ୰ത + σഥଢ଼(r̅)
 σഥ௭ = ν(σഥ୰ത + σഥఏ) 

  حالت اول؛ شروع تسلیم از شعاع داخلی استوانه - 2- 2-3
در رابطۀ  Cଷ، ثابت 3در شرایطی که تسلیم از شعاع داخلی شروع شود، شکل 

  .شود محاسبه می) 21(با استفاده از شرط مرزي ) 19(

)21(  σഥ୰ത ቆr̅ = ቀ
ܽ
ܾ

ቁቇ = 0
دست  به) 22(هاي  بعد تنش، مطابق رابطه هاي بی، مؤلفهCଷثابت با جایگذاري  

  .خواهند آمد

)22(  

σഥ୰ത = ൬
σഥ଴

nఙ
൰ ൤r̅୬഑ − ቀ

ܽ
ܾ

ቁ
୬഑

൨ + 

ωഥ ଶ

൫nఘ + 2൯
ቈቀ

ܽ
ܾ

ቁ
൫୬ഐାଶ൯

− r̅൫୬ഐାଶ൯቉

σഥఏ = ൬
σഥ଴

nఙ
൰ ൤(1 + nఙ)r̅୬഑ − ቀ

ܽ
ܾ

ቁ
୬഑

൨ + 

ωഥ ଶ

൫nఘ + 2൯
ቈቀ

ܽ
ܾ

ቁ
൫୬ഐାଶ൯

− r̅൫୬ഐାଶ൯቉

σഥ௭ = ν ൤൬
σഥ଴

nఙ
൰ ൬−2 ቀ

ܽ
ܾ

ቁ
୬഑

+ (nఙ + 2)r̅୬഑൰� + 

� 2 
ωഥ ଶ

൫nఘ + 2൯
ቆቀ

ܽ
ܾ

ቁ
൫୬ഐାଶ൯

− r̅൫୬ഐାଶ൯ቇ቉

شوند،  مبهم می) 22(هاي  ، که رابطهnఙبراي  0و  - 2ازاي دو مقدار  به
براي مثال . آیند دست می به) 22(هاي  هاي تنش با حد گرفتن از رابطه مؤلفه

  .شوند نتیجه می) 23(هاي  صورت رابطه هاي تنش به مؤلفه =0nఙازاي  به

)23(  

σഥ୰ത =
1
2

ωഥ ଶ ൤ቀ
ܽ
ܾ

ቁ
ଶ

− r̅ଶ൨ + σഥ଴ ቂln(r̅) − ln ቀ
ܽ
ܾ

ቁቃ

σഥఏ =
1
2

ωഥ ଶ ൤ቀ
ܽ
ܾ

ቁ
ଶ

− r̅ଶ൨ + σഥ଴ ቂln(r̅) − ln ቀ
ܽ
ܾ

ቁ + 1ቃ

σഥ௭ = ν ൬ωഥ ଶ ൤ቀ
ܽ
ܾ

ቁ
ଶ

− r̅ଶ൨ + 2σഥ଴ ቂln(r̅) − ln ቀ
ܽ
ܾ

ቁቃ൰

است که در آن از تغییرات تنش ] 17[همان نتایج مرجع ) 23(هاي  رابطه
  .فرض شده است =0nఙپوشی و  تسلیم چشم

هاي ناحیۀ الاستیک، که از قانون هوك  مربوط به تنش Cଶو  Cଵهاي ثابت
کنند، با استفاده از شرایط مرزي پیوستگی تنش در مرز ناحیۀ  پیروي می

  .شوند ، محاسبه می)24(الاستیک و ناحیۀ پلاستیک، رابطۀ 

)24(  
�σഥ୰ത|ୣ୪ୟୱ୲୧ୡ൫r̅ = r̅ୣ୮൯ = �σഥ୰ത|୮୪ୟୱ୲୧ୡ൫r̅ = r̅ୣ୮൯

 �σഥ୰ത|ୣ୪ୟୱ୲୧ୡ(r̅ = 1) = 0
پلاستیک است که بر -مرز ناحیۀ الاستیک شعاع r̅ୣ୮، )24(هاي  در رابطه 

  .شود تعریف می) 25(اساس رابطۀ 
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  شروع تغییرشکل پلاستیک از شعاع داخلی 3شکل 

  
  شروع تغییرشکل پلاستیک از شعاع خارجی 4شکل 

  
  زمان تغییرشکل پلاستیک از شعاع داخلی و شعاع خارجی شروع هم 5شکل 

)25(  r̅ୣ୮ = ቀ
ݎୣ ୮

ܾ
ቁ 

  .شوند تبدیل می) 26(هاي  از بسط دادن، به رابطهپس ) 24(شرایط مرزي 

  

ν(Cଵ + Cଶ − Aଵωഥ ଶ) + (1 − ν) ቈCଵ
(−nா − k)

2
+� 

�Cଶ
(−nா + k)

2
− Aଵωഥ ଶ൫3 + nఘ − nா൯቉ = 0

)26(  

σഥ଴

nఙ
൤r̅୬഑ − ቀ

ܽ
ܾ

ቁ
୬഑

൨ +
ωഥ ଶ

൫nఘ + 2൯
ቈቀ

ܽ
ܾ

ቁ
൫୬ഐାଶ൯

− r̅൫୬ഐାଶ൯቉ 

=
଴ r̅୬ಶܧ

(1 + ν)(1 − 2ν)  ν [Cଵ r̅ୣ୮
୫భ + Cଶ r̅ୣ୮

୫మ 

−Aଵ ωഥ ଶ r̅ୣ୮
൫ଶା୬ഐି୬ಶ൯] +

(1 − ν)
2

[Cଵ (−nா − k)r̅ୣ୮
୫భ  

+Cଶ (−nா + k)r̅ୣ୮
୫మ  

−2Aଵ൫3 + nఘ − nா ൯ ωഥ ଶ r̅ୣ୮
൫ଶା୬ഐି୬ಶ൯]

گاه بر اساس روابط  و آن Cଶو  Cଵهاي ، ثابت)26(زمان دو رابطۀ  با حل هم
  .شوند هاي ناحیۀ الاستیک تعیین می ، تنش)4(قانون هوك 

  حالت دوم؛ شروع تسلیم از شعاع خارجی استوانه -3- 2-3
، از شرط مرزي 4در صورتی که تسلیم از شعاع خارجی شروع شود، شکل 

  .شوداستفاده می Cଷي ثابت جهت محاسبه) 27(
)27(  σഥ୰ത(r̅ = 1) = 0 

  .آیند دست می به) 28(هاي  ها مطابق رابطه، تنشCଷپس از جایگذاري ثابت 

  σഥ୰ത =
σഥ଴

nఙ
(r̅୬഑ − 1) +

ωഥ ଶ

൫nఘ + 2൯
ൣ1 − r̅൫୬ഐାଶ൯൧

 
  σഥఏ =

σഥ଴

nఙ
[(1 + nఙ)r̅୬഑ − 1] +

ωഥ ଶ

൫nఘ + 2൯
ൣ1 − r̅൫୬ഐାଶ൯൧

 

)28(  σഥ௭ =
νσഥ଴

nఙ
[(2 + nఙ)r̅୬഑ − 2] +

2νωഥ ଶ

൫nఘ + 2൯
ൣ1 − r̅൫୬ഐାଶ൯൧ 

مبهم ) 28(هاي  ، که رابطهnఙبراي  0و  -2ازاي دو مقدار  در این حالت نیز به
. آیند دست می به) 28(هاي  هاي تنش با حد گرفتن از رابطه شوند، مؤلفه می
  .شوند نتیجه می) 29(هاي  صورت رابطه هاي تنش به مؤلفه =0nఙازاي  به

)29(  

σഥ୰ത = ቆ
ωഥ ଶ

2
ቇ [1 − r̅ଶ] + σഥ଴ ቂln(r̅) − ln ቀ

ܽ
ܾ

ቁቃ
 

σഥఏ = ቆ
ωഥ ଶ

2
ቇ [1 − r̅ଶ] + σഥ଴ ቂln(r̅) − ln ቀ

ܽ
ܾ

ቁ + 1ቃ
 

σഥ௭ = ν ቀωഥ ଶ[1 − r̅ଶ] + 2σഥ଴ ቂln(r̅) − ln ቀ
ܽ
ܾ

ቁቃቁ

  زمان تسلیم از شعاع داخلی و خارجی استوانه حالت سوم؛ شروع هم -4- 2-3
، 5زمان از شعاع داخلی و خارجی آغاز شود، شکل در حالتی که تسلیم هم

اي معین، شش مجهول محاسبه شوند که  ازاي سرعت زاویه لازم است به
، دو ))6(در معادلۀ  Cଶو  Cଵ(جایی ناحیۀ الاستیک  جابهعبارتند از دو ثابت 
در ) 36(در معادلۀ  Cସ(هاي پلاستیک  جایی در ناحیهثابت مربوط به جابه

  ).5شکل ( r̅ୣ୮ଶو  r̅ୣ୮ଵهاي مرزي چنین شعاع و هم) ادامه
  .شوند محاسبه می) 30(این شش مجهول از شش شرط مرزي 

)30(  

�σഥ୰ത|ୣ୪ୟୱ୲୧ୡ൫r̅ = r̅ୣ୮ଵ൯ = �σഥ୰ത|୮୪ୟୱ୲୧ୡ൫r̅ = r̅ୣ୮ଵ൯
 �uത|ୣ୪ୟୱ୲୧ୡ൫r̅ = r̅ୣ୮ଵ൯ = �uത|୮୪ୟୱ୲୧ୡ൫r̅ = r̅ୣ୮ଵ൯

 �σഥఏ|ୣ୪ୟୱ୲୧ୡ൫r̅ = r̅ୣ୮ଵ൯ − �σഥ୰ത|ୣ୪ୟୱ୲୧ୡ൫r̅ = r̅ୣ୮ଵ൯ = σഥଢ଼ �σഥ୰ത|ୣ୪ୟୱ୲୧ୡ൫r̅ = r̅ୣ୮ଶ൯ = �σഥ୰ത|୮୪ୟୱ୲୧ୡ൫r̅ = r̅ୣ୮ଶ൯
 �uത|ୣ୪ୟୱ୲୧ୡ൫r̅ = r̅ୣ୮ଶ൯ = �uത|୮୪ୟୱ୲୧ୡ൫r̅ = r̅ୣ୮ଶ൯

 �σഥఏ|ୣ୪ୟୱ୲୧ୡ൫r̅ = r̅ୣ୮ଶ൯ − �σഥ୰ത|ୣ୪ୟୱ୲୧ୡ൫r̅ = r̅ୣ୮ଶ൯ = σഥଢ଼  که تغییرشکل  ، با فرض آن)30(براي حل دستگاه شش معادله، شش مجهول
 r̅ୣ୮ଵزمان از داخل و خارج پیشروي کرده باشد، یک مقدار براي  پلاستیک هم

(ܾ/ܽ)1در بازة  ≤ r̅ୣ୮ଵ هاي دیگر محاسبه  انتخاب و سپس مجهول ≥
دست آید و  اي یک مقدار حقیقی به گاه اگر براي سرعت زاویه آن. شوند می
1r̅ୣ୮ଵدر محدودة  r̅ୣ୮ଶعلاوه شعاع مرزي  به ≤ r̅ୣ୮ଶ باشد، فرض شروع و  ≥

در . زمان تغییرشکل پلاستیک از داخل وخارج صحیح بوده است پیشروي هم
زمان تغییرشکل پلاستیک از داخل و خارج براي  صورت پیشروي هم غیر این

  .پذیر نبوده است انتخابی، امکان r̅ୣ୮ଵازاي  مسألۀ مورد بررسی وبه
ي پلاستیک از نتایج عددي مربوط به بررسی چگونگی پیشروي ناحیه

، در بخش نتایج و بحث، ارائه 7و  6، 5هاي  داخل و خارج استوانه در شکل
  .شده است

  هاي الاستیک و پلاستیک جایی و کرنش در ناحیه توزیع جابه - 5- 2-3
صورت  هها همواره ب پیشتر بیان شد که در محدودة مورد بررسی، ترتیب تنش

در نتیجه بر اساس قانون جریان وابسته به معیار ترسکا، . است ௥ߪ<௭ߪ<ఏߪ
  .شود هاي کرنش پلاستیک نتیجه می براي مؤلفه) 31(هاي  رابطه

)31(  εఏ
୮ = −ε௥

୮

 ε௭
୮ = ) 32(صورت رابطۀ  جایی شعاعی به رابطۀ کرنش کل شعاعی و محیطی با جابه 0

  .است

)32(  

ε௥ = ൬
ݑ݀
ݎ݀

൰ = ൬
݀uത
݀r̅

൰ 
εఏ = ቀ

ݑ
ݎ

ቁ = ൬
uത
r̅

൰ 

الاستیک
پلاستیک

rep
b

a

rep

الاستیک
پلاستیک

a

b

rep2

الاستیک
پلاستیک

پلاستیک

a

rep1

b
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هاي کرنش  و با توجه به صفر بودن جمع مؤلفه) 32(هاي  با استفاده از از رابطه
  .آید دست می به) 33(، معادلۀ ))31( رابطۀ(پلاستیک 

)33(  ε௥ + εఏ = ൫ε௥
ୣ + ε௥

୮൯ + ൫εఏ
ୣ + εఏ

୮൯ = ε௥
ୣ + εఏ

ୣ =
݀uത
݀r̅

+
uത
r̅ هاي الاستیک و پلاستیک  گر بخش ترتیب بیان به pو  eهاي  که بالانویس 

صورت معادلۀ  به این ترتیب با استفاده از قانون هوك، نتیج به. کرنش هستند
  .آید دست می به) 34(

)34(  ݀uത
݀r̅

+
uത
r̅

=
1

r̅୬ಶ
[(1 − ν)(σഥ୰ത + σഥఏ) − 2νσഥ௭]

هاي الاستیک و پلاستیک  با استفاده از رابطۀ تسلیم ترسکا و اینکه بخش 
بر حسب تنش ) 35(صورت رابطۀ  به) 34(رابطۀ کرنش طولی صفر است، 

  .شود شعاعی بسط داده می
)35(  ݀uത

݀r̅
+

uത
r̅

=
1

r̅୬ಶ
(1 − ν − νଶ)(2σഥ୰ത + σഥଢ଼)

در ) 19(دست آمده در ناحیۀ پلاستیک از رابطۀ  با جایگذاري تنش شعاعی به 
جایی شعاعی مربوط به ناحیۀ  ، معادلۀ دیفرانسیل حاکم بر جابه)35(معادلۀ 

جایی شعاعی  از حل این معادلۀ دیفرانسیل، جابه. آید دست می پلاستیک به
 .آید دست می به) 36(صورت رابطۀ  بعدشده در ناحیۀ پلاستیک به بی

)36(

uത(r̅)
r̅

=
(1 − ν − 2νଶ)

൫nఘ + 2൯
×

2
(−nா + 2)nఙ

× 

ቊ 
1

r̅୬ಶ
ቈ൫nఘ + 2൯σഥ଴ ቀ

ܽ
ܾ

ቁ
୬഑

− ωഥ ଶnఙ ቀ
ܽ
ܾ

ቁ
൫୬ഐାଶ൯

቉� 

− 
2ωഥ ଶr̅൫ି୬ಶା୬ഐାଶ൯

൫nா − nఘ − 4൯
 

�+
σഥ଴൫nఙnఘ + 2nఙ + 2nఘ + 4൯r̅(୬഑ି୬ಶ)

nఙ(nா − nఙ − 2) +
Cସ

r̅ଶ ቋ

جایی شعاعی در  ، با استفاده از شرط پیوستگی جابه)36(در رابطۀ  Cସثابت 
  .شود ، محاسبه می))37(رابطۀ (مرز ناحیۀ الاستیک و پلاستیک 

)37(  �uത|ୣ୪ୟୱ୲୧ୡ൫r̅ = r̅ୣ୮൯ = �uത|୮୪ୟୱ୲୧ୡ൫r̅ = r̅ୣ୮൯
) 32(جایی شعاعی، با استفاده از روابط  و محاسبۀ جابه Cସپس از تعیین ثابت  

در نهایت بخش . هاي شعاعی و محیطی کل محاسبه خواهند شد کرنش
الاستیک کرنش با استفاده از قانون هوك و بخش پلاستیک کرنش، از تفاضل 

  .کرنش کل و کرنش الاستیک محاسبه خواهند شد

  نتایج عددي و بحث - 3
تلزم انتخاب مقدار عددي مشخص براي ضریب بررسی عددي نتایج، مس

با ] 17[قبلاً اشاره شد در مرجع . است (ܾ/ܽ)هاي شعاعی  پواسون و نسبت
پلاستیک -پوشی از اثر تغییرات چگالی و تنش تسلیم، رفتار الاستیک چشم

براي نشان دادن اهمیت اثر تغییرات . بررسی شده است استوانۀ هدفمند دوار
پلاستیک استوانۀ هدفمند دوار و -ر رفتار الاستیکچگالی و تنش تسلیم ب

و  =3/0ν، همانند مقادیر این مرجع، ]17[مقایسۀ نتایج با نتایج مشابه مرجع 
چنین پارامترهاي توان در  هم. اند انتخاب شده (ܾ/ܽ)=55/0و  (ܾ/ܽ)=5/0

  .است] 17[و ] 5[که مشابه انتخاب مراجع   در نظر گرفته شده - n௜≤2≥2بازة 
براي  5/0≥(ܾ/ܽ)≥1ازاي بازة  نشان داده شده است به] 23[مرجع در 

ترتیب  -n௜≤2≥2ازاي پارامترهاي توان در بازة  نسبت شعاعی و نیز به
ఏߪصورت  هاي تنش به مؤلفه ௭ߪ< > در نتیجه شکل رابطۀ تسلیم . است ௥ߪ

  .باقی خواهد ماند) 18(صورت رابطۀ  ترسکا به

  ارزیابی و اعتبارسنجی -3-1
براي ارزیابی و اعتبارسنجی روابط و تحلیل ارائه شده، ابتدا با استفاده از روابط 

اي آستانۀ تسلیم براي استوانۀ همگن  ارائه شده در بخش قبل، سرعت زاویه
با قرار دادن . شود دوار استخراج و با نتایج مراجع پیشین مقایسه می

0nா =nఘ=nఙ= ت آمده دربخش پیش به دس براي پارامترهاي توان، روابط به
صورت حل  در این. روابط مربوط براي استوانۀ دوار همگن تبدیل خواهند شد

) 38(اي آستانۀ تسلیم به معادلۀ  منظور محاسبۀ سرعت زاویه این روابط به
  .است] 24[انجامد که همان نتیجۀ ارائه شده در مرجع  می

)38(  
Ω୷ =

ωഥ

ඥσഥ଴
= 2 ൬

ܾ
ܽ

൰ ඩ
(1 − ν)

(1 − 2ν) + (3 − 2ν) ቀ௕
௔

ቁ
ଶ

چنین در ادامه و هنگام بررسی اثر پارامترهاي توان، نتایج تحلیل این مقاله  هم
که در آن از تغییرات چگالی و ] 17[با نتایج مشابه مرجع  =0nఘ=nఙدر حالت 

پوشی شده، مقایسه و اعتبار نتایج تحلیل ارائه شده در این  تنش تسلیم چشم
  .شود مقاله نشان داده می

  ي پلاستیکپیشروي ناحیه -3-2
اي از مقدار متناظر با شروع تسلیم، ناحیۀ تغییرشکل  با افزایش سرعت زاویه

در این قسمت، روند رشد مرز . یابد پلاستیک در استوانه گسترش می
  .شود اي، بررسی می هاي الاستیک و پلاستیک با افزایش سرعت زاویه ناحیه

پیشرفت  6کل در ش. شودابتدا نتایج مربوط به مادة همگن بررسی می
در این . نشان داده شده استپارامتر بارگذاري ي پلاستیک با افزایش ناحیه

 نشانگر Ω୤୮نشانگر پارامتر بارگذاري متناظر با شروع تسلیم و  Ω୷شکل 
. صورت کامل پلاستیک شده است پارامتر بارگذاري است که در آن استوانه به

گر اعتبار  نشان] 17[ه مرجع انطباق نتایج تحلیل این مقاله با نتایج مشاب
  .تحلیل این مقاله است

همگن، با  استوانۀشود، براي  مشاهده می 6گونه که در شکل همان
پلاستیک از شعاع  ۀاي، تسلیم ازداخل شروع و ناحی افزایش سرعت زاویه

ازاي  به. یابد سمت شعاع خارجی استوانه گسترش می داخلی رشد کرده و به
3/0ν=  بیشینه که باعث پلاستیک کامل  پارامتر بارگذاري، =(ܾ/ܽ)5/0و

است که منطبق بر نتیجۀ مرجع  =35956/1Ω୤୮شود برابر با  شدن استوانه می
  .است] 17[

ي هدفمند دوار، در  ي پلاستیک براي استوانه در ادامه، پیشروي ناحیه
  .شود ، بررسی می)=0nఘ=nఙ(حالتی که تنها مدول الاستیسیته متغیر باشد، 

  

  
هاي الاستیک و پلاستیک با افزایش پارامتر بارگذاري، پیشروي مرز ناحیه 6شکل 

  =(ܾ/ܽ)5/0و  =3/0νازاي  براي استوانۀ دوار همگن، به

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
1.0

1.1

1.2

1.3

1.4
1.35956

1.05830y

fp
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ازاي  زمان از شعاع داخلی و خارجی بهي پلاستیک همپیشروي ناحیه 7شکل 

55/0(ܽ/ܾ)= ،3826/1nா=  0وnఘ=nఙ=  

  
پلاستیک با افزایش پارامتر بارگذاري، با در نظر -الاستیکپیشروي مرز  8شکل 

  گرفتن تغییرات چگالی و تنش تسلیم

  
بر حسب مقدار پارامتر توان، با در نظر گرفتن تغییرات  Ω୤୮و  Ω୷نمودار  9شکل 

  =(ܾ/ܽ)5/0ازاي  چگالی و تنش تسلیم، به

  
 307/1Ωو ) =3826/1nா= )0nఘ=nఙ، =(ܾ/ܽ)55/0ازاي  هاي تنش به مؤلفه 10شکل 

  ، گسترش تسلیم از داخل و خارج=

ازاي پارامتر  پیشروي ناحیۀ پلاستیک را براي استوانۀ هدفمند دوار، به 7شکل 
3826/1nாتوان  = ،)0nఘ = nఙ ، نشان =(ܾ/ܽ)55/0و نسبت شعاعی  ،)=

زمان از داخل و خارج  شود که براي این حالت، تسلیم هم مشاهده می. دهد می
اي،  در ادامه و با افزایش سرعت زاویه. شود شروع می =2878/1Ω୷ازاي  و به

زمان از داخل و خارج گسترش یافته و در سرعت  ناحیۀ پلاستیک هم
3093/1Ω୤୮ 7483/0r̅بعد  در شعاع بی = داخلی و دو ناحیۀ پلاستیک  =

در این حالت نیز نتایج این مقاله منطبق بر نتایج . رسند خارجی به هم می
  .است] 17[مرجع 

اکنون براي بررسی اثر و اهمیت در نظر گرفتن تغییرات چگالی و تنش 
ازاي مقدارهاي  تسلیم، پیشروي ناحیۀ پلاستیک براي استوانۀ هدفمند دوار، به

nா(مساوي پارامتر توان  =nఘ=nఙ( نمودار پیشروي 8شکل . شود بررسی می ،
، 0، - 1، -2و پنج مقدار  =(ܾ/ܽ)5/0ازاي نسبت شعاعی  ناحیۀ پلاستیک را به

  .دهد براي پارامترهاي توان، نشان می 2و  1
شود در حالتی که هر سه پارامتر توان مساوي باشند، تسلیم  مشاهده می

ع بیرونی گسترش سمت شعا همواره از داخل شروع و ناحیۀ پلاستیک به
چنین با افزایش مقدار پارامتر توان، روند شروع تسلیم تا گسترش  هم. یابد می

اي کوچکتري رخ  هاي زاویه کامل ناحیۀ پلاستیک در کل مقطع، در سرعت
  .نیز نشان داده شده است 9صورت جداگانه در شکل  این موضوع به. دهد می

و  Ω୷سلیم و پلاستیک کامل، ي ت اي آستانه دلیل روند کاهشی سرعت زاویه
Ω୤୮ مدول (این است که با افزایش پارامتر توان، مشخصات مادي  9، در شکل

در شعاع داخلی و در نتیجه مقدار متوسط ) الاستیسیته، چگالی و تنش تسلیم
بنابراین مقاومت استوانه کمتر . یابد مشخصات مادي در مقطع کاهش می

غییرات پوشی از ت دهند چشم نشان می 8و  7هاي  مقایسۀ نتایج شکل. شود می
، بلکه در تعیین مکان Ω୤୮و  Ω୷تنها در تعیین اندازة  چگالی و تنش تسلیم، نه

  .همراه داشته باشد تواند خطاي قابل توجهی به شروع تسلیم نیز می

  هاي تنش توزیع مؤلفه -3-3
اي دیگر از تغییرشکل، اثر در نظر گرفتن تغییرات چگالی و  عنوان جنبه به

هاي تنش  توزیع مؤلفه 10شکل . شود بررسی میتنش تسلیم بر توزیع تنش 
3826/1nா، پارامتر توان =(ܾ/ܽ)55/0را براي نسبت شعاعی  = )0nఘ=nఙ= ( و

دست آمده با نتایج  انطباق نتایج به. دهد نشان می = 307/1Ωپارامتر بارگذاري 
علاوه مشاهده  به. دهد ، اعتبار تحلیل این مقاله را نشان می]17[مشابه مرجع 
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پوشی  شود براي این حالت، که از تغییرات چگالی و تنش تسلیم چشم یم
و ناحیۀ پلاستیک  =65/0r̅ୣ୮ଵبعد  شده، ناحیۀ پلاستیک داخلی تا شعاع بی

  .اند سمت قسمت میانی مقطع گسترش یافته ، به=86/0r̅ୣ୮ଶخارجی تا شعاع 
 ازاي بههاي تنش  براي بررسی اثر تغییرات چگالی و تنش تسلیم، مؤلفه

)nா =nఘ = nఙ (ازاي  بههاي تنش  توزیع مؤلفه 11شکل . شوند بررسی می
3826/1nாو پارامترهاي توان  =(ܾ/ܽ)55/0 =nఘ=nఙ= در وضعیت گسترش ،

. دهد نشان می) =1999/1Ωبارگذاري ( =65/0r̅ୣ୮ي پلاستیک تا شعاع ناحیه
جا تنش محیطی  همه 11، در شکل 9شود همانند شکل مشاهده می

، 10اما برخلاف شکل . بزرگترین و تنش شعاعی کوچکترین مؤلفۀ تنش است
سمت بیرون گسترش  تسلیم از داخل شروع و ناحیۀ پلاستیک از داخل به

نیز ناشی از در  11و  10هاي  اختلاف قابل توجه در نتایج شکل. یافته است
  .است 10نظر نگرفتن تغییر چگالی و تنش تسلیم در شکل 

  جایی شعاعیابهتوزیع ج -3-4
ازاي بارگذاري فراتر از  جایی شعاعی، مربوط به دو حالت مختلف، بهنتایج جابه

الف، تنها -12در نمودار شکل . نشان داده شده است 12تسلیم اولیه، در شکل 
3826/1nாمدول الاستیسیته متغیر فرض شده و پارامتر توان  = )0nఘ=nఙ= (

ب، علاوه بر مدول الاستیسیته، - 12در نمودار شکل . انتخاب شده است
در این حالت، مقدار یکسان . چگالی و تنش تسلیم نیز متغیر شده است

3826/1nா =nఘ=nఙ= اند براي پارامترهاي توان انتخاب شده.  
، تأیید ]17[الف با نتایج مشابه مرجع -12جایی شکل  انطباق نمودار جابه

. تحلیل انجام شده در این مقاله استدست آمده از  دیگري بر اعتبار نتایج به
دهد در حالتی که چگالی و  ب نشان می- 12الف و -12مقایسۀ نمودارهاي 

تنش تسلیم نیز متغیر و پارامترهاي توان مساوي انتخاب شوند، بر خلاف 
حالتی که تنها مدول الاستیسیته متغیر باشد، تسلیم از داخل شروع و 

  .یابد سمت بیرون گسترش می به
پوشی شود،  علاوه در حالتی که از تغییر چگالی و تنش تسلیم چشم به

جایی شعاعی بزرگتر از حالتی که تغییر چگالی و تنش تسلیم نیز منظور  جابه
روشنی اهمیت در نظر گرفتن تغییرات  این موضوع به. آید دست می شود، به

یرشکل جایی شعاعی، در تغی چگالی و تنش تسلیم را در تعیین و محاسبۀ جابه
  .دهد پلاستیک استوانۀ هدفمند دوار نشان می-الاستیک

  

  
و  =(ܾ/ܽ)3826/1nா=nఘ=nఙ= ،55/0ازاي  هاي تنش به توزیع مؤلفه 11شکل 

65/0r̅ୣ୮= )1999/1Ω=(تسلیم از شعاع داخلی ،  

  
  )=0nఘ=nఙ( =3826/1nாازاي پارامترهاي توان  به) الف-12(

  
  =3826/1nா=nఘ=nఙتوان ازاي پارامترهاي  به) ب-12(
  جایی شعاعیاثر تغییرات چگالی و تنش تسلیم بر جابه 12شکل 

  هاي کرنش پلاستیک توزیع مؤلفه -3-5
که تنها مدول  هاي پلاستیک شعاعی و محیطی، براي حالتی ابتد اتوزیع کرنش

  .شوند الاستیسیته متغیر باشد، بررسی می
مقایسه و ارزیابی ] 17[مشابه مرجع توان با نتایج  نتایج این حالت را می

هاي پلاستیک شعاعی و محیطی را  توزیع کرنش 13نمودارهاي شکل . نمود
3826/1nா، پارامتر توان =(ܾ/ܽ)55/0ازاي نسبت شعاعی  به = )0nఘ=nఙ= ( و

، که فراتر از بارگذاري تسلیم اولیه است، نشان = 307/1Ωپارامتر بارگذاري 
زمان از داخل و  اره شد که در این حالت تسلیم همپیشتر نیز اش. دهند می

  .شودخارج استوانه آغاز می
دهند براي این حالت از پارامترها، تسلیم نشان می 13نمودارهاي شکل 

سمت قسمت  به =86/0r̅ୣ୮ଶو از خارج تا شعاع  =65/0r̅ୣ୮ଵاز داخل تا شعاع 
ن نیز انتظار گونه که از قانون جریا همان. میانی مقطع گسترش یافته است

ها  هاي شعاعی و محیطی پلاستیک قرینۀ یکدیگر و جمع آن رود، کرنش می
هاي پلاستیک در شعاع  شود کرنش مشاهده می 13در شکل . برابر صفر است

داخلی، از نظر قدر مطلق، بزرگترین مقدار خود را دارند و با نزدیک شدن به 
. یابد لاستیک کاهش میهاي پ مرز ناحیۀ پلاستیک، اندازة قدر مطلق کرنش
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یکسان ] 17[دست آمده در مرجع  با نتایج مشابه به 13نمودارهاي شکل 
  .هستند

منظور بررسی اثر در نظر گرفتن تغییرات چگالی و تنش تسلیم، اکنون به
نمودارهاي کرنش پلاستیک شعاعی و محیطی براي حالت 

3826/1nா =nఘ =nఙ . شوند نشان داده می 14در شکل  =(ܾ/ܽ)55/0و  =
دهندة تأثیر قابل توجه  روشنی نشان به 14و  13هاي  مقایسۀ نتایج شکل

هاي پلاستیک شعاعی و  تغییرات چگالی و تنش تسلیم بر توزیع کرنش
  .محیطی است

ي گونه که پیشتر در نتایج مربوط به شروع و پیشروي ناحیههمان
الاستیسیته، چگالی و تنش تسلیم  پلاستیک در حالت متغیر بودن مدول

ازاي پارامتر بارگذاري  به. مشاهده شد، تسلیم از شعاع داخلی شروع شده است
  .گسترش یافته است =67/0r̅ୣ୮بعد  داده شده، تسلیم تا شعاع بی

که از قانون جریان وابسته به  چنان نیز، هم 14در نمودارهاي کرنش شکل 
هاي پلاستیک شعاعی و محیطی  کرنش رود، مجموع معیار ترسکا انتظار می

چنین بیشینۀ قدر مطلق هر یک از این دو کرنش  هم. برابر با صفر است
هاي ي کرنشدهد و با افزایش شعاع، اندازه پلاستیک در شعاع داخلی رخ می

  .یابند پلاستیک کاهش می
  

  
  کرنش شعاعی) الف-13(

  
  کرنش محیطی) ب-13(

  =307/1Ω، و=3826/1nா= ،0nఘ=nఙازاي یافته، به کاهشکرنش پلاستیک  13شکل 

  
ازاي  یافته، به کرنش پلاستیک شعاعی و محیطی کاهش 14شکل 

3826/1nா=nఘ=nఙ= ،55/0(ܽ/ܾ)=  140/1و Ω=  

 گیري نتیجه - 4

پلاستیک استوانۀ هدفمند دوار، برپایۀ -در این مقاله تغییرشکل الاستیک
صورت تحلیلی  اي، به صفحه- در حالت کرنشهاي کوچک و  نظریۀ تغییرشکل

هاي توانی  صورت تابع مدول الاستیسیته، چگالی و تنش تسلیم به. مطالعه شد
از مختصۀ شعاعی فرض و از معیار تسلیم ترسکا و قانون جریان وابسته به آن 

  .استفاده شد
ازاي مقدار صفر براي پارامترهاي  ها، نتایج عددي به براي ارزیابی تحلیل

براي استوانۀ همگن و استوانۀ هدفمند با ] 17[وان، با نتایج مشابه در مرجع ت
دست آمده،  چگالی و تنش تسلیم ثابت، مقایسه و درستی و اعتبار نتایج به

  .نشان داده شد
-ویژه اثر تغییر چگالی و تنش تسلیم بر رفتار الاستیک ها به در بررسی

پوشی  هاي پیشین از آن چشم شپلاستیک استوانۀ هدفمند دوار، که در پژوه
پوشی از تغییر  دهد چشم نتایج نشان می. شده، مورد توجه قرار گرفته است

تواند سبب بروز اختلاف قابل توجه در محاسبۀ  تنها می چگالی و تنش تسلیم نه
تواند به  بلکه حتی می. هاي تنش و کرنش شود جایی شعاعی و مؤلفه جابه
. منجر شود روع تسلیم و پیشروي ناحیۀ پلاستیکبینی نادرست از الگوي ش پیش

براي نسبت شعاعی، اگر از تغییر چگالی و تنش  =(ܾ/ܽ)55/0ازاي  براي مثال به
3826/1nாازاي پارامتر توان  پوشی شود، به تسلیم چشم = )0nఘ = nఙ = (

در حالی . زمان از شعاع داخلی و خارجی آغاز شود شود تسلیم هم بینی می پیش
نظر گرفتن تغییرات چگالی و تنش تسلیم در حالت  که با در

3826/1nா =nఘ=nఙ=سمت  شود تسلیم از شعاع داخلی آغاز و به بینی می ، پیش
دهد  چنین براي همین حالت، نتایج نشان می هم. شعاع خارجی گسترش یابد

، %80ترتیب با حدود  جایی شعاعی به هاي تنش، کرنش و جابه محاسبۀ مؤلفه
روشنی اهمیت در نظر  دست آمده به نتایج به. خطا همراه خواهد بود %70و % 70

-گرفتن تغییرات چگالی و تنش تسلیم را در تحلیل تغییرشکل الاستیک
  .دهند پلاستیک استوانۀ هدفمند دوار نشان می

  ها فهرست نمادها و نشانه - 5
a, b   شعاع داخلی و خارجی استوانه(m) 

Ai, mi, k بعد هاي بی ثابت 
Ci  گیري بعد انتگرال هاي بی ثابت  
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E (E0)  مدول الاستیسیته در شعاع خارجی(مدول الاستیسیته ((Pa)  

nா , nఘ , nఙ

ترتیـب تـوان تـابع مـدول      بـه (پارامترهاي توان مادة هدفمند 
  )الاستیسیته، چگالی و تنش تسلیم

r, , z  
ترتیـب مختصـۀ شـعاعی،     بـه (اي  مختصات در دستگاه استوانه

  )محیطی و محوري
௜ (uതݑ ௜)جایی شعاعی  جابه(m) )بعد جایی شعاعی بی جابه(  
ε௜ (εത௜)یافته کرنش کاهش(هاي کرنش  مؤلفه(  

ν ضریب پواسون  
 (0)   چگالی در شعاع خارجی(چگالی ((kg/m3)  

σY (σ0)   تنش تسلیم در شعاع خارجی(تابع تنش تسلیم ((Pa)  
 (Pa)) بعد تنش بی(هاي تنش  مؤلفه௜ (σഥ௜)ߪ
߱ (ωഥ)اي  سرعت زاویه(rad/sec) )بعد اي بی سرعت زاویه(  

Ω (Ω୷, Ω୤୮)
متناظر با آستانۀ تسلیم و متناظر بـا  (بعد بارگذاري  پارامتر بی

  )پلاستیک کامل
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