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In this study, the bending of a flexible composite shell (with an elastomeric matrix) used in a morphing wing skin is 

analyzed numerically, and the numerical results are compared with those of a reputable experimental study conducted 

on the bending behavior of this shell. First, the governing equations are derived using the total potential energy 

minimization method and the Euler–Lagrange equations, resulting in highly nonlinear differential equations. To 

discretize these equations, the strong-form meshfree Radial Point Interpolation Method(RPIM) is employed, and the 

Newton–Raphson method is used to obtain the numerical solution of the nonlinear equations. The boundary conditions 

are considered clamped on all four edges. In this analysis, the effects of pretension forces as well as out-of-plane loads 

on the maximum displacement of the composite shell are investigated. Comparison of the meshfree numerical results 

with the experimental data shows that the proposed numerical solution has good accuracy and exhibits only a small 

deviation from the experimental results. 
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پذیر مورد استفاده در بال مورفینگ به روش  حل عددی خمش پوسته کامپوزیتی انعطاف 
 ی درونیابی نقاط شعاعی و مقایسه با نتایج تجربی  بدون شبکه 

 جعفر اسکندری جم ، فرد  کرامت ملک زاده، * پورمحمود ذبیح، مرتضی شکیبا سرشت 

 .مجتمع دانشگاهی هوافضا، تهران، ایران دانشگاه صنعتی مالک اشتر، 

 چکیده 

 

 اطلاعات مقاله 

پذیر)ماتریس الاستومر( مورد استفاده در پوسته بال مورفینگ به روش در این مقاله خمش یک پوسته کامپوزتی انعطاف
که بصورت تجربی برروی خمش این   ر معتب  یک مقاله  حاصل از حل عددی با  و نتایج  مورد آنالیز قرار گرفته است عددی  
انرژی پتانسیل کل و  است. در ابتدا معادلات حاکم با استفاده از روش حداقل  انجام شده، مقایسه شده  تحقیقیپوسته  

باشند، جهت گسسته سازی  لاگرانژ استخراج شده است که شامل معادلات دیفرانسیل بشدت غیرخطی می -معادلات اویلر 
- به فرم قوی استفاده شده است و همچنین از روش نیوتن  شعاعی  نقاط این معادلات از روش بدون شبکه درونیابی

شرایط مرزی بصورت گیردار در چهار طرف درنظر گرفته  شده است. ه بردهبهر معادلات غیر خطی افسون جهت حل عددی ر
در این تحلیل تاثیر نیروهای پیش کشش و همچنین بارهای خارج ازصفحه در میزان جابجایی حداکثر پوسته است.    شده

حل به روش  با نتایج تجربی نشان داد که    بدون شبکه  کامپوزیتی بررسی شده است. مقایسه نتایج حل به روش عددی 
   واختلاف اندکی با نتایج تجربی دارد. مذکور از دقت خوبی برخوردار است 
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   مقدمه   - 1
نظر طراحان   پرنده مورد  در طراحی یک وسیله  از مواردی که  یکی 

هاي اگر بالباشد  باشد عملکرد آیرودینامیکی وسیله پرنده میمی
 تگياز ناپيوس  اريو ع  افص يروش  ههواپيما بتوانند شکل خود را ب

 آيروديناميکي  رل کنت  درتق   هب وان تمي  ددهن ریتغي  طحس  کافو ش
ز آنجايي که جريمه ، ابسيار کمتر  یمشابهي دست يافت، اما با پسا

مي تواند در طول    وتر بالدر  داومکمتر است، اين تغييرات م  گ در
 پرواز براي تطبيق مداوم شکل بال و در نتيجه دستيابي به راندمان

بالاتر در تمام مراح  باشد  روازپ  ل آيروديناميکي  بکارا  اين   انجام  ا. 
کار، راندمان آيروديناميکي بالاتر ممکن است به دست آيد که منجر 

یکی از موارد افزایش راندمان    [1] وري سوخت شودبهره  شبه افزاي
آیرودینامیکی استفاده از تغییر شکل بال یا اصطلاحاً مورفینگ بال 

باشد  می باشد از طرفی یکی از موارد مورفینگ تغییر در کمبر بال می
پذیر می انعطاف  پوسته  نیاز به  در این حالت  لذا پوسته  لذا  باشد 

یرودینامیکی و نیروی ناشی از کشش  بایست تحمل بار آمذکور می
پذیری را داشته باشد  جهت تغییر شکل علاوه بر خاصیت انعطاف

ها استفاده از  های افزایش استحکام اینگونه پوستهیکی از راه  [2] 
-ای الاستومری قرار داده میالیاف پلیمری است که در ماده زمینه

پذیری بالا در  شود که باعث ایجاده یک ماده کامپوزیتی با انعطاف
شود. مواد  ی در جهات دیگر میجهت تغییر شکل و افزایش سفت

مواد  زمینه  ی  ماده  عنوان  به  الاستیک  خاصیت  با  گوناگونی 
 [3] شودکامپوزیتی استفاده می

کامپوز مواد  از  روزافزون  ،  نیسنگ  ی بارها  طیشرا در    ت یاستفاده 
 ی در مورد صفحات و پوسته ها  ژهیبه و  ،یخطریغ  لیتحل  مطالعه
 ی نشان م  یتجرب  شواهدنماید .را مهم می  ریانعطاف پذ  یتی کامپوز 

انحراف بار را    ی ها  یمنحنتوانند    ینم  یخط  ی ها  هی دهد که نظر
-گزارش کرده  محققان  کند.  ینی ب  شیصفحات پ  ادی ز  ییجابجا  ی برا 

صفحات   لی فون کارمن در تحل  ی رخطیگنجاندن اصطلاحات غاند که  
 کنند.  یم  جادیا  یقابل توجه  ی تفاوت ها   یخط  لیبا تحل  سهیدر مقا

تحقیقی بروی جابجایی های بزرگ و آنالیز خرابی    [4] و همکارن   لیو
در  کامپوزیت  استفاده  پذیر مورد  انعطاف  پوسته  با  های کاروگیت 

داده انجام  مورفینگ  تحلیلیبال  روش  یک  از  آنها  و    اند. 
اند. ها و خرابی بهره بردهآزمایشگاهی جهت بدست آوردن جابجایی

برروی رفتار خمشی و ارتعاشی غیرخطی   [5] حسینی و همکاران  
صفحه هایپرالاستیک با استفاده از حل عددی بدون شبکه مطالعه 

اند که در این تحقیق از تئوری مرتبه اول برشی استفاده شده  کرده
انژری کرنشی   از  بر مسئله  حاکم  روابط  استخراج  برای  آنها  است 

استفاده کرده ریولین  و مونی  و همکاراناند. مونئوهوکین   [6] رای 
پذیر بال مورفینگ با در نظر گرفتن  برروی ورق کامپوزیتی انعطاف

خطی   غیر  داشتهترمهای  مطالعه  از  کرنش  تحقیق  این  در  اند. 
زمینه ماده  عنوان  به  الاستومر  سفتی ماتریکس  به  توجه  با  و  ای 

از فرض   استخراج معادلات  ماده کامپوزیتی جهت  پایین  خمشی 

ارتعاشات    [7] و همکاران    یلیآماباست.  رفتار غشایی استفاده شده
قرار دادند.   یرا مورد بررسنازک    کیپرالاستیها  ورق   یکی استات  زیو خ

تئور از  ورق    ی فرمولبند  ی برا   کیکلاس  ورق   یآنها  رفتار 
.استفاده کردند  کیپرالاستیها و همکاران   .  آنالیز غیرخطی [8] ژو 

تئوری   اساس  بر  کامپوزیتی  ماده  بروی  دینامیکی  و  استاتیکی 
انها از روش بدون شبکه    ریزنر را مورد مطالعه قرار دادند  –میندلین  

  [ 9] دیانی و همکاران    .اندذرات کرنل برای حل مساله استفاده کرده
سازه برای  معادل  مدل  و  یک  موجدار  هسته کامپوزیتی  با  هایی 

ای برای هسته پوشش الاستومری ارائه کردند. آنها از مدل ذوزنقه
کرده همکارانش  حجاریان  .انداستفاده  خود    [10] و  پژوهش  در 

ای پذیر سازهی انعطافسازی یک پوسته ساخت، شناسایی و مدل
ای ساختار این پوسته از کامپوزیتی لایه را به انجام رساندن    جدید

لایه   یک  و  الاستومر سیلیکونی  لایه  دو  نایلون  شامل   6.6پارچه 
است  شده  داد    .تشکیل  نشان  تحقیق  این  این به نتایج  کارگیری 

پوسته با جهت بافت آن در راستای وتر بال بر روی سطح بالایی،  
موجب بهبود عملکرد و یکنواختی سطح در طول تغییر شکل بال 

لایههمچنین    شد کامپوزیت  و  طراحی  سیلیکون  از  متشکل  ای 
صورت هوشمند  ای ساخت که بهتوان پوسته یکننده، مپارچه تقویت 

ای را تحمل کند و هم تغییر و وابسته به جهت، هم بارهای سازه
برای توصیف      .شکل نرم و یکنواخت برای مورفینگ بال ایجاد کند

رفتار غیرخطی اینگونه مواد معمولا از توابع کرنشی مربوط به خود 
تومر یا هایپر الاستیک شود تحلیل صرفاً یک ماده الاساستفاده می

-ریولین و نئوهوکین استفاده می  -معمولا از توابع کرنشی مونی
اما ترکیب الیاف و ماده الاستومر تاحدودی )بسته به میزان   [11] شود

می را کاهش  ماده  غیر خطی  رفتار  میکرنش(  ولذا  از  دهد  توان 
-انرژی کرنش مواد کامپوزیت کلاسیک اما با در نظر گرفتن کرنش 

. برای حل معادلات  دیفرانسیل غیر خطی نیاز [6] های بزرگ بهره برد 
روش از یک  استفاده  می   به  یعددی  روشها  ی کباشد    یعدد  ی از 

بدون شبکه هستند.   ی روشها  ،یرخطیمسائل غ  حلی  پرکاربرد برا 
دامنه وجود نداشته و   ی گرهها  انیم  یارتباط  چیه  روشها  نیدر ا
شکل المان، در روش المان محدود را    رییتغ  ت یمحدود  جه،یدرنت

بنابرا  غ  حلی  برا   نیندارند   ی کارآمد  ی روشها  یرخطیمسائل 
  [12] هستند

معادلات   حل  برای  شد  اشاره  قبلی  مطالب  در  که  همانطور 
باشد  عددی می   دیفرانسیل غیر خطی نیاز به استفاده از یک روش

  ی روشها  ،یرخطی مسائل غ  حلی  پرکاربرد برا   ی عدد  ی از روشها  یکی
ا در  هستند.  شبکه   ی گرهها  انی م  یارتباط  چیه  روشها   نیبدون 

شکل المان، در    رییتغ  ت یمحدود  جه،یدامنه وجود نداشته و درنت
بنابرا  ندارند  را  محدود  المان  غ  حلی  برا   نیروش    ی رخطیمسائل 

  ی هندس  یرخطیغ  لیتحل[13]   ون و هون   هستند.  ی کارآمد  ی روشها
کردند.    یبررس  شبکه را با استفاده از روش بدون  ریزنر   -نیندلیورق م

و   ویل  کردند. استفاده  معادلات  ی فرم قوو  یشعاع یهآنها از توابع پا
از    را   موجدار  ی ورقها  یرخطیغ  لی تحل[14]   همکاران استفاده  با 
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 ه بدون شبک  روش  کردند. آنها از  یاول بررسه  مرتب  یورق برش  یتئور
ژیانگ و    .کردند  حل معادلات حاکم بر مسئله استفاده  ی برا   نیگلرک 

تئوریهای غیر خطی کرنش را برای مواد ایزوتزوپیک، [15] همکاران  
اند آنها برای خطی اورتوتروپیک و ساندویچی  مورد مطالعه قرار داده

م و برای حل  درجه دو  یابیبرون  سازی روابط غیر خطی از روش  
-ای شعاعی استفاده کردهتوابع پایهمعادلات از روش بدن شبکه با  

آنالیز غیر خطی ورق با تغییر شکل بزرگ   [16] تیاگو و همکاران   اند.
ند آنها از روش بدون شبکه گلرکین و توابع را مورد بررسی قرار داد

شکل حداقل مربعات برای گسسته سازی معادلات استفاده کردند 
و نشان دادند روش استفاده شده برای آنالیز غیرخطی دارای دقت  

  .باشدخوبی می
را    [17] یولا و همکارانش   روش کوپل المان محدود و بدون مش 

برای آنالیز خطی و غیر خطی مسائل مورد مطالعه قرار دادند در این  
ابتد میروش  مدل  محدود  المان  روش  توسط  مسئله  شود  ا کل 

شود از روش  سپس در جاهایی که المان به لحاظ هندسی ارضا نمی
روش   [18] بدون شبکه استفاده شده است. خسروپور و همکارانش  

ای را برای آنالیز تنش مواد هایپرالاستیک ارائه کردند بدون شبکه
های  آنها از توابع پایه شعاعی برای تابع شکل استفاده کرده و روش

مختلفی را برای شرایط مرزی مورد تحقیق قراردادند آنها همچنین 
برای استخراج معادلات استفاده    ریولین-از تابع انرژی کرنشی مونی

 اند. نموده
جابجایی  [19] همکارانش  و گروث دوراندر تحقیق خود  و  های  ها 

ها را با استفاده از    PCBبزرگ برروی صفحات نازک مورد استفاده در  
نموده بررسی  شبکه  بدون  این  اند  روش  پایه تحقیقدر  توابع  از   ،

برای نمایش یک تبدیل کلی در صفحه دوبعدی استفاده   شعاعی
است  و همکارانش .شده  از روش بدون شبکه    [20] رکو  استفاده  با 

داده انجام  غیرخطی  تحلیل  کامپوزیت  تحقیق  برروی  این  در  اند 
روش بدون شبکه با روشهای اجزا محدود و روش تحلیلی فوریه  

است که نتایج حاصل گویای دقت مناسب روش بدون  مقایسه شده
می صفحه    [21]   همکارانش  و  کومار.    .باشدشبکه  خمش  تحلیل 

ماده با  متخلخل  تابعیمستطیلی  بستر   (FGM) ی  روی  بر  که 
عرضیو    الاستیک بارهای  مختلف  انواع  با قرار می  تحت  را  گیرد 

نتایج این پژوهش به    اند انجام دادهاستفاده از روش بدون شبکه  
  های عددیمقایسه با سایر روش   در،  نشان داد روش مذکور عددی 

محدود مثل ) دیگر روشالمان  یا  نیمه،   دقت  (تحلیلیهای 
 . مناسبتری دارد 

و همکاران   از تئوری ون [22] باربیری  استفاده  با  کارمن -تحقیقی 
غیرخطی و تئوری ورق برشی مرتبه اول انجام داده و از روش بدون  

اند. محمد و همکاران  حل معادلات غیرخطی بهره برده  شبکه برای 
ای شعاعی، تغییر شکل بزرگ الاستیک با استفاده از توابع پایه  [23] 

لبه انجام ورق نازک با شرایط مرزی شامل  را  های آزاد مطالعاتی 
پنگ و همکارانشهداد اول   [24]   اند.  از تئوری مرتبه  استفاده  با 

برشی و استفاده از روش بدون شبکه به فرم ضعیف به تحلیل غیر 

پرداخته شده  تقویت  صفحه کامپوزیتی  هندسی  در  خطی  انه  اند 
مربعات  حداقل  روش  به  تقریب  تابع  از  شبکه  بدون  روش 

ی که بین ااند و با مقایسهبهره برده    (moving least square)متحرک
انجام دادند مشاهده کردند که روش حل همگرایی   المان محدود 

با استفاده روش   [25] خوبی با المان محدود دارد. کانل و همکارانش
درون شبکه  نقاطبدون  مورد   یابی  را  تیرکامپوزیتی  خرابی  آنالیز 

ر این مطالعه از انواع بارگذاری بروی سازه  مطالعه قراردادند آنها د 
کرده استفاده  میدان کامپوزیتی  برای  بالا  مرتبه  تئوری  از  و  اند 

اند در این تحقیق معیارهای مختلف خرابی جابجایی استفاده کرده
با استفاده از    [26] مورد مقایسه قرارگرفته است. کومار و همکارانش

تحلیل خمش     ای شعاعی چهارگانهروش بدون شبکه و توابع پایه
مطالعه  مورد  را  الاستیک  بستر  با  نازک کامپوزیتی  صفحه  بروی 

ای و گسترده استفاده های نقطهقراردادند در این تحقیق از بارگذاری
شده است و نتایج نشان داد که همگرایی خوبی بین این روش با 

 های عددی دیگر وجود دارد.  روش
همکارانش و  و    [24] پنگ  دینامیکی  رفتار  بروی  دیگر  تحقیق  در 

داده انجام  را  مطالعاتی  صفحه کامپوزیتی  این   .انداستاتیکی  در 
شبک بدون  روش  از  روش تحقیق  از  استفاده  و  ضعیف  فرم  به  ه 

حداقل مربعات متحرک در حل عددی بهره برده شده است در این 
اول در محاسبه میدان جابجایی  تحقیق نیز از تئوری برش مرتبه 

قهتانی و  تلایا  است.  شده  اثرات  مطالعه [27]  استفاده  بروی  ای 
تغییر شکل بزرگ  با استفاده از روش بدون شبکه و استفاده از توابع  

 اند. نجام دادهای شعاعی برروی صفحه مستطیلی ایزوتروپ اپایه
  شده ت یتقو  یتی صفحات کامپوز  ریتاثدرتحقیقی به  [28] سلیم و لیو

نانوپلاکت  درجه   ی هابا  با  شرا FG)   ی عملکرد   ی بند گرافن  با   طی( 
انها در این تحقیق برای اند  بستر الاستیک پرداختهدلخواه و    یمرز

حل عددی از روش بدون شبکه و با استفاده از توابع شکل حداقل  
اند و برای میدان جابجایی بردهاصلاح شده، بهره   مربعات متحرک

 . اندتئوری مرتبه بالا برشی در نظر گرفته 
روش    در تحقیقی دیگر با استفاده از    [29] خادم الرسول و نادری  

بدون شبکه بر پایه روش المان محدود توسعه یافته، گسترش ترک 
را بررسی را در مواجه با ناپیوستگی سازه بدون مش بندی مجدد  

با اند  کرده برخورد  در  یافته  توسعه  محدود  المان  روش  که  چرا 
افشار  باشد.  ، دارای محدودیت میناهمگن داخلی مرز و ناپیوستگی

 خطی  الاستیسیته مسایل های جواب  دقت  بهبود برای   [30] و فرجی  
از   خود  تحقیقات   گسسته مربعات حداقل شبکه بدون  روشدر 

استفاده   جاییجابه-سازیغنی تطبیقیی  خطادر کاهش    مختلط،
 اند. کرده

بالا در  های  با توجه به استفاده مواد الاستومر به دلیل تحمل کرنش
برابر حفظ استحکام و همچنین توانایی خستگی بسیار خوب، در  
این تحقیق سعی بر آن شد یک ماده کامپوزیتی با الیاف شیشه و  

ای الاستومر مورد استفاده در پوسته بال مورفینگ، که  ماده زمینه
برروی رفتار خمشی با پیش تنش  [ 6] بصورت تجربی توسط مرجع 
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اولیه به دلیل رفتار مشابه غشا انجام شده است را توسط حل عددی  
توابع    ای به همراهروش بدون شبکه و استفاده از توابع چند جمله

پایه شعاعی به عنوان توابع شکل مورد آنالیز قرار داده و با نتایج 
تجربی مقایسه شوند لازم به ذکر است در این تحقیق روابط حاکم  

های که شامل معادلات دیفرانسیل غیرخطی برای برحسب جابجایی
u ،v  وw اند. لذا گیری عددی حل شدهبه فرم قوی و بدون انتگرال

مع ابتدا  و  در  پتانسیل  انرژی  حداقل  روش  توسط  حاکم  ادلات 
اویلر می - معادلات  استخراج  از  لاگرانژ  استفاده  با  سپس  و  شوند 

از روش نقاط شعاعی که یکی  یابی  درون  های بدون شبکه  روش 
 شوند.  باشد حل میمی

های بدون شبکه به فرم قوی عدم  یکی از مزایای استفاده از روش
از   زمینهاستفاده  و حتی شبکه  در  شبکه)المان(  باشد که  می  ای 

های بدون شبکه مبتنی به فرم ضعیف وجود دارند. همچنین  روش
فون کارمن   های های غیر خطی کرنشدر استخراج معادلات از ترم

در تحقیقات گذشته به حل عددی کامپوزیتهای   استفاده شده است.
ای الاستومر به دلیل کاربرد خاص اینگونه  انعطاف پذیر با ماده زمینه
همچنین با توجه به استحکام خمشی در  مواد پرداخته نشده است  

اینگونه مواد از نیروی پیش تنش جهت افزایش استحکام خمشی  
ن تحقیق سعی برآن  لذا در ایو مقاومت برشی استفاده شده است.  

شد اینگونه مواد که دارای تغییر شکل زیاد هستند را با استفاده از  
 تحلیل کرد. روش بدون شبکه )فارغ از شکل المان( 

 استخراج معادلات حاکم  - 2
جهت استخراج معادلات حاکم برروی مسئله از اصل مینیم انرژی  

کل بصورت   توان استفاده کرد. بنابراین انرژی پتانسیلپتانسیل می
 شود :زیر در حالت استاتیکی بیان می

 
           𝜋 = 𝑈 −𝑊 (1)                                          

 
رابطه در  کرنشی،   U  1  که  نیروی  Wانرژی  توسط  شده  کارانجام 
 باشند.خارجی می

این بیان   ی بال مورفینگ همانطور که پیش ازدر خصوص پوسته
چرا که در حالت نرمال    [6] نزدیکتر است   شد رفتار آن به حالت غشا  

و بدون پیش کشش، سفتی خمشی ومقاومت برشی پایینی دارد 
میدا شود  نظرگرفته  در  پوسته  این  بودن  غشا  فرض  اگر  ن  لذا 

 شود:  جابجایی بصورت زیر بیان  می
(2) 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) 

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑣(𝑥, 𝑦) 

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑤(𝑥, 𝑦) 

تحت    باید  بال  به  اتصال  برای  مورفینگ  پوسته های  معمولا  لذا 
پیش کشش قرار بگیرند تا بدین صورت سفتی خمشی افزایش یابد  

چروچیدگی در هنگام تغییر  از طرفی این پیش کشش باعث کاهش  
شود بنابراین انرژی کرنشی پیش کشش نیز باید در شکل کورد می

محاسبات مورد لحاظ قرار بگیرد پس انرژی کرنشی در این حالت 
 برابر خواهد بود با : 

(3) 𝑈1 =∬(𝑁𝑥𝜀𝑥 + 𝑁𝑦𝜀𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 

نیروهای پیش کشش برواحد طول   𝑁𝑥 و  𝑁𝑦(، 3که که در رابطه ) 
باشند. در صورتی که ماده کامپوزیتی مورد  می y و xهای  در جهت 

کند پیروی  کرنش کلاسیک  و  تنش  روابط  از  انرژی   [ 6]   تحلیل 
 کرنشی ماده ارتوتروپیک برابر خواهد بود با : 

 شود :( بیان می5بنابراین انرژی کرنش کل از رابطه )

(5) 𝑈 = 𝑈1 +𝑈2 

ای نیز توسط رابطه کار انجام شده توسط نیروی خارجی برون صفحه 
 شود: ( محاسبه می6)

(6)  𝑊 =∬𝑝𝑤(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 

های غیر خطی فون کارمن نیز باتوجه به فرض غشایی برابر  کرنش
 خواهد بود با:  

(7 ) 

{

𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝛾𝑥𝑦
} =

{
  
 

  
 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑦
)
2

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑦}
  
 

  
 

 

پتانسیل   انرژی  کردن  حداقل  با  𝛿𝜋)بنابراین  = از   (0 استفاده  و 
-معادلات اویلر لاگرانژ سه دسته معادلات دیفرانسیل استخراج می 

 شوند : 
 ( معادلات  در  ،  8که   )L  می کل  پتانسیل  انرژی  باشد. چگالی 

( نشان 11تا    9ها در روابط )معادلات دیفرانسیل بر حسب جابجایی
 اند: داده شده

 : x  معادله دیفرانسیل جابجایی در جهت 
 

[(𝐺𝑥𝑦 + 𝑄12)𝑤, 𝑦 + 2𝑄16𝑤, 𝑥]𝑤, 𝑥𝑦 + (𝐺𝑥𝑦 +

𝑄 12)𝑣, 𝑥𝑦 + (𝑄11𝑤, 𝑥 + 𝑄16𝑤, 𝑦)𝑤, 𝑥𝑥 +

(𝐺𝑥𝑦𝑤, 𝑥 + 𝑄26𝑤, 𝑦)𝑤, 𝑦𝑦 + 𝑄11𝑢, 𝑥𝑥 +

2𝑄16𝑢, 𝑥𝑦 + 𝐺𝑥𝑦𝑢, 𝑦𝑦 + 𝑄16𝑣, 𝑥𝑥 + 𝑄26𝑣, 𝑦𝑦=0 

 

 
(9) 

 
 : y  معادله دیفرانسیل جابجایی در جهت 

(4 ) 𝑈2 = 𝑡/2(∬(𝑄11𝜀𝑥
2 + 𝑄22𝜀𝑦

2 + 2𝜀𝑥𝜀𝑦𝑄12 + 𝛾𝑥𝑦
2 𝐺𝑥𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 

𝐸𝐿𝑢: =
∂𝐿

∂𝑢
− (

∂

∂𝑥
) (

∂𝐿

∂𝑢𝑥
) − (

∂

∂𝑦
) (

∂𝐿

∂𝑢𝑦
) 

𝐸𝐿𝑣: =
∂𝐿

∂𝑣
− (

∂

∂𝑥
) (

∂𝐿

∂𝑣𝑥
) − (

∂

∂𝑦
) (

∂𝐿

∂𝑣𝑦
) 

𝐸𝐿𝑤: =
∂𝐿

∂𝑤
− (

∂

∂𝑥
) (

∂𝐿

∂𝑤𝑥
) − (

∂

∂𝑦
) (

∂𝐿

∂𝑤𝑦
) 

 

(8) 
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 : z  معادله دیفرانسیل جابجایی در جهت 

 
عبارت بالا  معادلات  ,𝑅های  در  𝑖𝑗 ,  𝑅𝑖  و𝑅𝑖𝑖   جزئی مشتقات   ،

 باشدنیروی یکنواخت خارج از صفحه می 𝑝متغیرهای جابجایی و  
ها در نظر  تحلیل بصورت گیردار در لبهشرایط مرزی برای این نوع  

 گرفته شده است :  
(12) 𝑥 = 0, 𝑎:     𝑢 = 𝑣 = 𝑤 = 0 

𝑦 = 0, 𝑏:     𝑢 = 𝑣 = 𝑤 = 0 

 

 روش بدون شبکه به فرم قوی - 3
روش های المان محدود در میان روشهای عددی دارای قابلیت زیاد 
و   المان  وجود  بدلیل  این  وجود  با  اما  است  قدرتمند  بسیار  و 

ای از مواقع دارای خطای زیاد  فرمولاسیون وابسته به المان در پاره 
شوند بنابراین استفاده از روشی که محدودیت المان را از بین می

های بزرگ سازه. در  شود بخصوص در تغییر شکلببرد ضروری می
روش بدون شبکه هم معادلات نهایی، یک دسته معادلات جبری  

د المان در مسئله لازم نیست در این  هستند با این تفاوت که وجو 
در دامنه مساله استفاده شده     های پراکنده روش فقط یک سری گره
گره این  المانی  هیچ  نمیو  متصل  هم  به  را  حقیقت ها  در  کند 

یکی    [31] ها به یکدیگر لازم نیست اطلاعاتی برای مرتبط کردن گره
روش معادلات  از  که  مواقعی  در  بخصوص  شبکه  بدون  های 

می خطی  غیر  از  دیفرانسیل  استفاده  نقاط  باشند  درونیابی  روش 
 باشد  به فرم قوی می شعاعی

از روابط   برای تقریب میدان حل در روش درونیابی نقاط شعاعی 
 شود :زیر استفاده می

(13)  
(14)  

𝑢(𝑋) = (∑ 𝑅𝑖(𝑋)𝑎𝑖 + ∑ 𝑝𝑗(𝑥𝑗)𝑏𝑗)𝑢 =
𝑚
𝑗

𝑛
𝑖

(𝑅𝑇𝒂 + 𝑃𝑇𝒃)𝒖    ,     𝑋𝑇 = [𝑥, 𝑦] 
Φ(X) = ∑ 𝑅𝑖(𝑋)𝑎𝑖 +∑ 𝑝𝑗(𝑥𝑗)𝑏𝑗     

𝑚
𝑗

𝑛
𝑖 ابع  وت 

 شکل : 

، ضرایب ثابتی هستند    𝑏𝑗و    𝑎𝑖( ، ضرایب  14و )  (13)که در رابطه  
 𝑃𝑗(𝑋)توابع شعاعی هستند و   𝑅𝑖(𝑋)که باید محاسبه شوند. توابع  

پاسکال تعیین  -ای هستند که توسط مثلث خیامتوابع چند جمله 
، حدفاصل نقاط موجود در دامنه  Xه شعاعی، شوند. در توابع پایمی

𝑥𝑖)که نقاط کالوکیشن , 𝑦𝑖) شوند و نقاط مورد نظرتعریف می(𝑥𝑄, 𝑦𝑄) 
(  15باشند که در حالت دوبعدی بصورت رابطه )یابی میبرای درون

 میتوان بیان کرد :  

 
(15) 𝑋 = √(𝑥𝑄 − 𝑥𝑖)

2 + (𝑦𝑄 − 𝑦𝑖)
2 

می ضرایب  اثبات  ماتریسی     𝑏𝑗و     𝑎𝑖شود  فرم  به  روابط  طبق 
 ( زیر قابل محاسبه هستند: 16رابطه)

(16) 𝒃 = [𝑃𝑚
𝑇𝑅𝑜

−1𝑃𝑚]    ,     𝒂 = 𝑅𝑜
−1[1 − 𝑃𝑚𝒃]     

 
 برابر خواهند بود با:  𝑃𝑚و  𝑅0های  ( ماتریس16که در رابطه )

(17) 
 

𝑅0 = [
𝑅1(𝑟1) ⋯ 𝑅𝑛(𝑟1)
⋮ ⋱ ⋮

𝑅1(𝑟𝑛) ⋯ 𝑅𝑛(𝑟𝑛)
] 

 
(18) 
 𝑅0 = [

1                       1              … 1
𝑥1                    𝑥2            … 𝑥1 

:
  𝑝𝑚(𝑥1)   𝑝𝑚(𝑥2)…   𝑝𝑚(𝑥𝑛)    

] 

توان  توابع شعاعی زیادی وجود دارد که به عنوان توابع شکل می
استفاده کرد در این تحقیق از تابع مربعات چندگانه استفاده شده  

(نشان داده شده است در این تابع دو پارامتر  19است که در رابطه )
𝑞  و𝛼  وجود دارد که در دقت نتایج تاثیر گذار هستند که وابسته به

با توجه به شکل    𝛼و  𝑞مقادیر    .نوع مسئله و پراکندگی نقاط هستند
شوند چرا که هرچه مقدار تابع شکل در  می  ابع شکل تخمین زدهتو

ای داشته باشد  نقطه هدف به یک نزدیکتر و همچنین شکل زنگوله 
است. مناسبتر  نتایج  مقادیر  دقت  تحقیق  این  از    𝛼و   𝑞  در  بعد 

بترتیب در نظر گرفته شده   0.01و    0.4برابر  ارزیابی نهایی توابع شکل  
اقلیدسی هرجفت گره در دامنه حل  انگین فاصله می   𝑑پارامتر  است.  

 .باشدمی
 

(19) 𝑅(𝑋) = (𝑋2 + (𝛼𝑑)2)𝑞 

(20 ) 
𝑑 = √(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)

2
+ (𝑦𝑖 − 𝑦𝑗)

2  

 

[(𝐺𝑥𝑦 +𝑄12)𝑤, 𝑥 + 2𝑄26𝑤, 𝑦]𝑤, 𝑥𝑦

+ (𝐺𝑥𝑦 + 𝑄12)𝑢, 𝑥𝑦 + (𝑄16𝑤, 𝑥

+ 𝐺𝑥𝑦𝑤, 𝑦)𝑤, 𝑥𝑥 + (𝑄26𝑤, 𝑥

+ 𝑄22𝑤, 𝑦)𝑤, 𝑦𝑦 + 𝑄16𝑢, 𝑥𝑥

+ 𝑄26𝑢, 𝑦𝑦 + 𝐺𝑥𝑦𝑣, 𝑥𝑥 + 2𝑄26𝑣, 𝑥𝑦

+ 𝑄22𝑣, 𝑦𝑦 = 0 

 
(10) 

 

−1/2[(3𝑡𝑄11𝑤, 𝑥
2 + 6𝑡𝑄16𝑤, 𝑥 . 𝑤, 𝑦 + 2𝑡(𝐺𝑥𝑦 + 2𝑄12

)𝑤, 𝑦2 + 2𝑡𝑄16𝑢, 𝑦 + 2𝑡𝑄16𝑣, 𝑥 + 2𝑡𝑄11𝑢, 𝑥 + 2𝑡𝑄12𝑣, 𝑦 +

2𝑁𝑥)𝑤, 𝑥𝑥] − 1/2[(2𝑡(𝐺𝑥𝑦 + 2𝑄12)𝑤, 𝑥
2 + 6𝑡𝑄26𝑤, 𝑥.𝑤, 𝑦

+ 3𝑡𝑄22𝑤, 𝑦
2 + 2𝑡𝑄22𝑣, 𝑦 + 2𝑡𝑄26𝑢, 𝑦 + 2𝑡𝑄26𝑣, 𝑥 +

2𝑡𝑄12𝑢, 𝑥 + 2𝑁𝑦)𝑤, 𝑦𝑦] − 2𝑡[3/2𝑄16𝑤, 𝑥
2 + 2(𝐺𝑥𝑦 +

2𝑄12)𝑤, 𝑥.𝑤, 𝑦 + 3/2𝑄26𝑤, 𝑦
2 +𝑄16𝑢, 𝑥 + 𝑄26𝑣, 𝑦 +

𝐺𝑥𝑦𝑢, 𝑦 + 𝐺𝑥𝑦𝑣, 𝑥]𝑤, 𝑥𝑦 − 2𝑡[𝑄16𝑤, 𝑥 + 1/2(𝐺𝑥𝑦 + 𝑄12
)𝑤, 𝑦]𝑢, 𝑥𝑦 − 2𝑡[(2𝐺𝑥𝑦 + 2𝑄12)𝑤, 𝑥 + 𝑄26𝑤, 𝑦]𝑣, 𝑥𝑦 −

𝑡[𝑄11𝑤, 𝑥 + 𝑄16𝑤, 𝑦]𝑢, 𝑥𝑥 − 𝑡[𝐺𝑥𝑦𝑤, 𝑥 + 𝑄26𝑤, 𝑦]𝑢, 𝑦𝑦 −

𝑡[𝑄16𝑤, 𝑥 + 𝐺𝑥𝑦𝑤, 𝑦]𝑣, 𝑥𝑥 − 𝑡[𝑄26𝑤, 𝑥 + 𝑄22𝑤,𝑦]𝑣, 𝑦𝑦 −

𝑝 = 0 

 
(11)  
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 ب: دامنه تاثیر مستطیلی  الف:دامنه تاثیر دایروی 

 𝑥𝑄:شمایی از ناحیه تاثیر برای نقطه   1شکل 

Fig.1:shematic of influence area for point 𝑥𝑄 

که   نواحی  در  فقط  شکل  توابع  است  ذکر  به  تاثیر لازم    ناحیه 
اند صادق است و در خارج از این نواحی مقادیر صفر  نامگذاری شده

توانند در اشکال دایره یا مستطیلی مشخص دارند. این نواحی می
 ت. این نواحی نشان داده شده اس 1شوند. در شکل

قابل مشاهده است این معادلات   11تا    9همانطور که از معادلات  
باشند لذا از روش حل تکراری نیوتن رافسون استفاده غیر خطی می

در   خطی  غیر  معادلات  دستگاه  حل  مراحل  است  فلوچارت  شده 
در نظر  2شکل) تلرانس  به ذکر است  داده شده است لازم  ( نشان 

در نظر گرفته شده است.   0.0001  ،گرفته شده برای خروج از فلوچارت
سازی روش عددی در  تمامی مراحل از استخراج معادلات و پیاده

   انجام شده است.  2021افزار متلب ورژن نرم

 
 : فلوچارت روش حل عددی  2شکل 

Fig.2:flowchart for numerical solution 
 
 

 نتایج و بحث -4
یک نمونه از ماده کامپوزیتی با ماده زمینه الاستومری و چیدمانی  

درجه که در چهار طرف دارای تکیه گاه     75±الیاف شیشه با زوایای  
ثابت و تحت با خمشی قرار گرفته است )علت در نظر گرفتن زاویه 

در جهت  سفتی  الیاف کاهش  در جهت   xبالا  سفتی  افزایش    yو 
یابی نقاط شعاعی قرار به روش حل درونباشد( را مورد تحلیل  می

مقایسه خواهد شد مشخصات ماده کامپوزیتی   [6] داده و با نتایج  
 نشان داده شده است. 1در جدول 

 
مشخصات ماده کامپوزیتی در نظرگرفته شده    1جدول 

 [ 6] برای آنالیز
Table 1  material composite specification for analysis  

 مقدار  مشخصه 

𝐄𝐦 0/15 MPa 

𝐕𝐟 20% 

𝐄𝐱 0/54 MPa 

𝐄𝐲 104 MPa 

𝛎𝐲𝐱 0/072 

𝐆𝐱𝐲 0/43 MPa 

𝟐𝐚 0/165 m 

𝟐𝐛 0/1778 m 

 
یابی نقاط  یکی از موارد مهم در استفاده از روش بدون شبکه درون

باشند که بشدت برروی نتایج تاثیرگذار  شعاعی ، توابع شکل، می
دارای   شکل  توابع  روش  این  در  کرونکر هستند  دلتای    خاصیت 

توابع شکل و تعدادی از مشتقات   146برای گره    3هستند در شکل
)علت انتخاب این گره با توجه به موقعیت آن نشان داده شده است 

  گره در صفحه، صرفاً جهت نمایش بهتر تابع شکل و مشتقات آن 
شکل  است(   از  که  می-3همانطور  مشاهده  خاصیت الف  شود 

 دلتای کرونکر کاملا برای تابع شکل وجود دارد. 

 

 
 

 𝑥ب: مشتق اول تابع شکل نسبت به  
 146برای گره 

 146الف: تابع شکل برای گره                

 
 

,𝑥د: مشتق تابع شکل نسبت به   𝑦   برای
 146گره 

ج: مشتق اول تابع شکل نسبت                  
 146برای گره  𝑦به  

 146: تابع شکل و مشتقات آن برای گره 3شکل  

Fig.3:shape function and its derivatives for node 146 
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نمودار همگرایی تعداد گره بر اساس حداکثر جابجایی بی بعد    4شکل
 نقاط شعاعی یابی  شده به روش بدون شبکه درون

Fig.4: Convergence plot of number of nodes vs. non-dimensional 

maximum displacement using Radial Point Interpolation Method 
(RPIM) 

 

بایست همگرایی حل به ازای نقاط موجود در دامنه  درابتدای حل می
یا همان  zحل بررسی شوند لذا میزان حداکثر جابجایی در راستای 

بعد شده نسبت به ضخامت پوسته کامپوزیتی ، در  حداکثر خیز بی
ذکر است ضخامت   4نمودار شکل   به  لازم  است  داده شده  نشان 

 میلیمتر در نظر گرفته شده است  1پوسته 
26شود با تعداد گره یا نود  مشاهده می  4همانطور که از شکل   × 26 
بیان شد با توجه  گیرد. همچنین پیش از این  همگرایی صورت می

به رفتار غشایی ماده کامپوزیتی جهت بررسی خمش نیاز به یک  
 . برای تحلیل سه مقدار   𝑁𝑥)و   (𝑁𝑦باشد نیروی پیش کشش می

از   عبارتند  است که  شده  گرفته  نظر  در  پیش کشش  نیروی  برای 
)نیوتن بر متر(، فشار خارج از صفحه    1871.2و    1247.4،    623.7
از   است     950تا    158نیز  نظر گرفته شده  در  بر متر مربع(  )نیوتن 

  [ 6]   جهت مقایسه با مرجع  5نتایج تحلیل خمش در نمودار شکل
 نشان داده شده است 

 
 

مقایسه حداکثر جابجایی پوسته کامپوزیتی به   5شکل
با نتایج تجربی انجام شده در   𝑅𝑃𝐼𝑀روش بدن شبکه  

 با در نظر گرفتن سه مقدار پیش کشش  [ 6] مرجع 

Fig.5: comparison of the maximum displacement of a 

composite shell obtained by the mesh free RPIM method 

with the experimental results reported in Ref. [6], 

considering three pre-tension values 

 

شود نتایج روش حل به روش  مشاهده می  5همانطور که از شکل  
یابی نقاط شعاعی بسیار به نتایج تجربی نزدیک  بدون شبکه درون

درصد  9الی  8بارگذاری به است و حداکثر خطا در بعضی از شرایط 
 رسد. می

راستای   سه  در  جابجایی  ,y و  zمقادیر  x   بترتیب , 𝑣 و 𝑤 که  𝑢 می-
شبکه ب بدون  روش  از  استفاده  با  رنگی  بصورت کانتورهای  اشند 

در شکل  درون شعاعی  نقاط  فشار  6یابی  متر  158برای  بر  )نیوتن 
 )نیوتن بر متر( نشان داده شده است.  338و پیش کشش مربع(

 
 

 
 الف 

 
 ب

 
 ج

ج: در   𝑦ب: در جهت   𝑧کانتور جابجایی برای الف: در جهت   6شکل
 𝑥جهت  

Fig.6: Displacement contour plots for: (a) z-direction, (b) y-direction, 

and (c) x-direction. 
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در جهت   جابجایی  بودن گراف  موجی  دو  جابجایی  yعلت  وجود 
پیش کشش   نیروی  از  از شکل  می Nyناشی  همانطور که    6باشد 

بسیار ناچیز  zدر مقابل   y و  xشود جابجایی در جهات مشاهده می
 است.

یا به عبارتی تاثیر نیروی پیش کشش    تغییرات  7در نمودار شکل  
در میزان خمش یا جابجایی حداکثر برای دو نوع بارگذاری خارج از  

مربع(  4000و  1250مرکز   متر  بر  است.   )نیوتن  شده  داده  نشان 
، پیش کششبا افزایش  شود  مشاهده می  7همانطور که از شکل  

ه نقطشود، و جابجایی  شدت بیشتر می مقاومت پوسته به خیز به
هردو منحنی به سمت یک    .یابدبا سرعت زیادی کاهش می   میانی

  کشش   نقش  که  دهدمی   نشانکنند   میل می  مقدار جابجایی کم
 .است  کنندهتعیین بسیار پوسته سختی در اولیه

 نتیجه گیری  - 5
در این تحقیق خمش یک پوسته کامپوزیتی با در نظر گرفتن تغییر  

  استفاده از روش درونیابی نقاط شعاعیشکل غیرخطی هندسی با 
باشد بررسی شد  های بدون شبکه به فرم قوی میکه یکی از روش

  [ 6]   لازم به ذکر است مشخصات پوسته کامپوزیتی بر اساس مرجع
در نظر گرفته شده است نتایج حل به روش عددی با نتایج تجربی  
مقایسه گردید در ابتدا جهت همگرایی و بدست آوردن تعداد نقاط 

استفا بر  مورد  نقاط  ده در روش بدون شبکه گراف تغییرات تعداد 
از   اساس  این  بر  رسم گردید  جابجایی  مرز    676اساس  نقطه که 

باشد جهت محاسبات استفاده شد با توجه به اینکه همگرایی می
های بدون شبکه، مخصوصاً به فرم قوی وابستگی به المان و روش

شکل سازه بزرگ است ای ندارند برای مسائلی که تغییر  شبکه زمینه
باشد این ادعا در مقایسه نتایج به روش بدون شبکه با  مناسب می

نتایج تجربی کاملا همسو است. در استفاده از روش بدون شبکه از  
ای و توابع شعاعی استفاده شد و همچنین ترکیب توابع چند جمله

چندگانه   مربعات  تابع  استفاده   (𝑀𝑄)از  شعاعی  تابع  عنوان  به 
شوند ید. توابع شکل فقط در نواحی که ناحیه تاثیر نامیده میگرد 

دلتای کرونکر  تعریف می دارای خاصیت  توابع  این  از طرفی  شود 

هستند. پوسته کامپوزتی مورد تحلیل رفتار غشایی دارد که نسبت 
به بار خمشی سفتی ناچیز دارد لذا در جهت الیاف پیش کشش در  

را در جهت بار خارج از صفحه    نظر گرفته شده است تا سفتی خود
و   حفظ کند نتایج حداکثرجابجایی به ازای سه مقدار پیش کشش

مرجع  بارگذاری در  شده  انجام  تجربی  نتایج  با  مختلف   [6] های 
مقایسه گردید که نشان داد حل در نظر گرفته شده به روش بدون 

ای توان برشبکه به فرم قوی از دقت مناسبی برخوردار است و می
رفتار  این  باشد   داشته  دارند کاربرد  غیر خطی  رفتار  مسائلی که 

های تواند ناشی از ماده و هم ناشی از تغییر شکلغیرخطی هم می
( نیز تغییرات جابجایی حداکثر نسبت به 7بزرگ باشد. در شکل )

ها در ای از پیش کشش رسم گردیده است این منحنیطیف گسترده
ر اتصال پوسته مورفینگ به سازه بال انتخاب میزان پیش کشش د

از شکل  می که  همانطور  باشد.  موثر  می  7تواند  با شود  مشاهده 
کششافزایش   بهپیش  خیز  به  پوسته  مقاومت  بیشتر ،  شدت 

  . یابدبا سرعت زیادی کاهش می   نقطه میانیشود، و جابجایی  می
جابجایی کم مقدار  یک  سمت  به  منحنی  می  هردو  که  کنند  میل 

م بسیار  ی نشان  پوسته  سختی  در  اولیه  کشش  نقش  دهد 
 کننده استتعیین
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