
ISSN: 2476-6909; Modares Mechanical Engineering. 2019;19(3):697-708

C I T A T I O N    L I N K S

Copyright© 2019, TMU Press. This open-access article is published under the terms of the Creative Commons Attribution-NonCommercial 
4.0 International License which permits Share (copy and redistribute the material in any medium or format) and Adapt (remix, transform, 
and build upon the material) under the Attribution-NonCommercial terms.

Analytical Investigation of MHD Nanofluid Flow between 
Non-Parallel Stretching/Shrinking Walls with Considering 
Joule Heating Effect

[1] The two-dimensional steady motion of a viscous fluid [2] Spiral movements of viscous 
liquids [3] Nonlinear stochastic operator equations [4] Investigation of squeezing unsteady 
nanofluid flow using ADM [5] Analytical investigation of Jeffery-Hamel flow with high 
magnetic field and nanoparticle by Adomian decomposition method [6] A new modification 
of the Adomian decomposition method for solving boundary value problems for higher 
order nonlinear differential equations [7] Analytical solution and heat transfer of two-
phase nanofluid flow between non-parallel walls considering Joule heating effect [8] 
Extending the traditional Jeffery-Hamel flow to stretchable convergent/divergent channels 
[9] Investigation of MHD nanofluid flow and heat transfer in a stretching/shrinking 
convergent/divergent channel considering thermal radiation [10] Study of nanofluid flow 
and heat transfer between non-parallel stretching walls considering Brownian motion [11] 
Entropy analysis for an unsteady MHD flow past a stretching permeable surface in nano-
fluid [12] Buoyancy effect on MHD flow of nanofluid over a stretching sheet in the presence 
of thermal radiation [13] Free convection in a square cavity filled with a porous medium 
saturated by nanofluid using Tiwari and Das’ nanofluid model [14] Magnetic field effect on 
the unsteady natural convection in a wavy-walled cavity filled with a nanofluid: Buongiorno’s 
mathematical model [15] Investigation of MHD nano-fluid flow over a stretching surface 
with velocity slip and convective surface boundary conditions [16] Influence of magnetic 
field on Al2O3-H2O nanofluid forced convection heat transfer in a porous lid driven cavity 
with hot sphere obstacle by means of LBM [17] Second law analysis for nanofluid turbulent 
flow inside a circular duct in presence of twisted tape turbulators [18] Numerical modeling 
for alumina nanofluid magnetohydrodynamic convective heat transfer in a permeable 
medium using Darcy law

The aim of this research is an analytical investigation of heat and mass transfer for the 
MHD nanofluid flow passed between non-parallel stretchable/shrinkable walls. In order to 
model nanofluid flow, effects of Thermophoresis, Brownian diffusion, and Joule heating are 
considered. The governing mass, momentum, and energy equations are solved analytically by 
applying Duan-Rach method, which caused to get a solution for the undetermined coefficients 
from conjectured profiles of variables without using numerical methods. Comparison between 
the current results with the numerical results of other references shows good agreement. 
The effects of the Reynolds number, opening angle parameter, and the Hartman number on 
the temperature, velocity, and concentration profiles have been investigated in the case 
of both convergent and divergent plates, either stretched or shrunk. Also, the effects of the 
Thermophoretic and Brownian parameters on the Nusselt number are obtained. This study 
indicates that increasing the Hartman number decreases the concentration profile and 
increasing in the temperature profile for divergent channels. In this case, as the opening angle 
parameter rises, the thickness of the thermal boundary layer increases. Also, for convergent and 
divergent channels, the increase in the thermophoretic parameter causes increases the Nusselt 
number. By applying an identical magnetic field to two divergent stretching and shrinking 
channels, the concentration profile in the stretching channel is more than the shrinking one. 
For convergent channels, this treatment of concentration profile is completely vice versa.
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  چکيده
 الینانوس انیانتقال حرارت و جرم در جر یپژوهش، بررس نیهدف از انجام ا

 دانیدر حضور م یرموازیشده غ / فشردهافتهی دو صفحه گسترش نیاز ب یعبور
 ال،ینانوس انیجر یساز منظور مدل است. به یلیصورت کاملاً تحل به ،یسیمغناط
گرفته شده است.  درنظرژول  یو ترم حرارت یپخش براوان ک،یترموفورت یها دهیپد

طور  راچ و به -با روش موسوم به دوآن یجرم، مومنتوم و انرژ یمعادلات بقا
 نینامع بیتا ضرا کند یم جادیامکان را ا نیاند که ا حل شده یلیکاملاً تحل

 یعدد یها بدون استفاده از روش رها،یمتغ یحدس یها لیموجود در پروف
تطابق  انگریمراجع ب ریسا یعدد جیحاضر با نتا جینتا سهیمحاسبه شوند. مقا

دو صفحه و عدد هارتمن بر  نیب هیزاو نولدز،یاست. اثرات عدد ر یخوب اریبس
واگرا قرار  زیکه دو صفحه همگرا و ن یر حالتدما، سرعت و غلظت د یها دانیم

قرار گرفته است.  یشده مورد بررس فشرده ای افتهیصورت انبساط  دارند و به
بر عدد ناسلت به دست  یو پخش براون کیترموفورت دهیپد راتیتاث نیهمچن

عدد هارتمن  شیکه در کانال واگرا، افزا دهد یمطالعه نشان م نیآمده است. ا
 هیحالت، ضخامت لا نیدما و کاهش غلظت شده است. در ا شیمنجر به افزا

 نی. همچنکند یم دایپ شیدو صفحه افزا نیب هیزاو شیبا افزا یحرارت یمرز
عدد ناسلت در کانال همگرا و واگرا  شیمنجر به افزا کیپارامتر ترموفورت شیزااف
و  افتهی به دو کانال گسترش کسانی یسیمغناط دانی. با اعمال مشود یم

بوده است. در مورد  شتریب افتهی شده واگرا، مقدار غلظت در کانال گسترش فشرده
  مطلب کاملاً برعکس است. نیهمگرا، ا یها کانال

ژول،  یاثر حرارت ،یرموازیشده غ /فشردهافتهی صفحات گسترش ال،ینانوس ها: کلیدواژه
  راچ -روش دوآن
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  مقدمه  - ۱

سیال عبوری بین دو صفحه همگرا یا واگرا از موارد بسیار پرکاربرد 
در علوم مهندسی و صنایع است. با ارایه مفهوم نانوسیال، استفاده 

انتقال حرارت از این نوع سیالات که عموماً باعث افزایش نرخ 
شود، بین این صفحات، موضوع تحقیقات جدیدی شده است.  می

امروزه با پیشرفت صنعت و تکنولوژی، مساله بهبود پارامترهای 
انتقال حرارت به یک امر مهم و ضروری تبدیل شده است. یکی از 

کردن  اند، اضافه راهکارهایی که محققان بدین منظور پیشنهاد کرده
دلیل  های معمولی است. چرا که این مواد به سیالمواد نانو به 

رسانایی حرارتی و نسبت سطح به حجم بالایی که دارند، سبب 
شوند. لذا امروزه  افزایش نرخ هدایت حرارتی در سیال می

 جفریهای فراوانی در این مورد انجام شده است. اولین بار  پژوهش
. این دو [2 ,1]ندمعادلات حاکم بر این مساله را بررسی کرد هاملو 

کنند که با   تحقیق در واقع معادلاتی غیرخطی را عنوان می
های حل  های گوناگون قابل حل هستند. یکی از روش روش

. در این روش [3]است (ADM) نیآدوممعادلات غیرخطی، روش 
های عددی  ای است که با استفاده از روش نیاز به یافتن مقدار اولیه

روش در تعدادی از مسایل مهندسی  شود. از این محاسبه می
به  [4]و همکاران در پژوهشی الاسلامی شیخ. [5 ,4]استفاده شده است

شده توسط دو صفحه  بررسی یک جریان ناپایا از نانوسیال فشرده
شده از روش  موازی پرداختند. آنها برای حل معادلات حاکم مطرح ADM  دو صفحه استفاده کردند و به این نتیجه رسیدند که وقتی

صورت همزمان حرکت کنند، عدد ناسلت با افزایش کسر حجمی  به
کند. همچنین نوع نانوذرات عاملی مهم در میزان  ذرات نانو رشد می
  یافته است. انتقال حرارت تبادل

های حل متنوعی را براساس روش  پژوهشگران مختلف، روش ADM اشاره  راچو  دوآنتوان به  ابداع کردند. از جمله این افراد می
 ADMشده روش  ارایه دادند که در واقع همان اصلاح (DRA) راچ -دوآنکرد که نتایج تحقیقات خود را تحت عنوان روش 

. در این روش کاملاً تحلیلی که برای حل معادلات غیرخطی [6]است
های عددی برای  شود، احتیاجی به روش مقدار مرزی استفاده می

های حدسی متغیرها  پروفیل تعیین ضرایب نامعین موجود در
 شود. تری برای مساله ارایه می نیست و در نتیجه، حل دقیق

از این روش برای حل معادلات حاکم بر جریان  گنجیو  دوقونچی
نانوسیال دوفازی عبوری از بین دو صفحه ثابت غیرکشسان و 

. آنها اثرات تعدادی از پارامترهای موثر را [7]غیرموازی استفاده کردند
ررسی کردند و به این نتیجه رسیدند که با افزایش عدد اشمیت، ب

  یابد. مقدار دما و غلظت افزایش می
شده، نوع  یافته/فشرده بین دو صفحه گسترش هامل - جفریجریان 

دیگری از جریان بوده که در تعداد زیادی از فرآیندهای مهندسی به 
ت. کار رفته و مورد توجه بسیاری از محققان واقع شده اس

در این رابطه، بدون توجه به  [8]در تحقیقات خود مازوگلو ترکیل
اثرات حرکت براونی، ترم حرارتی ژول و پدیده ترموفورتیک که خود 

العمل متفاوتی که ذرات مختلف  دلیل وجود گرادیان دما و عکس به
دهد، به این نتیجه  دهند، رخ می نسبت به آن از خود نشان می

فحات باعث کاهش ضخامت لایه مرزی در شدن ص رسید که فشرده
یابد. همین  شود و انتقال حرارت کاهش می کانال همگرا و واگرا می

طور افزایش میزان گسترش صفحات در کانال همگرا، افزایش مقدار 
به بررسی  گنجیو  دوقونچیهمراه دارد. در تحقیقی دیگر،  دما را به

میدان سرعت و دمای مربوط به عبور یک نانوسیال بین دو صفحه 
شده غیرموازی بدون توجه به اثرات پدیده  یافته/فشرده گسترش

ترموفورتیک و براونی و ترم حرارتی ژول و تنها با درنظرگرفتن اثرات 
برای حل معادلات حاکم  DRAاز روش  . آنها[9]تشعشع پرداختند

و به این نتیجه رسیدند که با کاهش میزان گسترش استفاده کردند 
 گنجیو  دوقونچییابد.  صفحات، مقدار دما و سرعت نیز کاهش می

در پژوهشی دیگر با درنظرداشتن اثر براونی و بدون توجه به اثرات 
پدیده ترموفورتیک و ترم حرارتی ژول که پارامترهایی تاثیرگذار در 

، به DRAگیری از روش  و با بهرهمعادلات حاکم بر نانوسیال هستند 
مطالعه در مورد سرعت و دمای نانوسیال عبوری از بین دو صفحه 

شده غیرموازی، در حضور یک چشمه حرارتی  یافته/فشرده گسترش
. آنها به این نتیجه رسیدند که توزیع دما با افزایش [10]پرداختند

یابد.  میزان گسترش صفحات و کاهش تشعشع افزایش می
ن توزیع سرعت و عدد ناسلت نیز از میزان گسترش صفحات همچنی
  شود. گیرد و با افزایش آن، به مقدارشان افزوده می تاثیر می

ها، غلظت  شده در مورد نانوسیال های انجام در بسیاری از پژوهش
صورت کاملاً یکنواخت فرض شده و این بدین معنی  نانوذرات به

سیال و نانوذرات  است که از سرعت لغزشی موجود بین فاز
و  ابوالبشریتوان به  . در این مورد می[13-11]پوشی شده است چشم

اشاره کرد که به بررسی آنتروپی یک جریان ناپایا از  [11]همکاران
یافته در حضور  نانوسیال گذرنده از یک سطح نفوذپذیر گسترش

دهد که  میدان مغناطیسی پرداختند. نتایج این پژوهش نشان می
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شود،  هش تولید آنتروپی که یک هدف مهم تلقی میبرای کا
بایستی کلیه پارامترهای ترموفیزیک موثر کاهش یابند. همچنین 
تاثیر شناوری بر جریان نانوسیال گذرنده از یک صفحه 

یافته، با درنظرگرفتن اثرات تشعشع و در حضور میدان  گسترش
گرفته مورد مطالعه قرار  [12]و همکاران رشیدیمغناطیسی توسط 

دهد که افزایش پارامتر شناوری   است. نتیجه این بررسی نشان می
شود. حال آن که  سبب افزایش سرعت و کاهش دما می

های لغزشی مانند پدیده ترموفورتیک  گرفتن بعضی از مکانیزم نادیده
بودن غلظت  شود و غیریکنواخت سبب ایجاد خطا در تحلیل می

و  مهر فریدونی. [15 ,14 ,7]ذرات بایستی منظور شود نانو
در بررسی جریان نانوسیال روی صفحات  [15]رحیمی برادران
یافته در حضور میدان مغناطیسی با شرایط مرزی سرعت  گسترش

لغزشی و همرفت سطحی ضمن درنظرداشتن پدیده ترموفورتیک و 
حرکت براونی و بدون توجه به ترم حرارتی ژول به این نتیجه 

یا رسیدند که گرادیان دمای دیواره با افزایش پارامتر ترموفورتیک 
یابد. همچنین عدد شرود محلی با  کاهش پارامتر براونی کاهش می

پارامتر براونی متناسب است و با پارامتر ترموفورتیک رابطه 
 معکوس دارد.

ها بسیار گسترده و متنوع است و به عبور  پژوهش در مورد نانوسیال
 الاسلامی شیخشود.  نانوسیال از بین دو صفحه غیرموازی ختم نمی

ای به بررسی  با استفاده از روش بولتزمن شبکه [16]شیدر پژوه
شکل  در یک حفره متخلخل مکعبی Al2O3-H2Oجریان نانوسیال 

جایی اجباری پرداخت. این حفره  بُعدی با انتقال حرارت جابه سه
تحت اثر میدان مغناطیسی قرار گرفته و داخل آن یک مانع 

تن اثرات حرکت شکل داغ لحاظ شده است. او ضمن درنظرگرف کروی
فاز در نظر گرفت و با  صورت مدل تک براونی، خواص نانوسیال را به

سازی مزوسکوپی به این نتیجه رسید که عدد ناسلت متوسط  شبیه
با افزایش اعداد دارسی و رینولدز و همچنین کسر حجمی نانوذرات 

یابد. همچنین انرژی جنبشی نانوسیال با افزایش اعداد  افزایش می
و  الاسلامی شیخشود. در پژوهشی دیگر  ز و دارسی تقویت میرینولد

به تحلیل و بررسی قانون دوم ترمودینامیک در جریان  [17]همکاران
منظور  آشفته نانوسیال عبوری از داخل یک لوله پرداختند. به

ای در داخل این لوله  خورده افزایش نرخ انتقال حرارت، نوار پیچ
سازی این جریان از روش المان  دلتعبیه شده است. آنها برای م

محدود استفاده کردند و به این نتیجه رسیدند که با افزایش نسبت 
خورده به طول لوله، عدد بجان و تولید آنتروپی کل  طول نوار پیچ
یابد. همچنین عدد ناسلت و آنتروپی کل دارای رابطه  افزایش می

به  [18]نو همکارا الاسلامی شیخمعکوس هستند. در جایی دیگر 
جایی نانوسیال آلومینا در یک  سازی عددی انتقال حرارت جابه مدل

منظور  محیط نفوذپذیر با استفاده از قانون دارسی پرداختند. آنها به
سازی، جریان اثرات حرکت براونی و ضریب شکل را بر رفتار  مدل

استفاده کردند.  CVFEMنانوسیال مد نظر قرار دادند و از روش 
دهد که نیروی لورنتس باعث تقویت مکانیزم  نتایج نشان می

شود و با کاهش عدد هارتمن، عدد ناسلت متوسط  هدایت می
یابد. افزایش عدد ریلی و پارامتر تشعشع نیز سبب  افزایش می

  شود. افزایش عدد ناسلت می
ر هدف اصلی از انجام این مقاله، بررسی انتقال حرارت و جرم د

جریان دوبُعدی، پایا، ویسکوز، هیدرودینامیک مغناطیسی و 
شده  یافته/فشرده تراکم بین دو صفحه غیرموازی گسترش غیرقابل

است. در این پژوهش ضمن حل تحلیلی معادلات به بررسی اثرات 
های دما،  عدد رینولدز، عدد هارتمن و زاویه بین دو صفحه بر میدان

صورت  در حالی که دو صفحه به شود، سرعت و غلظت پرداخته می

شدن هستند.  یافتن یا فشرده همگرا یا واگرا و در حال گسترش
همچنین تاثیرات پدیده ترموفورتیک و پخش براونی بر عدد ناسلت 

شوند. لازم به ذکر است که درنظرگرفتن ترم  نیز مورد بررسی واقع می
های موثر از  محرارتی ژول در معادله بقای انرژی در کنار سایر مکانیز
های نوآوری کار  جمله پدیده ترموفورتیک و پخش براونی از جنبه

  کننده مطالعات قبلی است. حاضر بوده و در عین حال تکمیل
  
 شرح مساله و معادلات حاکم - ۲

شده، با زاویه  یافته/فشرده دو صفحه غیرموازی گسترش  2α۰صورت همگرا ( بهα<) ۰) یا واگراα> نظر ) نسبت به هم در
اند. یک جریان پایا از یک سیال لزج و رسانای غیرقابل  گرفته شده

تراکم که ناشی از چشمه یا چاه بوده، در حضور میدان مغناطیسی 
صورت  ). این صفحات به۱بین دو صفحه در حال حرکت است (شکل 

  شوند:  یافته یا فشرده می گسترش sشعاعی و با نرخ 
  
ݑ                                                              )۱( = ௪ݑ  = ௦௥  
  

های مختلف  سرعت این سیال شعاعی بوده و در خط جریان
  متفاوت است، بنابراین: 

ఏݑ  )۲( =  0       
௭ݑ  )۳( =  0 
௥ݑ  )۴( =       (θ,ݎ)௥ݑ 

نشان داده شده است  ۵-۹معادلات حاکم بر این جریان در روابط 
ترتیب بیانگر معادله پیوستگی، معادله ناویراستوکس در  که به

و معادله بقای انرژی  r، معادله ناویراستوکس در راستای θراستای 
 و جرم هستند.

)۵(  ଵ௥ ߩ డ(௥௨ೝ)డ௥ = 0  
)۶(  ଵఘ೑௥ డ௉డఏ −  ଶஜఘ೑௥మ డ௨డఏ = 0  
)۷(  

ങೠങೝݑ =  − ଵఘ೑ డ௉డ௥ + ஜఘ೑ ቀడమ௨డ௥మ + ଵ ௥  ങೠങೝ + ଵ௥మ డమ௨డఏమ −௨௥మቁ − ఙ஻బమఘ೑ ௥మ   ݑ

)۸(  

ݑ డ்డ௥ = ᇱߙ  ቀ ଵ௥ డడ௥ ቀݎ డ்డ௥ቁ + ଵ௥మ డమ்డఏమ ቁ  
  + ஜ൫ ఘ௖೛൯೑ ൬2 ൬ ቀడ௨డ௥ቁଶ + ቀ௨௥ቁଶ൰ + ቀଵ௥ డ௨డఏቁଶ൰   
 + ൫ ఘ௖೛൯೛௥మ൫ ఘ௖೛൯೑ ஻ܦ) ቀడ஼డ௥ డ்డ௥ + ଵ௥మ డ஼డఏ డ்డఏቁ   
 + ஽೅்ೢ ൬ ቀడ்డ௥ቁଶ + ଵ௥మ ቀడ்డఏቁଶ൰) + ఙ஻బమ௨మ൫ ఘ௖೛൯೑௥మ    

ݑ )۹( డ௖డ௥ ஻ܦ = ቀଵ௥  డడ௥ ൫ݎങ೎ങೝ൯ + ଵ௥మ డమ௖డఏమቁ + ஽೅்ೢ ( భೝ ങങೝ ቀݎ డ்డ௥ቁ  + ଶݎ1 ߲ଶ߲ܶߠଶ) 



 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــی سبزپوشان دیمجی و فاطمه کرم ۷۰۰

  ۱۳۹۷ اسفند، ۳، شماره ۱۹دوره                                                                                                                                                  پژوهشی مهندسی مکانیک مدرس                                - ماهنامه علمی

 رسانایی ߪفشار سیال،  Pدهنده سرعت،  نشان u=ur(r,θ) که
 c سیال، دمای T نفوذ حرارتی، ᇱߙمیدان مغناطیسی، B0الکتریکی، 
 بیانگر DBویسکوزیته دینامیک،  μ، ظرفیت حرارتی ویژه Cp غلظت،

  ضریب انتشار ترموفورتیک است. بیانگر DT ضریب انتشار براونی و
عنوان شده، علاوه بر  ۸در معادله بقای انرژی که تحت عنوان رابطه 

های ترموفورتیک  درنظرگرفتن اثرات ناشی از اتلافات لزجت، پدیده

بوده،  ఙ஻బమ௨మ൫ ఘ௖೛൯೑௥మو پخش براونی، ترم حرارتی ژول که در واقع برابر با 

 عنوان یک ترم چشمه در معادله وارد شده است. به
 توان دریافت: یم ۵از رابطه 

(ߠ)݂  )۱۰(  = ,ݎ)ݑݎ       (ߠ
، θگیری از معادله ناویراستوکس در راستای  همچنین با انتگرال

 شود. حاصل می ۱۱رابطه 
)۱۱(  ௣ఘ೑ = ଶఔ௥మ (ߠ)݂ + ℎ(ݎ)     

بعد زیر بازنویسی  وسیله پارامترهای بی معادلات حاکم ابتدا به
 شود: می

(ߟ)ܨ  )۱۲( =  ௙(ఏ)௨೎    
߆  )۱۳( = ଶݎ  ்்ೢ   
(ߟ)ߔ  )۱۴( = ଶݎ  ௖௖ೢ  

 Twدهنده نرخ حرکت در خط مرکزی و  نشان uc بوده و η= ஘ఈکه 
  دمای دیواره است.

در معادلات حاکم، روابط زیر حاصل  ۱۲-۱۴گذاری روابط  بعد از جای
 شود: می

ᇵܨ   + 2αReܨܨᇱ + 4αଶܨᇱ − Haଶ αଶܨ′ = 0 

ᇳ߆  )۱۵( + ߆ଶߙ4 + ߆ܨଶPrߙ2 + ୔୰.୉ୡୖୣ ଶܨଶߙ4) + +   (ଶ′ܨ ௕ܰ(4ߙଶߔ߆ + (ᇱߔᇱ߆ + ௧ܰ൫4ߙଶ߆ଶ +   ᇱଶ൯߆
)۱۶(   +Haଶ ୔୰.୉ୡୖୣ ଶܨଶߙ = 0  
ᇳߔ  )۱۷( + 4αଶߔ + 2αReScߔܨ + ே೟ே್ (4αଶ߆ + (ᇳ߆ = 0  

=Sc عدد رینولدز، Re= ఈ ௨೎ ఔدر معادلات فوق  ஜ஡೑ ஽ಳ ،عدد اشمیت Pr=࢛ࢉ ൫࣋࢖ࢉ൯عدد پرانتل، ૂ  ࢌ Ec= ஑ ௨೎మ(௖೛) ೑  ்ೢ ،عدد اکرت Ha=ටఙ ஻బమஜ 

ೢ்  ൫ఘ௖೛൯೛= پارامتر براونی و Nb=൫ఘ௖೛൯೛஽ಳ௖ೢ ൫ఘ௖೛൯೑ ஑ᇲعدد هارتمن،   ஽೅൫ఘ௖೛൯೑ ஑ᇲ ೎்  Nt 

  .پارامتر ترموفورتیک است
  شرایط مرزی برای معادلات اساسی در ادامه آمده است:

 است: η=0در خط مرکزی کانال که 
(0)ܨ  )۱۸( = 1, ᇱ(0)ܨ = 0, ᇱ(0)߆ = 0, ᇱ(0)ߔ = 0 

 خواهد بود: η=1و در 
(1)ܨ  )۱۹( = ,ܥ (1)߆ = 1, (1)ߔ = 1 

=Cکه  ௦௨೎ پذیری است، در  سازی/گسترش در واقع پارامتر فشرده
 >۰Cیابند و در حالت  باشد، دو صفحه گسترش می <۰Cصورتی که 

 شوند. صفحات فشرده می

 تصویر شماتیک مساله )۱شکل 
  
 پارامتر فیزیکی مهندسی - ۳

های  در واقع معیاری از نرخ انتقال حرارت در دیوارهعدد ناسلت 
 شود: صورت زیر مشخص می کانال است و به

)۲۰(  Nu =  ௥ ௤ೢ |ഇసഀ఑ ்ೢ   
 در رابطه فوق:

= ௪ݍ  )۲۱(   ቀ ଵ௥  డ்డఏቁ ߢ− 
 ۲۲شکل رابطه  ، عدد ناسلت به۲۰در  ۲۱گذاری رابطه  که بعد از جای
 شود. نوشته می

)۲۲(  Nu =  − ଵ௥మ ఈ   (1)′߆
  های مربوط به این ویژگی ترسیم شده است. در ادامه گراف

  
 DRAروش  - ۴

تحلیلی  های شبه کمک روش اگر چه معادلات حاکم بر مساله به
های تحلیلی از دقت بیشتری برخوردارند.  قابل حل است، اما روش

در واقع  DRAهمان طور که قبلاً بیان شد، روش تحلیلی 
بوده و برای تسلط کافی به این روش لازم  ADMشده روش  اصلاح

آشنا شد. برای توصیف این  ADMاست که ابتدا با اساس روش 
در حالت کلی در نظر  ۲۳صورت رابطه  روش، معادله دیفرانسیل به

 شود: گرفته می
(ݔ)ݑ  )۲۳( − (ݔ)ݑܰ =  (ݔ)ݓ

یک تابع مشخص  w(x)بیانگر یک اپراتور غیرخطی بوده و  Nکه 
 گیرد: صورت سری در نظر می جواب معادله را به ADMاست. روش 

(ݔ)ݑ  )۲۴( = ∑ ௠ஶ௠ୀ଴ݑ   (ݔ)
 شود. تجزیه می ۲۵صورت رابطه  نیز به Nهمچنین اپراتور غیرخطی 

)۲۵(  N(ݔ)ݑ = ෍ ௠ஶܣ
௠ୀ଴  (ݔ)

 که: در حالی
(ݔ)௠ܣ  )۲۶( = ,(ݔ)଴ݑ)௠ܣ  ,(ݔ)ଵݑ … ,     ((ݔ)௠ݑ
(ݔ)௠ܣ  )۲۷( = ଵ௠! ( ௗ೘ௗఒ೘ ܰ ቀ∑ ௜ ௠௜ୀ଴ߣ   ቁ)ఒୀ଴(ݔ)௜ݑ
 [3] نیآدوم، به مرجع ADMمنظور مطالعه بیشتر مراحل روش  (به

  مراجعه شود).
پرداخته  DRAاکنون به چگونگی حل معادلات براساس روش 

شود. با استفاده از این روش بسیاری از معادلات موجود در علوم  می
مهندسی توسط پژوهشگران مختلف با دقت قابل قبولی در مقایسه 

اند. مزیت اصلی استفاده از این روش  های دیگر حل شده با روش
احتیاجی  ADMاین بوده که کاملاً تحلیلی است و بر خلاف روش 

های عددی برای تعیین ضرایب نامعین ندارد.  شبه استفاده از رو
دهد  فرم کلی یک معادله دیفرانسیل غیرخطی را نشان می ۲۸رابطه 
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یک اپراتور غیرخطی  Nیک اپراتور دیفرانسیل خطی و  Lکه در آن 
  است.

(ݔ)ݑܮ  )۲۸( = (ݔ)ݑܰ  +  (ݔ)݃
دیفرانسیل مرتبه دو در نظر گرفته شود و شرایط یک اپراتور  Lاگر 

 تعریف شوند: ۳۰و  ۲۹مرزی مطابق با روابط 
(ܽ)ݑ  )۲۹( =        ߛ
(ܾ)ݑ  )۳۰( = ܽ        ߚ ≤ ݔ ≤ ܾ 

 صورت زیر تعریف نمود: را نیز به  L-1و  Lتوان  لذا می
ܮ  )۳۱( = ௫మࢊమࢊ  (∎)  
ଵିܮ  )۳۲( = ׬  ׬ (∎)௫క௫௔   ݔ݀ ݔ݀ 

  است. xشده برای  مقداری دلخواه از بازه تعریف ξ و همچنین ردیگ یقرار م یا چند جمله کی )∎( علامت یکه به جا
 در این حالت:

൯(ݑ)ܮଵ൫ିܮ  )۳۳( = (ݔ)ݑ  − (ܽ)ݑ − ݔ)(ߦ)′ݑ − ܽ) 

به دست  ۳۴اعمال کنیم، رابطه  ۲۸را به دو طرف رابطه   L-1اگر 
 خواهد آمد.

(ݔ)ݑ  )۳۴( − (ܽ)ݑ − ݔ)(ߦ)ᇱݑ − ܽ) = ݑଵܰିܮ  +  (ݔ)ଵ݃ିܮ

از آن محاسبه و مجدداً در   (ߦ)′ݑ قرار داده و x=b، ۳۴در رابطه 
 شود. قرار داده می ۳۴رابطه 

(ݔ)ݑ   = (ܽ)ݑ  +  ௨(௕)ି ௨(௔)௕ି௔ ݔ) − ܽ) +   (ݔ)ଵ݃ିܮ
)۳۵(  − ௫ି௔௕ି௔ ቀିܮଵ⃒݃௫ୀ௕ቁ + ݑଵܰିܮ − ௫ି௔௕ି௔   (௫ୀ௕⃒ݑଵܰିܮ)

توان به ادامه حل  می ۲۷و  ۲۵، ۲۴اکنون با استفاده از روابط 
  زیر رسید:شکل  پرداخت و نهایتاً به جوابی به

)۳۶(  
଴ݑ = (ܽ)ݑ  +  ௨(௕)ି ௨(௔)௕ି௔ ݔ) − ܽ) + −  (ݔ)ଵ݃ିܮ ௫ି௔௕ି௔ ቀିܮଵ⃒݃௫ୀ௕ቁ     

௠ାଵݑ  )۳۷( = ௠ܣଵିܮ − ௫ି௔௕ି௔   (௠⃒௫ୀ௕ܣଵିܮ)

و  دوآن، به مرجع DRAمنظور مطالعه بیشتر مراحل روش  (به
  مراجعه شود). [6]راچ

  
 DRAحل بر مبنای روش  - ۵

شود.  بر معادلات حاکم پرداخته می DRAاکنون به اعمال روش 
 شود که: های مختلف فرض می برای ایجاد تمایز بین حالت

ଶܮ  )۳۸( = ఎమࢊమࢊ  (∎), ଷܮ = ఎయࢊయࢊ  (∎)    
 های زیر بازنویسی کرد: شکل توان به را می ۱۵- ۱۷بنابراین معادلات 

(ܨ)ଷܮ  )۳۹( = ᇱܨܨReߙ2−  − ᇱܨଶߙ4 +  Haଶߙଶܨ′    
  

(߆)ଶܮ = ߆ଶߙ4)−  + ߆ܨଶPrߙ2 +୔୰.୉ୡୖୣ ଶܨଶߙ4) + (ଶ′ܨ + ௕ܰ(4ߙଶߔ߆ + (ᇱߔᇱ߆ +௧ܰ(4ߙଶ߆ଶ +    (ᇱଶ߆
)۴۰(  +Haଶ ௉௥.ா௖ோ௘   ( ଶܨଶߙ 

)۴۱(  
(ߔ)ଶܮ = ߔଶߙ4)−  + +ߔܨReScߙ2 ௧ܰ௕ܰ ߆ଶߙ4) +  ((ᇳ߆

 ۳۹و  ۲۸شود. از مقایسه روابط  پرداخته می ۳۹ابتدا به حل معادله 
 شود: نتیجه زیر حاصل می

ܨܰ  )۴۲( = ᇱܨܨReߙ2−  − ᇱܨଶߙ4 + Haଶ ߙଶܨ′   L3-1 شود و سپس آن را به دو سمت  تعریف می ۴۳صورت رابطه  به
 آید. به دست می ۴۴کنیم و رابطه  اعمال می ۴۲رابطه 

ଷିଵܮ  )۴۳( = ׬ ׬ ׬ (∎)ఎ଴ఎ଴ఎ଴   ݔ݀ ݔ݀ ݔ݀ 
(ߟ)ܨ  )۴۴( − (0)ܨ − ᇱ(0)ܨߟ − ଵଶ ᇳ(0)ܨଶߟ =   (ܨ ܰ)ଷିଵܮ 

آید و  به دست می ᇳ(0)ܨ و اعمال شرایط مرزی، η=1با قراردادن 
 شود: ، نتیجه زیر حاصل می۴۴گذاری آن در رابطه  با جای

(ߟ)ܨ   =  1 − ଶ(1ߟ − (ܥ +  (ܨ ܰ)ଷିଵܮ
   ൧ఎୀଵ(ܨ ܰ)ଷିଵܮൣ ଶߟ−  )۴۵(

 توان به نتیجه زیر رسید: می ۴۵بنابراین طبق رابطه 
(ߟ)଴ܨ  )۴۶( = 1 − ଶ(1ߟ −     (ܥ
(ߟ)௠ାଵܨ  )۴۷( = (௠ܣ)ଷିଵܮ  −   ఎୀଵ[(௠ܣ)ଷିଵܮ] ଶߟ

Am  های سری  محاسبه شده و بدین ترتیب سایر جمله ۲۷از رابطه
F .قابل دستیابی است  

شود. از مقایسه این دو  پرداخته می ۴۱و  ۴۰اکنون به حل معادلات 
 آید: نتیجه زیر به دست می ۲۸رابطه و رابطه 

)۴۸(  

(߆)ܰ = ߆ଶߙ4)−  + ߆ܨଶPrߙ2 +୔୰.୉ୡୖୣ ଶܨଶߙ4) + ((ଶ′ܨ + ௕ܰ(4ߙଶߔ߆ + (ᇱߔᇱ߆ +௧ܰ(4ߙଶ߆ଶ + ᇱଶ)  +Haଶ ୔୰.୉ୡୖୣ߆     ଶܨଶߙ 
)۴۹(  

(ߔ)ܰ = ߔଶߙ4)−  + ߔܨReScߙ2 +ே೟ே್ ߆ଶߙ4) + و  ۴۸، تعریف و سپس به دو سمت روابط ۵۰صورت رابطه  به ଶିଵܮ  ((ᇳ߆
  به دست خواهند آمد: ۵۲و  ۵۱شود و روابط  اعمال می ۴۹

ଶିଵܮ )۵۰( = ׬  ׬ (∎)ఎ଴ఎ଴   ݔ݀ ݔ݀ 
(ߟ)߆  )۵۱( = (0)߆  + ᇱ(0)߆ߟ +  ߆ ଶିଵܰܮ

(ߟ)ߔ  )۵۲( = (0)ߔ  + ᇱ(0)ߔߟ +    ߔଶିଵܰܮ
به دست  (0)ߔ و (0)߆و اعمال شرایط مرزی،  η=1با قراردادن 

 شوند: گذاری می جای ۵۲و  ۵۱آید و در روابط  می
(ߟ)߆  )۵۳( =  1 − ఎୀଵ[(ߟ)߆ܰ]ଶିଵܮ +   ߆ ଶିଵܰܮ
(ߟ)ߔ  )۵۴( =  1 − ఎୀଵ[(ߟ)ߔܰ]ଶିଵܮ +  ߔଶିଵܰܮ

 شود: نتیجه زیر حاصل می ۵۳بنابراین طبق رابطه 
(ߟ)଴߆  )۵۵( =  1   
(ߟ)௠ାଵ߆  )۵۶( = ఎୀଵ[௠ܣ]ଶିଵܮ−  +     ௠ܣଶିଵܮ

 :۵۴و براساس رابطه 
(ߟ)଴ߔ  )۵۷( =  1 



 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــی سبزپوشان دیمجی و فاطمه کرم ۷۰۲
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(ߟ)௠ାଵߔ  )۵۸( = ఎୀଵ[௠ܣ]ଶିଵܮ−  +   ௠ܣଶିଵܮ
Am  های  شود و بدین ترتیب سایر جمله محاسبه می ۲۷از رابطه

دارای  ߆ و ߔقابل دستیابی است. دقت شود که  ߆ و ߔسری 
شده هستند و برای حل این دو از روش تکرار  معادلاتی به هم کوپل

  شود. استفاده می
  
  اعتبارسنجی - ۶

و نتایج  DRAبین حل به روش  Θ′(1)-و  F′(1) مقایسه نتایج
برای مقادیر مختلف پارامتر  [8]مطالعات عددی پیشین

پذیری مربوط به کانال همگرا و واگرا در  سازی/گسترش فشرده
گرفته  نمایش داده شده است. نتایج مقایسه صورت ۱-۴های  جدول
دهنده خطاهای بسیار ناچیز است و لذا اعتبار روش مورد  نشان

  شود. مطالعه اثبات می
  

 ،F′(1)در  [8]با نتایج عددی DRAش آمده از رو دست مقایسه مقادیر به) ۱جدول 
ߙازای  به = − ஠ଷ଺ 

C خطا  [8]نتایج عددی نتایج حاضر(%)  
۲ - ۱۳۰۹۲۲۲۹۲۷/۵-  ۱۳۰۹۲۲۲۹۲۶/۵ - ۰۰۰۰۰۰۰۰۱۹/۰  
۱ -  ۶۵۲۱۵۹۱۳۰۱/۴ -  ۶۵۲۱۵۹۱۳۵۴/۴- ۰۰۰۰۰۰۱۱۳۹/۰ 
۰  ۸۳۳۹۵۱۴۲۳۰/۲ -  ۸۳۳۹۵۱۴۳۳۰/۲ - ۰۰۰۰۰۰۳۵۲۹/۰ 
۱  ۰  ۰  -  
۲  ۶۶۸۱۴۶۲۶۳۷/۳ ۶۶۹۷۱۱۱۸۵۳/۳ ۰۴۲۶۴۴۲۷۱۵/۰ 

  
 ،F′(1)در  [8]با نتایج عددی DRAآمده از روش  دست مقایسه مقادیر به) ۲ جدول
ߙازای  به = ஠ଷ଺  

C خطا (%) [8]نتایج عددی نتایج حاضر  
۵/۱ - ۰۸۲۹۲۵۶۵۶۹/۵-  ۰۸۲۹۲۵۶۵۶۸/۵ - ۰۰۰۰۰۰۰۰۲۰/۰  
۱ -  ۵۰۸۱۰۳۱۶۹۱/۳-  ۵۰۸۱۰۳۱۶۶۷/۳ - ۰۰۰۰۰۰۰۶۸۴/۰ 
۰  ۱۰۹۳۲۶۵۳۱۶/۱ -  ۱۰۹۳۲۶۵۲۶۶/۱- ۰۰۰۰۰۰۴۵۰۷/۰ 
۱  ۰  ۰  -  
۵/۱  ۱۴۶۳۴۷۸۵۹۶/۰ - ۱۴۶۴۲۹۸۸۳۵/۰ - ۰۵۶۰۱۵۸۲۰۰/۰ 

  
-در  [8]با نتایج عددی DRAآمده از روش  دست مقایسه مقادیر به) ۳جدول 
Θ′(1)ߙازای  ، به = − ஠ଷ଺  
C خطا  [8]نتایج عددی نتایج حاضر(%)  
۲ - ۰۳۱۵۷۶۰۵۳۹/۰  ۰۳۱۵۷۶۱۸۲۱/۰ ۰۰۰۴۰۶۰۰۲۲/۰ 
۱ -  ۰۳۷۳۲۲۴۶۹۶/۰  ۰۳۷۳۲۲۶۳۶۸/۰ ۰۰۰۴۴۷۹۸۵۵/۰ 
۰  ۰۴۲۱۵۱۷۲۰۶/۰ ۰۴۲۱۵۱۷۲۴۳/۰ ۰۰۰۰۰۸۷۷۷۸/۰ 
۱  ۰۴۶۴۰۱۲۷۱۰/۰ ۰۴۶۴۰۱۵۱۰۶/۰ ۰۰۰۵۱۶۳۶۲۵/۰ 
۲  ۰۵۰۲۴۶۴۹۷۴/۰  ۰۵۰۲۴۲۳۱۵۴/۰ ۰۰۸۳۲۳۶۶۱۰/۰ 

  
-در  [8]با نتایج عددی DRAآمده از روش  دست مقایسه مقادیر به) ۴جدول 
Θ′(1)ߙازای  ، به = ஠ଷ଺  
C خطا  [8]نتایج عددی نتایج حاضر(%)  
۵/۱ - ۰۳۲۴۵۷۴۷۵۲/۰  ۰۳۲۴۵۷۵۹۷۰/۰ ۰۰۰۳۷۵۲۵۸۸/۰ 
۱ -  ۰۳۴۷۷۵۶۸۱۰/۰  ۰۳۴۷۷۵۸۱۶۹/۰ ۰۰۰۳۹۰۷۸۸۸/۰ 
۰  ۰۳۹۹۸۲۰۰۹۱/۰ ۰۳۹۹۸۲۰۱۲۱/۰ ۰۰۰۰۰۷۵۰۳۴/۰ 
۱  ۰۴۶۴۰۱۲۷۱۰/۰  ۰۴۶۴۰۱۵۱۰۶/۰ ۰۰۰۵۱۶۳۶۲۵/۰ 
۵/۱  ۰۵۰۴۵۶۴۹۳۶/۰  ۰۵۰۴۵۷۰۶۳۸/۰ ۰۰۱۱۳۰۰۶۹۷/۰ 

  
 بحث و نتایج - ۷

جرم در جریان  شده به بررسی انتقال حرارت و در پژوهش انجام
شده  یافته/فشرده نانوسیال عبوری از بین دو صفحه گسترش

غیرموازی در حضور میدان مغناطیسی پرداخته شده است. برای 
تحلیل و بررسی جریان، اثرات عدد رینولدز، عدد هارتمن و زاویه 

سرعت، دما و غلظت و تاثیر پارامتر بازشدگی صفحات بر میدان 
  گیرد. براونی و ترموفورتیک بر عدد ناسلت مورد مطالعه قرار می

، اثر تغییرات عدد رینولدز بر توزیع سرعت، دما و غلظت ۱در نمودار 
یافته نشان داده شده است. در کانال همگرا  در صفحات گسترش

)۰α<بد، در حالی که یا ) با افزایش عدد رینولدز، سرعت افزایش می
)، سرعت با افزایش عدد <۰αیابد. در کانال واگرا ( دما کاهش می

یابد. در این نوع کانال، در  رینولدز کاهش و غلظت، افزایش می
کند و  صورت برعکس حرکت می مقادیر بالاتر عدد رینولدز، جریان به

کند. بنابراین در صورتی در  احتمال جریان برگشتی افزایش پیدا می
شود که مقادیر پایین عدد  نال واگرا جریان برگشتی ایجاد نمیکا

رینولدز اختیار شود. در کانال همگرا این رفتار جریان برعکس است. 
الف، مقدار سرعت از بیشترین مقدار خود در خط  -۱در نمودار 

مرکزی کانال، شروع و نهایتاً در مجاورت دیواره کانال به مقدار 
۵/۰=F شده برای  پذیری درنظرگرفته ازه پارامتر انبساطکه برابر با اند

شود. روند تغییرات سرعت در یک کانال همگرا  کانال است، ختم می
و یک رینولدز خاص کاملاً نزولی است، در حالی که در کانال واگرا و 

) مقدار سرعت جریان در جایی قبل از Re=۱۱۰رینولدزهای بالا (
رسد و تا رسیدن به دیواره  خود می) به کمترین مقدار η=۸/۰دیواره (

ب مشخص است که در کانال  -۱روند صعودی دارد. در نمودار 
بیشترین مقدار دما در خط  همگرا و واگرا در رینولدزهای مختلف،

ها از مقدار   شدن به دیواره شود و با نزدیک مرکزی کانال احساس می
ترین مقدار خود شود و نهایتاً در مجاورت دیواره به کم دما کاسته می

ج بیانگر این مطلب است که در کانال واگرا  -۱رسد. نمودار  می
بیشترین مقدار غلظت در خط مرکزی وجود دارد و با حرکت به 

شود تا نهایتاً به مقدار شرط  ها از مقدار آن کم می سمت دیواره
در مجاورت دیواره کانال برسد. این در حالی است که در  Φ=۱مرزی 

را مقدار غلظت در خط مرکزی کانال از مقادیری کمتر از کانال همگ
های کانال، مقدار  شدن به دیواره شود و با نزدیک یک شروع می

کند تا نهایتاً در مجاورت دیواره به بیشترین  غلظت افزایش پیدا می
دهد که تاثیر  رسد. نتایج نشان می می Φ=۱مقدار خود یعنی 

ظت در کانال واگرا بیشتر از کانال تغییرات عدد رینولدز بر توزیع غل
 همگرا است. 

نیز مجدداً به بررسی اثرات تغییر عدد رینولدز پرداخته  ۲در نمودار 
شوند. در این  شده است با این تفاوت که این بار صفحات فشرده می

حالت و زمانی که کانال همگرا است، با افزایش عدد رینولدز، مقدار 
یابد و زمانی که  الی که دما کاهش مییابد، در ح سرعت افزایش می

کانال واگرا باشد، این تغییرات سبب کاهش مقدار سرعت و دما 
یابد. در کانال واگرا و مقادیر  شود، اما مقدار غلظت افزایش می می

کند، اما  بالاتر عدد رینولدز، احتمال جریان برگشتی افزایش پیدا می
نتایج حاصل از نمودار در کانال همگرا رفتار جریان برعکس است. 

دهد که در هر دو نوع کانال همگرا و واگرا، سرعت  الف نشان می -۲
سیال در خط مرکزی کانال دارای بیشترین مقدار است و با 

شود. همچنین سرعت  ها مقدار سرعت کم می شدن به دیواره نزدیک
ب  -۲سیال در کانال همگرا بیشتر از کانال واگرا است. از نمودار 

شود که در رینولدزهای یکسان، ضخامت لایه حرارتی  می مشخص
در کانال واگرا بیشتر از کانال همگرا است. همچنین در مقادیر 

)، اگر چه ۸۰پایین عدد رینولدز (تغییر عدد رینولدز از مقدار صفر به 
کند، اما این افزایش  با افزایش این عدد، دما نیز افزایش پیدا می

در رینولدزهای بالاتر (تغییر عدد رینولدز  دما مقداری جزیی است و
شود. در کانال همگرا و  )، تغییرات چشمگیرتر می۱۱۰به  ۸۰از مقدار 

واگرا بیشترین دما در خط مرکزی کانال وجود داشته است و در 
رسد. همان گونه که از نمودار  ها به کمترین مقدار می مجاورت دیواره
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ها  را غلظت در مجاورت دیوارهج نیز مشخص بوده، در کانال همگ -۲
دارای بیشترین مقدار است و در کانال واگرا بیشترین مقدار در خط 

شود. از مقایسه توزیع غلظت در  مرکزی کانال مشاهده می
و  ۱های واگرا تحت تاثیر تغییرات عدد رینولدز در نمودارهای  کانال
شود که مقدار غلظت در حالتی که  ، نتیجه بدین صورت می۲
یابند، بیشتر از حالتی است که صفحات فشرده  فحات گسترش میص
  شوند. می
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های سرعت، دما و غلظت در کانال همگرا  تاثیرات عدد رینولدز بر منحنی )۱نمودار 
یابند.)؛ الف) سرعت، ب) دما، ج)  و واگرا (در زمانی که صفحات گسترش می

 غلظت
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  ج) غلظت
  

ترتیب در صفحات  به α، تاثیرات تغییر ۴و  ۳در نمودارهای 
شده بر توزیع سرعت، دما و غلظت مشاهده  یافته و فشرده گسترش

، در کانال همگرا با افزایش میزان ۳شود. با توجه به نمودار  می
یابد. همچنین  همگرایی، ضخامت لایه مرزی سرعت کاهش می

شود و مقدار غلظت نیز  ضخامت لایه مرزی حرارتی بیشتر می
ن در حالی است که در کانال واگرا با افزایش یابد. ای کاهش می

یابد، اما مقدار دما  مقدار بازشدگی صفحات، سرعت سیال کاهش می
یابد. همان طور که براساس معادله برنولی  افزایش می و غلظت
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رود، در کانال همگرا سرعت بیشتر از حالتی بوده که دو  انتظار می
متر از آن است و این اند و در کانال واگرا سرعت ک صفحه موازی
نیز  ۳توزیع سرعت مربوط به نمودار   وضوح در نمودار مساله به

نمایان است. ضخامت لایه حرارتی در کانال همگرا و واگرا بیشتر از 
 αاند و هر چه میزان اندازه زاویه  حالتی است که دو صفحه موازی

ایش شود. نرخ این افز بیشتر شود، بر مقدار این ضخامت افزوده می
در کانال همگرا بیشتر از کانال واگرا بوده و از این رو در مواردی که 

شود.  سازی است، استفاده از کانال واگرا پیشنهاد می هدف خنک
بیشترین مقدار غلظت در کانال واگرا در خط مرکزی وجود دارد، در 
ها  حالی که در کانال همگرا بیشترین مقدار در مجاورت دیواره

رسد.  د و در خط مرکزی، غلظت به کمترین مقدار میشو مشاهده می
خاص، مقدار غلظت در کانال واگرا بیشتر از مقدار غلظت  ηدر یک 

  در کانال همگرا است. 
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های سرعت، دما و  غلظت (در  تاثیرات زاویه بازشدگی کانال بر منحنی) ۳نمودار 
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مربوط به بررسی تاثیرات  ۴همان طور که قبلاً بیان شد، نمودار 

شوند. توزیع سرعت  در زمانی است که صفحات فشرده می αتغییر 
تر بوده و ضخامت  سیال در کانال همگرا نسبت به کانال واگرا، تخت

لایه مرزی سرعت نیز کمتر است. در کانال همگرا با افزایش مقدار 
یابد، در حالی که مقدار غلظت  ، سرعت و دما افزایش میαزاویه 

 αیابد. در صورتی که در کانال واگرا با افزایش زاویه  کاهش می
یابد.  قدار سرعت سیال، کاهش و دما و غلظت افزایش میم

شود که در کانال همگرا و واگرا،  همچنین از این نمودار مشخص می
صورت موازی  های کانال به مقدار دما بیشتر از حالتی است که دیواره
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اند. توجه شود در زمانی که صفحات گسترش یافته یا  قرار گرفته
مت لایه حرارتی در کانال واگرا بیشتر شوند، افزایش ضخا فشرده می

  از کانال همگرا است. 
 ۵تاثیرات عدد هارتمن بر توزیع سرعت، دما و غلظت در نمودارهای 

مربوط به حالتی است که صفحات  ۵نمایان است. نمودار  ۶و 
یابند. در این حالت و در کانال همگرا و واگرا با افزایش  گسترش می

رود و این  صورت عکس از بین می بهعدد هارتمن، حرکت جریان 
شود که مقدار جریان برگشتی، کاهش و مقدار سرعت  سبب می

افزایش یابد. همچنین سرعت سیال در خط مرکزی به بیشترین 
ها از مقدار آن کاسته  شدن به دیواره رسد و با نزدیک مقدار خود می

د ها به کمترین مقدار خو شود تا نهایتاً در مجاورت دیواره می
رسد. این بدین علت است که براساس اصل عدم لغزش، سرعت  می

ها همان سرعت دیواره است. با افزایش  جریان در مجاورت دیواره
آید  میدان مغناطیسی، مقاومت بزرگی روی ذرات سیال به وجود می

شود و دما در کلیه نقاط افزایش  که موجب تولید گرما در سیال می
بب افزایش ضخامت لایه حرارتی شده کند. این مساله س پیدا می

است. با اعمال میدان مغناطیسی یکسان به کانال همگرا و واگرایی 
که اندازه زاویه کانال در آنها برابر بوده، چگونگی توزیع دما تقریباً 

های همگرا و واگرا، بیشترین مقدار  علاوه در کانال یکسان است. به
ها کمترین مقدار دما  یوارهدما در خط مرکزی کانال و در مجاورت د

وجود دارد. همچنین افزایش میدان مغناطیسی سبب کاهش 
شود و ضخامت  های همگرا و واگرا می غلظت در کلیه نقاط کانال

یابد. در شرایطی مشابه، مقدار غلظت  لایه مرزی غلظت کاهش می
خاص) در کانال واگرا بیشتر از کانال همگرا  ηدر یک مکان خاص (

  است.
مربوط به بررسی اثرات تغییرات عدد هارتمن در حالتی  ۶نمودار 

شوند. غلظت در کانال همگرا و  است که صفحات فشرده می
یابد. همچنین  همچنین واگرا با افزایش عدد هارتمن کاهش می

این مساله سبب شده است که جریان برگشتی، کاهش و سرعت 
در کلیه نقاط تقویت  افزایش یابد. با افزایش میدان مغناطیسی، دما

دنبال  شود که این خود افزایش ضخامت لایه مرزی حرارتی را به می
در یک عدد  ηشود که با افزایش  گیری می دارد. از این نمودار نتیجه

هارتمن ثابت، توزیع سرعت و دما در کانال همگرا و واگرا روند 
وند نزولی داشته است، در حالی که مقدار غلظت در کانال همگرا ر

صعودی و در کانال واگرا روند نزولی دارد. با اعمال میدان 
مغناطیسی یکسان به کانال همگرا و واگرا، مقدار دما در کانال 
همگرا بیشتر از کانال واگرا است و با افزایش میدان مغناطیسی 

شود. همچنین از مقایسه  شده، این اختلاف دما بیشتر می اعمال
شود که با اعمال  گیری می نتیجه ۶و  ۵توزیع غلظت در نمودارهای 

میدان مغناطیسی یکسان به دو کانال واگرای مشابه در شرایطی که 
شود، مقدار غلظت  یافته و دیگری فشرده می یکی از آن دو گسترش

یافته بیشتر است. این مساله در مورد کانال همگرا  در کانال گسترش
 ود بیشتر است.ش برعکس بوده و غلظت در کانالی که فشرده می

بیانگر تاثیر پارامتر براونی و ترموفورتیک بر عدد  ۲- ۵های  شکل
مربوط به حالتی بوده که کانال واگرا  ۳و  ۲های  ناسلت است. شکل
شده هستند. همان  یافته و فشرده صورت گسترش است و صفحات به

شود، در هر دو حالت با افزایش پارامتر  طور که مشاهده می
یابد  پارامتر براونی، نرخ انتقال حرارت نیز افزایش می ترموفورتیک و

تر است. در واقع  و این تغییرات با افزایش پارامتر براونی محسوس
 افزایش پارامتر براونی، تاثیر بیشتری بر افزایش عدد ناسلت دارد.

نیز مربوط به کانال همگراست. در هر دو حالتی که  ۵و  ۴های  شکل
فشرده شدند، افزایش پارامتر ترموفورتیک  یافته یا گسترش صفحات

مربوط به صفحات  ۴شود. شکل  موجب افزایش عدد ناسلت می
یافته است. در این حالت با افزایش پارامتر براونی در یک  گسترش

پارامتر ترموفورتیک ثابت، عدد ناسلت تغییرات بسیار جزیی دارد که 
صورت کاهشی  یرات بهدر مقادیر بالاتر پارامتر ترموفورتیک، این تغی

شوند، افزایش پارامتر  که صفحات فشرده می ۵است. در شکل 
  شود. براونی موجب کاهش عدد ناسلت می
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های سرعت، دما و غلظت در کانال  تاثیرات عدد هارتمن بر منحنی )۶نمودار 
الف) سرعت، ب) دما، ؛ شوند.) همگرا و واگرا (در زمانی که صفحات فشرده می

   ج) غلظت

  
ازای مقادیر مختلف پارامتر براونی و ترموفورتیک  به Θ' (1)=r2α Nu- )۲شکل 

 یابند.) در کانال واگرا (در حالتی که صفحات گسترش می

  
ازای مقادیر مختلف پارامتر براونی و ترموفورتیک  به Θ' (1)=r2α Nu- )۳شکل 

  شوند.) در کانال واگرا (در حالتی که صفحات فشرده می
  

  
ازای مقادیر مختلف پارامتر براونی و ترموفورتیک  به Θ' (1)=r2α Nu- )۴شکل 

  یابند.) در کانال همگرا (در حالتی که صفحات گسترش می
  

  
ازای مقادیر مختلف پارامتر براونی و ترموفورتیک  به Θ' (1)=r2α Nu- )٥ شکل

  شوند.) در کانال همگرا (در حالتی که صفحات فشرده می
  
 گیری نتیجه - ۸

جرم در جریان  حاضر، جریان سیال، انتقال حرارت ودر مطالعه 
دوبُعدی، پایا، لزج، هیدرودینامیک مغناطیسی و غیرقابل تراکم 

شده و با درنظرگرفتن  یافته/فشرده بین دو صفحه غیرموازی گسترش
منظور  به DRAترم حرارتی ژول مورد بررسی قرار گرفته است. روش 

گرفته که این روش کاملاً حل معادلات حاکم مورد استفاده قرار 
های عددی برای  تحلیلی است و احتیاجی به استفاده از روش

تعیین ضرایب نامعین ندارد. با توجه به این که در این مقاله بر 
خلاف مطالعات پیشین، ترم حرارتی ژول در معادله بقای انرژی 

های ترموفورتیک و پخش براوانی مد نظر قرار  لحاظ شده، پدیده
و همچنین از روش کاملاً تحلیلی برای حل معادلات استفاده گرفته 

تری  تر و دقیق شده است و این امکان ایجاد شد تا نتایج کامل
دهد که افزایش عدد هارتمن، عدد  حاصل شود. نتایج نشان می
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رینولدز و میزان همگرایی منجر به کاهش ضخامت لایه مرزی 
زایش عدد هارتمن و شود و همچنین اف سرعت در کانال همگرا می

همراه دارد.  میزان واگرایی، افزایش مقدار دما را در یک کانال واگرا به
با کاهش عدد هارتمن، افزایش عدد رینولدز و زاویه بین صفحات و 

یابد و افزایش پارامتر  مقدار غلظت در کانال واگرا افزایش می
ا و ترموفورتیک نیز منجر به افزایش عدد ناسلت در کانال همگر

شود. این نتایج در مورد هر دو حالتی که صفحات  واگرا می
شده هستند، صادق است. با اعمال میدان  یافته یا فشرده گسترش

مغناطیسی یکسان به دو کانال واگرای مشابه در شرایطی که یکی از 
شود، مقدار غلظت در کانال  یافته و دیگری فشرده می آن دو گسترش

این مساله در مورد کانال همگرا برعکس  یافته بیشتر است. گسترش
  شود، بیشتر است. بوده و غلظت در کانالی که فشرده می

  
دانشگاه کاشان که  یاز پژوهشکده انرژ لهینوسیبدتشکر و قدردانی: 
  .شود یم یپژوهش را فراهم نمود، تشکر و قدردان نیامکان انجام ا

 ایطور کامل  (به یگرید هیمقاله تاکنون در نشر نیا تاییدیه اخلاقی:
و چاپ  یبررس یبرا نیاست. همچن دهیاز آن) به چاپ نرس یبخش

مقاله  یعلم اتیارسال نشده است. ضمنا محتو یگرید هیبه نشر
بر عهده  جیبوده و صحت و اعتبار نتا سندگانینو تیحاصل فعال
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௣ܥ  پذیری سازی/گسترش پارامتر فشرده ܥ  غلظت نانوسیال ܿ  (Am-1)میدان مغناطیسی  ଴ܤ  علایم ௪ܿ (J/kgK)ظرفیت حرارتی ویژه   ்ܦ  انتشار براونیضریب  ஻ܦ  غلظت نانوذرات در سطح دیواره کانال  ௕ܰ  عدد هارتمن r Haتابعی از  ℎ  بعد سرعت بی ܨ θتابعی از  ݂  عدد اکرت Ec  ضریب انتشار ترموفورتیک  ௧ܰ  پارامتر براونی    (ms-1) سرعت دیواره ௪eݑ݁  (m2s-1) نرخ حرکت در خط مرکزی ௖ݑ (ms-1)سرعت شعاعی  ݑ  (K)دمای دیواره  ௪ܶ (K)دمای سیال  ܶ  عدد اشمیت Sc  (m2s-1)شدن صفحات  نرخ گسترش یا فشرده ݏ  عدد رینولدز Re  (Wm-2)شار حرارتی  ௪ݍ  عدد پرانتل Pr  (kgm-1s-2) فشار سیال ܲ  عدد ناسلت Nu  پارامتر ترموفورتیک 
  

  زاویه کانال ߙ  علایم یونانی

ߙ′   بعد غلظت بی ߔ (S/m) رسانایی الکتریکی ߪ (Kgm-3)چگالی  ߩ  (m2s-1)ویسکوزیته سینماتیک  ߥ (Nsm-2)ویسکوزیته دینامیک  μ (Wm-1K-1)ضریب هدایت حرارتی  ߢ بعد دمای بی ߆  بعد زاویه بی eߟ (m2s-1)نفوذ حرارتی 
  دیواره ݓ  نانوذره ݌  سیال ݂  خط مرکزی کانال ܿ  ها زیرنویس
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