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Free Vibration Analysis of Functionally Graded Magneto-
electro-elastic Plates Resting on Elastic Foundations with 
Considering Interfacial Imperfections

[1] Free vibrations of simply supported layered and multiphase magneto-electro-elastic ... 
[2] Free vibration behaviour of multiphase and layered ... [3] 3D finite element simulation 
of sandwich panels with a functionally ... [4] Modeling of high velocity impact in sandwich 
beams ... [5] Layer-wise modelling of magneto-electro-elastic ... [6] Asymptotical 
construction of a Reissner-like model for multilayer functionally graded ... [7] A new exact 
analytical approach for free vibration of Reissner-Mindlin ... [8] Exact solution for simply 
supported and multilayered ... [9] Exact solution for functionally graded and layered ... [10] 
Bending and free vibration analysis of functionally ... [11] Plane analysis for functionally 
graded magneto-electro-elastic ... [12] Free vibration of simply supported functionally 
graded ... [13] Effect of shear theories on free vibration ... [14] Natural frequency of F.G. 
rectangular plate ... [15] Three-dimensional exact analysis of angle-ply laminates ... [16] 
Three-dimensional analysis of cross-ply laminated ... [17] Bending of multiferroic laminated 
rectangular ... [18] Three-dimensional semi-analytical model for the static response ... [19] 
Theory for multilayered anisotropic plates with weakened ... [20] Geometrically nonlinear 
theory of multilayered plates with interlayer ... [21] Benchmark solutions for functionally 
graded thick plates resting ... [22] Free vibration of functionally graded, magneto-electro-
elastic ... [23] An exact bending solution for functionally graded ... [24] The theory of 
matrices ... [25] Methods of matrix algebra ... 

In this study, a three-dimensional (3D) Peano series solution is presented for the dynamic 
analysis of functionally graded (FG). Layered magneto-electro-elastic (MEE) plates resting 
on elastic foundations with considering imperfect interfacial bonding and the interfacial 
imperfection is modeled using a generalized spring layer method. Regardless of the number of 
layers, the equations of motion, Gauss’ equations (for electrostatics and magnetostatics), and 
the boundary and interface conditions are satisfied exactly. In this method, no assumptions 
on deformations, stresses, magnetic and electric fields along the thickness direction are 
introduced. Finally, the governing partial differential equations are solved using state-space 
method. The proposed formulation is validated through comparison with other available 
results. Effects of a two-parameter elastic foundation, gradient index, bonding imperfection, 
applied mechanical and electrical loads on the dynamic response of the functionally graded 
magneto-electro-elastic (FGMEE) plate are discussed The obtained exact solution can be used 
to assess the accuracy of the theorems for layered FGMEE plates and validating finite element 
codes.
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  چکيده
 های یهمدرج هدفمند شامل لا یها ورق یل ارتعاش آزادتحل یمطالعه برا یندر ا
با  یعدبُ  روش حل سه یک ،(FGMEE)یک الاست - الکترو - خواص مگنتو یدارا

قرار  یبستر ارتجاع یمورد نظر رو  ه شده است. ورقیارا یانوپ یاستفاده از سر
 ای یهلا ینبا استفاده از مدل فنر ب یلدر تحل یزن ای یهلا ینگرفته و اثرات لغزش ب

معادلات حرکت،  ها، یهلحاظ شده است. بدون توجه به تعداد لا یافته یمتعم
) و معادلات مربوط به مگنتواستاتیکو  یکالکترواستات یمعادلات گوس (برا

 یفرض یچروش ه یندر ا ارضا شده است. یقطور دق به ای یهلا ینو ب یمرز یطشرا
در طول  یسیو مغناط یکیالکتر های یدانتنش و م جایی، جابه های مولفه یرو

 یجزئ یفرانسیلمعادلات د یتضخامت در نظر گرفته نشده است. در نها یراستا
از  یشنهادیپ یونحالت حل شده است. فرمولاس یحاکم با استفاده از روش فضا

تحت  ورق با قراردادنشده است.  یموجود اعتبارسنج یجنتا یربا سا یسهمقا یقطر
 ییراتشاخص تغ ی،بستر ارتجاع یسخت مربوط به یارامترهاپ یر، تاثارتعاش آزاد

مدرج هدفمند   ورق های مقادیر فرکانس یرو ای یهلا ینخواص مواد و لغزش ب
قرار  یمورد بررس یکالاست -الکترو - خواص مگنتو یدارا های یهشده از لا ساخته

شده  ارایههای  یدقت تئور یبررس یآمده برا دست به یقگرفته است. روش حل دق
 های که به روش هایی برنامه یاعتبارسنج نیز ه ویچندلا FGMEE یها ورق برای

 قابل استفاده خواهد بود. شوند، یه میالمان محدود ارا
یک، تحلیل ارتعاش الاست -الکترو -مگنتو یها ورق یق،حل دق هدفمند،مواد  ها: کلیدواژه
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 مقدمه - ۱

طور وسیعی  بهشده از مواد مرکب چندلایه  های ساخته امروزه از سازه
ها  . کاهش ارتعاشات این سازهشود در صنایع مختلف استفاده می

ی با عملکرد مورد نظر امری  ها برای رسیدن به طراحی بهینه سازه
ای از مواد هستند  دسته (FGM)ضروری است. مواد مدرج هدفمند 

طور پیوسته از سطحی به سطح دیگر تغییر  که خواص مواد آن به
کنند. این ویژگی از مواد مدرج باعث کاهش تمرکز تنش در مواد  می

شدن خواص مواد باعث کاهش  شود. مدرج مرکب چندلایه می
 .شود حرارتی، تنش پسماند و تمرکز تنش میهای  تنش

خواص مواد مدرج هدفمند با توجه به نوع کاربردی که دارند در یک 
طور پیوسته تغییر  راستا یا چند راستا تحت یک توزیع مشخص به

تواند خطی، توانی یا نمایی  کند. توزیع خواص مواد هدفمند می می
 تبدیل قابلیت (MEE) الاستیک -الکترو -مگنتو باشد. مواد

در . دارند را یکدیگر به مغناطیسی و الکتریکی مکانیکی، های انرژی
های  ، ویژگی(FGMEE)الاستیک  - الکترو - مواد هدفمند مگنتو

طور پیوسته در جهت یا  الکتریکی، مکانیکی و مغناطیسی ماده به
 روی متعددی کند. تاکنون تحقیقات جهاتی معین تغییر می

 - الکترو - مگنتو های ورق دینامیک و استاتیک رفتار بینی پیش

  .است شده انجام هدفمند الاستیک
را  FGMتحلیل ارتعاش آزاد یک سیلندر  [1]و همکاران آنیگری

صورت ساده مقید شده است. در این تحقیق  بررسی نمودند که به
نویسندگان برای حل معادلات در راستای شعاعی سیلندر از روش 

ای استفاده  سیلندر از روش سلسله محیط اجزای محدود و در
شده، تاثیر ضرایب کوپلینگ پیزوالکتریک،  اند. در مطالعه انجام کرده

های سیلندر مورد بررسی  پیزومگنت و الکترومگنت روی فرکانس
و همکاران یک تحلیل ارتعاش آزاد را برای  آنیگری .قرار گرفته است

گاهی متفاوت  تکیهالاستیک با سه شرایط  -الکترو -تیر مگنتو
گاه آزاد) با استفاده از روش  آزاد و تکیه - گیردار، گیردار -(گیردار

و  زمانیو نیز  [3]و همکاران اعتمادی. [2]المان محدود ارایه نمودند
در دو مقاله به بررسی اثرات ضربه بر سازه ساندویچی با  [4]همکاران

الا پرداختند. های پایین و ب ترتیب در سرعت هسته مواد هدفمند به
صورت خطی و  دهد که توزیع خواص مواد به نتایج آنها نشان می

نامتقارن، نیروی تماس و مقاومت بیشتری نسبت به حالت توزیع 
  نماید. متقارن و همچنین هسته ساندویچی همگن تحمل می

 دارای های لایه با چندلایه ورق یک برای [5]همکاران و فینکس
 یک رایسنر، شده ترکیب تئوری استفاده ازبا  الکترومگنت خواص
 - مگنتو -الکترو  ورق مسایل استاتیک را برای و دینامیک تحلیل

 برای مندلین - رایسنر  ورق مدل. دادند بسط شده کوپل الاستیک
 - الکترو - مگنتو مواد از شده گون ساخته تابع چندلایه های ورق

 و ییفنگ مجانبی توسط تغییرات روش از با استفاده الاستیک
و همکاران برای  هاشمی حسینی .[6]شد داده توسعه همکاران

از یک روش  (FG)های مدرج هدفمند  تحلیل ارتعاش آزاد ورق
تحلیلی فرم بسته دقیق براساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه 
بالا استفاده نمودند و نتایج برای شرایط مرزی متفاوت ارایه شده 

 های ورق را برای بُعدی سه دقیق حل روش یک پان. [7]است
 صورت که به خطی الاستیک - الکترو - مگنتو چندلایه مستطیلی

 یافته گسترش ماتریس های ترم از استفاده با ساده مقید شده است،
 برای بُعدی سه دقیق حل روش یک هان و پان. [8]آورد دست به
 - الکترو - مگنتو مواد از شده ساخته چندلایه مستطیلی ورق

و همکاران با  بلیفا. [9]کردند هدفمند را ارایه مدرج الاستیک
های مدرج هدفمند را به  شده، معادلات حرکت ورق اصلاح (FSDT)استفاده از اصل همیلتن و یک تئوری تغییر شکل مرتبه اول 

های مشابه،  در مقایسه با سایر فرمولاسیون .[10]دست آوردند
تر و در  دقیق [10]و همکاران بلیفافرمولاسیون پیشنهادی توسط 

  عین حال دارای تعداد پارامترهای مجهول کمتری است.
 برای همیلتن را با استفاده از اصل مجانبی تحلیل یک چن و ژائو
یک  گانیسانو  بنگال. [11]نمودند ارایه FGMEE  ورق مسایل حل

 - الکترو -های مدرج هدفمند مگنتو تحلیل ارتعاش آزاد را برای ورق
کند، به  صورت تابع نمایی تغییر می ستیک که خواص مواد بهالا

دست آوردند. این نویسندگان تاثیر ضرایب کوپلینگ مگنت، 
. [12]الکتریک و الاستیک را روی ارتعاش آزاد مورد بررسی قرار دادند

های مدرج هدفمند با استفاده  و همکاران برای ورق آبادی خرم کرمی
یک تحلیل ارتعاش آزاد را ارایه  ،TSDTو  FOSTهای  از تئوری

شده از این دو تئوری را با یکدیگر مقایسه  دادند و نتایج حاصل
. یک تحلیل ارتعاش آزاد روی ورق مدرج هدفمند که [13]نمودند

صورت ساده مقید شده، با استفاده از تئوری تغییر شکل مرتبه  به
  .[14]و همکاران ارایه شده است شهرجردیدوم توسط 

های مدرج هدفمند در شرایط مختلف نیاز به  ارتعاش ورق کنترل
 هوشمند های سازه خدمت زمان طول مطالعه و بررسی دارد. در

 شروع ریزی های ترک هم، به چسبیده های لایه از شده ساخته
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 مقاومت کاهش و شدن ضعیف باعث که کنند می رشد شوند و می
رفتار دینامیک و شوند و در این حالت  می ها لایه بین پیوستگی
وجودآمده قرار  مدرج هدفمند تحت تاثیر لغزش به  های ورق فرکانس

ای  لایه خواهند گرفت. از این رو اخیراً مطالعاتی روی اثر لغزش بین
  های مدرج هدفمند انجام شده است. بر رفتار ورق

با  چندلایه های ورق برای را بُعدی سه دقیق حل روش لی و چن
 توسعه ای استوانه خمش تحت ای لایه بین غزشل درنظرگرفتن اثر

را  بُعدی سه تحلیل یک دیگر، ای مقاله در همکاران و چن. [15]دادند
 ای لایه بین لغزش با لحاظ اثر چندلایه ای استوانه های پانل روی
  ورق یک برای را خمش مساله همکاران و چن. [16]دادند ارایه

 و الکترومگنت کوپلینگ اثر با فروئیک همراه مولتی مستطیلی
. [17]کردند بررسی دقیق تئوری یک از استفاده با ای لایه بین لغزش
 استاتیک و دینامیک مسایل برای دقیق حل روش یک لیو و لی
 و پیزوالکتریک خواص دارای و ارتوتروپیک چندلایه های ورق
 تاثیر. [18]کردند معرفی ای استوانه خمش تحت ای لایه بین لغزش
 و [19]همکاران و چنگ توسط نیز سازه رفتار روی ای لایه بین لغزش
 و ها ورق  تئوری و براساس [20]سیووا دی توسط دیگر تحقیقی در

  .گرفته است قرار بررسی مورد شده ساده های پوسته
 دارای مهندسی مسایل در ارتجاعی سطح روی قرارگرفته های ورق
 قرار آن روی ها ورق که ارتجاعی تاثیر سطح هستند. فراوانی کاربرد
 این دلیل همین به و بوده اهمیت دارای سازه پاسخ روی گیرند، می

 و چن .[21]است گرفته قرار مطالعه مورد زیادی مقالات در موضوع
 مودال پارامترهای حالت، فضای روش از استفاده با همکاران
 قرار بررسی مورد را الاستیک - الکترو - مگنتو چندلایه های ورق

 ضخامت راستای در نمایی صورت به ها لایه در مواد خواص دادند که
 روی مواد تغییرات شاخص تاثیر تحقیق این در. کند می تغییر
 های فرکانس و مغناطیسی الکتریکی، جایی، جابه های میدان
 نظرگاه لزگیو  چراقی .[22]است گرفته قرار مطالعه مورد آزاد ارتعاش

دارای خواص  FGMEE  های چندلایه برای تحلیل استاتیک ورق
الاستیک واقع روی بستر ارتجاعی، یک روش حل  - الکترو -مگنتو

های  . در این تحقیق نویسندگان اثرات لغزش[23]دقیق را ارایه دادند
  ای را نیز بررسی نمودند.  لایه بین

 دقیقی تحلیل هنوز دهد که گرفته نشان می صورت مرور کارهای
چندلایه که اثرات لغزش  FGMEE های رقو آزاد ارتعاش برای
های  ارتجاعی را به روی فرکانس پارامترهای بستر ای و لایه بین

 یک مقاله این در .است نشده ارایه طبیعی مورد بررسی قرار دهد،
 آزاد ارتعاش تحلیل برای حالت فضای در بُعدی سه دقیق حل روش
 و جایی جابه های میدان روی فرضی هیچ بدون ،FGMEE های ورق

 حل روش در. است شده ارایه مغناطیسی و الکتریکی های پتانسیل
 و انتهایی مرزی شرایط ،FGMEE ورق بر حاکم معادلات شده، ارایه
 بدون دقیق، طور به پایینی سطح و بالایی سطح در نیرویی شرایط

 این در ای لایه بین لغزش. است شده ارضا ها لایه تعداد درنظرگرفتن
 شده سازی مدل یافته تعمیم لایه - فنر روش از استفاده با مقاله
 - وینکلر مدل از ارتجاعی بستر گاهی تکیه شرایط توضیح برای. است

 خیلی شده ارایه دقیق حل روش. است شده استفاده پاسترناک
 با FGMEE چندلایه های ورق تحلیل برای تواند می است و مختصر
 .باشد مفید مواد خواص دلخواه و اختیاری تغییرات

  
  تئوری مساله - ۲
  مشخصات و فرضیات مساله - ۱- ۲

بیانگر شماتیک هندسه سازه مورد بررسی است. این سازه با  ۱شکل 
صورت  ها به لایه بوده که هر کدام از لایه N1، شامل Lx×Ly×tابعاد 

تشکیل شده است. در اغلب مطالعات  FGMEEجداگانه از مواد 
لایه، برای سادگی محاسبات اغلب  های چند شده در زمینه ورق انجام

طور کامل به یکدیگر متصل هستند و  ها به شود که لایه فرض می
دهد. البته واضح  ها رخ نمی هیچ گونه لغزشی در سطح تماس لایه

ر برای است که این فرض در واقعیت صحیح نیست. در تحقیق حاض
ها نیز در نظر گرفته  افزایش دقت محاسبات، اثرات لغزش بین لایه

سطح   zn+1است که  zn+1-znام دارای ضخامت nشده است. لایه 
سطح پایینی آن است. بالاترین لایه در ضخامت  znبالایی لایه و 

zNl+1  ترین لایه در صفحه  و پایینx-y (z=0)  .قرار گرفته است  
قرار  پاسترناک -سازه روی بستر الاستیک وینکلر، ۱براساس شکل 

برای  (Kp)و برشی  (Kw)گرفته شده است. دو ضریب سفتی وینکلر 
  ارتباط بین سازه و بستر الاستیک تعریف شده است. بر خلاف مدل

های قائم موجود  پارامتر وینکلر که تنها قادر است، اثرات تنش تک
حاسبه نماید، با استفاده در سطح تماس بستر الاستیک و ورق را م

توان  سادگی می پاسترناک به - پارامتر وینکلر - از مدل فونداسیون دو
های برشی ایجادشده در سطح زیر بستر و ورق را نیز در  اثرات تنش

 - پارامتر وینکلر - نظر گرفت. واضح است که مدل فونداسیون دو
تر  تر است و منجر به نتایج دقیق پاسترناک به واقعیت نزدیک

  شود. می
معادلات بنیادی، سازگاری و تعادل برای حل  ۲-۴تا  ۲-۲در بخش 

  ارایه شده است. FGMEEهای  بُعدی ورق مساله الاستیسیته سه
  

  
 دارای ارتجاعی بستر روی واقع چندلایه، FGMEE  شماتیک از ورق شکل )۱شکل 
 داده نشان انتخابی نیز مختصات دستگاه و هندسی پارامتر سختی مشخصات دو
  است شده

  
  معادلات بنیادی حاکم - ٢- ٢

 برای خطی و بُعدی سه شده کوپل بنیادی در حالت کلی، معادله
kورق لایه امین  FGMEE است زیر صورت به:  
  ൝ ൡ(௡) ܤ(௡)ܦ(௡)ߪ = ቎ܿ(௡) −݁(௡) (௡)݁(௡)ݍ− (௡)ݔ ݀(௡)ݍ(௡) ݀(௡) (௡)݌ ቏ ൝ )ൡ                  )۱(௡)ܪ(௡)ܧ(௡)ߝ  
  

ترتیب بیانگر  به ۱در طرف چپ رابطه  (௡) ܤو  (௡)ܦ، (௡)ߪکه 
جایی  جایی الکتریکی و جابه های تانسور تنش، بردار جابه مولفه

صورت زیر تعریف  ام است. این پارامترها بهnمغناطیسی در لایه 
  شوند: می

(௡)ߪ  الف) -۲( = ൛ߪଵଵ(௡) ଶଶ(௡)ߪ ଷଷ(௡)ߪ ଶଷ(௡)ߪ ଵଷ(௡)ߪ  ଵଶ(௡)ൟ்ߪ
(௡)ܦ  ب) -۲( = ൛ܦଵ(௡) ଶ(௡)ܦ ଷ(௡)ൟ்ܦ

 

(௡)ܤ  ج) -۲( = ൛ܤଵ(௡) ଶ(௡)ܤ ଷ(௡)ൟ்ܤ
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ܿ(௡) ،݁(௡) ،ݔ(௡) ،ݍ(௡) ،݀(௡)  ݌و(௡) شده در طرف  داده نشان
صورت یک تابع اختیاری مانند  ضرایبی هستند که به ۱راست معادله 

 FGMEEتابع توانی یا نمایی در راستای ضخامت در یک ورق 
  کنند. تغییر پیدا می

های  تانسور کرنشترتیب بیانگر  به (௡)ܪو  (௡)ܧ، (௡)ߝهمچنین 
بسیار کوچک، میدان الکتریکی و میدان مغناطیسی هستند. این 

  شوند: صورت زیر تعریف می پارامترها به
(௡)ߝ  الف) - ۳( = ൛ߝଵଵ(௡) ଶଶ(௡)ߝ ଷଷ(௡)ߝ ଶଷ(௡)ߛ ଵଷ(௡)ߛ  ଵଶ(௡)ൟ்ߛ

(௡)ܧ  ب) - ۳( = ൛ܧଵ(௡) ଶ(௡)ܧ ଷ(௡)ൟ்ܧ
 

(௡)ܪ  ج) - ۳( = ൛ܪଵ(௡) ଶ(௡)ܪ ଷ(௡)ൟ்ܪ
 

  
  اساسی معادلات - ۳- ۲

 (௜ݑ)جایی  های میدان جابه رابطه میدان کرنش بر حسب مولفه
௜௝(௡)ߝ صورت زیر است: به = ଵଶ ௜,௝(௡)ݑ) + )௜,௝(௡))                                                     )۴ݑ  

  

 (߮)های میدان الکتریکی و پتانسیل الکتریکی  رابطه بین مولفه
௜(௡)ܧ  صورت زیر است: به = − ,߮௜(௡)                                                                  )۵(  

  

های میدان مغناطیسی و  ، بیانگر رابطه بین مولفه۶ابطه همچنین ر
௜(௡)ܪ  است. (Ѱ)پتانسیل مغناطیسی  = −Ѱ,௜(௡)                                                                  )٦(   

 روابط تعادل - ٤- ٢
امین nعادلات تعادل در صورت عدم حضور نیروهای حجمی برای م

  صورت زیر است: در حالت کلی به FGMEEشده از  لایه ساخته
௜௝,௝(௡)ߪ   = ߩ డమ௨೔డమ௧                                                                     )٧(  
  

قوانین گوس در صورت عدم حضور شارژ الکتریکی و مغناطیسی 
  شوند. الف و ب نوشته می -٨طبق روابط 

الف) - ٨(  B୧,୧(௡) = 0                                       
ب) - ٨(  D୧,୧(௡) = 0     

گاه ساده در چهار لبه، شرایط مرزی  دارای تکیه FGMEE  ورقبرای 
  :در چهار لبه عمودی طبق روابط زیر است

)٩(  

,ଵଵ(௡)(0ߪ ,ݕ (ݖ = ,௫ܮ)ଵଵ(௡)ߪ ,ݕ (ݖ = ,ݔ)ଶଶ(௡)ߪ  0, (ݖ ,ݔଶଶ(௡)൫ߪ  = ,௬ܮ ൯ݖ = ,ଷ(௡)(0ݑ 0 ,ݕ (ݖ = ,௫ܮ)ଷ(௡)ݑ ,ݕ (ݖ = ,ݔ)ଷ(௡)ݑ  0, (ݖ ,ݔଷ(௡)൫ݑ  = ,௬ܮ ൯ݖ = 0 ߮(௡)(0, ,ݕ (ݖ = ߮(௡)(ܮ௫, ,ݕ (ݖ = ߮(௡)(ݔ, 0, (ݖ = ߮(௡)൫ݔ, ,௬ܮ ൯ݖ = 0 Ѱ(௡)(0, ,ݕ (ݖ = Ѱ(௡)(ܮ௫, ,ݕ (ݖ = Ѱ(௡)(ݔ, 0, (ݖ = Ѱ(௡)൫ݔ, ,௬ܮ ൯ݖ = 0 

علاوه بر معادلات فوق، باید شرایط مرزی مکانیکی و الکترومگنت 
  صورت زیر نیز ارضا شود: روی سطح پایین و سطح بالای ورق به

)۱۰(  σଷଷ(x, y, t) = ଴௧௢௣ݍ sin mx sin ly , ,ݔ)ଷଷߪ ,ݕ 0) = 

݇௪ݑଷ(ଵ)(ݔ, ,ݕ 0) − ݇௣(߲ଶݑଷ(ଵ)(ݔ, ,ݕ ଶݔ߲(0 ,ݔ)ଵଷߪ ( ,ݕ (ݐ = ,ݔ)ଵଷߪ      ,       0 ,ݕ 0) = ,ݔ)ଶଷߪ 0 ,ݕ (ݐ = ,ݔ)ଶଷߪ      ,       0 ,ݕ 0) = ,ݔ)߮ 0 ,ݕ (ݐ = ߮଴௧௢௣ sin ݔ݉ sin ,ݔ)ଷܦ  یا  ݕ݈ ,ݕ (ݐ = ,ݔ)߮ 0 ,ݕ 0) = ߮଴௕௢௧௧௢௠ sin mx sin ly   ܦ  یاଷ(ݔ, ,ݕ 0) = 0 Ѱ(ݔ, ,ݕ (ݐ = Ѱ଴௧௢௣ sin ݔ݉ sin ,ݔ)ଷܤ  یا  ݕ݈ ,ݕ (ݐ = 0 Ѱ(ݔ, ,ݕ 0) = Ѱ଴௕௢௧௧௢௠ sin ݔ݉ sin ,ݔ)ଷܤ  یا  ݕ݈ ,ݕ 0) = 0 

݈که در روابط فوق  = ఈగ௅ೣ ݉  و     = ఉగ௅೤  در روابط است. همچنین

مقادیر ثابتی  Ѱ଴௕௢௧௧௢௠و  ଴௧௢௣ ،φ଴୲୭୮ ،߮଴௕௢௧௧௢௠ ،Ѱ଴௧௢௣ݍبالا 
  عدد مثبت صحیح هستند.  ߚ و ߙدارند. مقادیر 

لازم به ذکر است که مقادیر پتانسیل الکتریکی و مغناطیسی در 
مرزها مخالف صفر است. با این وجود، ارایه یک حل دقیق تحلیلی 

بُعدی الاستیسیته بدون درنظرگرفتن شرایط  مبتنی بر تئوری سه
آمده برای  دست ، فرضیات یکسانی برای روش حل دقیق به[23 ,9 ,8]پذیر نیست. در برخی منابع ها امکان روی لبه ۱۰در رابطه مرزی 

  های چندلایه به کار گرفته شده است.  خمش ورق
در  ۲-۴تا  ۲-۲های  شرط حل مساله آن است که معادلات بخش

ای،  لایه لغزش بین درنظرگرفتنبا های سازه ارضا شود.  همه لایه
سازی  ها نیز باید برآورده شود. برای مدل تصال بین لایهشرایط ا

 لایه -مدل فنر ، ازFGMEEچندلایه   ای در ورق لایه لغزش بین

  صورت زیر استفاده شده است: به

)١١(  

,ݔ)ଵଷ(௡)ߪ ,ݕ (௡ାଵݖ = ,ݔ)ଵଷ(௡ାଵ)ߪ ,ݕ =(௡ାଵݖ ,ݔ)ଵ(௡)ݑ] ,ݕ −(௡ାଵݖ ,ݔ)ଵ(௡ାଵ)ݑ ,ݕ /[(௡ାଵݖ തܴଵ(௡) ߪଶଷ(௡)(ݔ, ,ݕ (௡ାଵݖ = ,ݔ)ଶଷ(௡ାଵ)ߪ ,ݕ =(௡ାଵݖ ,ݔ)ଶ(௡)ݑ] ,ݕ −(௡ାଵݖ ,ݔ)ଶ(௡ାଵ)ݑ ,ݕ /[(௡ାଵݖ തܴଶ(௡) ߪଷଷ(௡)(ݔ, ,ݕ (௡ାଵݖ = ,ݔ)ଷଷ(௡ାଵ)ߪ ,ݕ =(௡ାଵݖ ,ݔ)ଷ(௡)ݑ] ,ݕ −(௡ାଵݖ ,ݔ)ଷ(௡ାଵ)ݑ ,ݕ /[(௡ାଵݖ തܴଷ(௡) 
,ݔ)ଷ(௡)ܦ ,ݕ (௡ାଵݖ = ,ݔ)ଷ(௡ାଵ)ܦ ,ݕ =(௡ାଵݖ [߮ଷ(௡)(ݔ, ,ݕ −(௡ାଵݖ ߮ଷ(௡ାଵ)(ݔ, ,ݕ /[(௡ାଵݖ തܴସ(௡) ܤଷ(௡)(ݔ, ,ݕ (௡ାଵݖ = ,ݔ)ଷ(௡ାଵ)ܤ ,ݕ =(௡ାଵݖ [Ѱଷ(௡)(ݔ, ,ݕ −(௡ାଵݖ Ѱଷ(௡ାଵ)(ݔ, ,ݕ /[(௡ାଵݖ തܴହ(௡) 

݅) തܴ௜(௡)در معادلات فوق  = ضریب سختی الاستیک  (1,2,3
ترتیب ضرایب  به തܴହ(௡)و  തܴସ(௡)امین لایه است. nای  لایه بین
پذیری مغناطیسی هستند. با استفاده  پذیری الکتریکی و نفوذ نفوذ

 سختی توان ضریب تقریب میکرومکانیک مناسب میهای  از روش
ها را محاسبه نمود. بنابراین ممکن است  واقعی بین لایه الاستیک
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تحت  FGMEEهای  ای در پاسخ ورق لایه علت وجود لغزش بین به
തܴ௜(௡)های مختلف تغییراتی ایجاد شود. توجه شود که وقتی  بارگذاری = 0 (݅ = 1,2,3 … یافته  تعمیملایه  - بوده، مدل فنر (5,

را بدون لغزش در نظر  FGMEEکه در بالا ذکر شده است، ورق 
  گیرد. می

  

  روش حل دقیق مساله - ۳
 و الکتریکی پتانسیل جایی، جابه های مولفه در روش حل دقیق،

  :اند در نظر گرفته شده زیر شکل به مغناطیسی پتانسیل

)۱۲(  

,ݔ)ଵ(௡)ݑ ,ݕ (ݖ = ܷ(௡)(ݖ)cos (݉ݔ)sin (݈ݕ)e௜௪௧ ݑଶ(௡)(ݔ, ,ݕ (ݖ = ܸ(௡)(ݖ)sin (mx)cos (݈ݕ)e௜௪௧ ݑଷ(௡)(ݔ, ,ݕ (ݖ = ܹ(௡)(ݖ)sin (݉ݔ)sin (݈ݕ)e௜௪௧  ߮(௡)(ݔ, ,ݕ (ݖ = e௜௪௧(ݕ݈) sin(ݔ݉) sin(ݖ)(௡)ߔ  ߰(௡)(ݔ, ,ݕ (ݖ = (ݖ)(௡)ߖ sin(݉ݔ) sin(݈ݕ) e௜௪௧ 
در چهار  ۱۰، شرایط مرزی ذکرشده در روابط ۱۲واضح است که روابط 

، (ݖ)(௡)ܷهای مساله  کند. جواب را ارضا می FGMEEلبه ورق  ܸ(௡)(ݖ) ،ܹ(௡)(ݖ) ،߮(௡)(ݖ)  ߖو(௡)(ݖ)  هستند  ۱۰در معادله
- ۶در داخل معادلات  ۱۲که باید تعیین شوند. با قراردادن معادلات 

عبارتی برای  ،۱شده در داخل معادله  حاصل جینتا یارذگ یجاو  ۴
جایی مغناطیسی به  جایی الکتریکی و جابه تنش، جابههای  مولفه

  . [23]آید دست می
دستگاه  ،٨و  ٧شده در معادلات  ا جایگزینی معادلات حاصلب

شود. این دستگاه شامل  حاصل میدیفرانسیل حاکم معادلات 
توان برای سادگی،  معادلات دیفرانسیل مرتبه دوم خواهد بود که می

صورت  ت دیفرانسیل مرتبه اول بهحل آنها را در قالب معادلا
(௡)ܨ  صورت زیر نوشت: ماتریسی در فضای حالت به ,ܺ௓(௡) + (௡)ܺ(௡)ܦ = 0                                             )۱۳(  

  

  شکل زیر نیز بیان نمود: توان به را می ۱۳معادله 
  ,ܺ௓(௡) = ܳ(௡)ܺ(௡)                                                            )۱۴(  
  

(௡)ܳ  :۱۴که در معادله  = −൫ܨ(௡)൯ିଵܦ(௡)                      )۱۵       (                   
 

)۱۶( ܺ(௡) = ൣܷ(௡)(ݖ) ܸ(௡)(ݖ) ܹ (௡)(ݖ) (ݖ)(௞)ߖ (ݖ)(௡)ߔ ߲ܷ(௡)(ݖ)߲ݖ ߲ܸ(௡)(ݖ)߲ݖ ߲ܹ(௡)(ݖ)߲ݖ ݖ߲(ݖ)(௡)ߔ߲  ݖ߲(ݖ)(௡)ߖ߲ ൨் 
  

نوشت ب آورده شده  در پی (௞)ܦو  (௞)ܨهای  های ماتریس مولفه
، ماتریس ۱۳براساس معادله  MEEهای همگن  است. برای لایه ܳ(௞) شود. در این  های همگن کاهش داده می به ماتریس ثابت

(௡)ܺ   :[25 ,24]صورت زیر است به ۱۳حالت حل معادله  = exp [ܳ(௡)ݖ]ߜ(௡)                                             )۱۷(  
  

های مجهول است. برای  ، از ثابت۱×۱۰یک بردار  (௡)ߜ، ۱۷در معادله 
که دارای ویژگی تغییرات خواص تحت تابع  FGMEEهای  لایه

ثابت  ۱۳در معادله  (௡)ܳهای ماتریس  اختیاری هستند، مولفه
کنند. در این  تغییر می (z)نیستند و تحت تابعی بر حسب ضخامت 

، استفاده از (௡)ܳهای ماتریس  نبودن مولفه ثابتعلت  صورت به
مناسب نیست. در این شرایط پاسخ  ۱۳برای حل معادله  ۱۷معادله 

  .در قالب سری پیانو قابل بیان است ۱۳معادله 
  ܺ(௡) = ܶ(௡)(ݖ)ߜ(௡)                                                        )۱۸(  
  

(ݖ)(௡)ܶکه در این معادله  = ׬] exp ݀ݎܱ ܳ(௡)(ݔ)݀ݔ]௭଴ 
صورت  توان آن را به شود که می یافته نامیده می ماتریس گسترش

  :[25 ,24]سری پیانوی زیر بیان کرد

)۱۹(  

ܶ(௞)(ݖ) = +  ܫ න ܳ(௡)(ݔ)݀ݔ +  න ܳ(௡)௭
଴ ௭(ݔ)

଴  × න ܳ(௡)(ݕଵ)݀ݕଵ݀ݔ௫
଴+ න ܳ(௡)(ݔ)௭
଴ න ܳ(௡)(ݕଵ)௫

଴ න ܳ(௡)(ݕଶ)݀ݕଶ݀ݕଵ݀ݔ௭
଴+ ⋯ 

  
 بررسی نتایج و بحث - ۴

گرفته شده که  در نظر FGMEEلایه  در این قسمت یک ورق سه
نام  صورت ساده در چهار لبه مقید شده و از مواد پیزوالکتریک به به BaTiO3 نام  و مواد دارای خواص مغناطیسی بهCoFe2O4  ساخته

௫ܮشده است. ابعاد افقی ورق در دو جهت برابر با  = ௒ܮ = 1݉ ،
در  m۳/۰متر و ضخامت کل ورق m۱/۰ضخامت هر لایه مساوی با 

را به  BaTiO3نظر گرفته شده است. در این مقاله برای سادگی، 
دهیم. لایه میانی ورق  نشان می Cرا با  CoFe2O4و  Bاختصار با 

صورت همگن فرض شده  به [22]و همکاران چنمطابق با پژوهش 
  است.

که اند  لایه بالایی و پایینی از مواد مدرج هدفمند ساخته شده
  کند: خواص آن تحت تابع نمایی زیر تغییر می

௞௟ܥ   = ௞௟଴ܥ ݁ఈ௭, ݁௜௞ = ݁௜௞଴ ݁ఈ௭,   ݔ௜௝ = ௜௝଴ݔ ݁ఈ௭       )۲۰(        
௜௞ݍ  = ௜௞଴ݍ ݁ఈ௭, ݀௜௝ = ݀௜௝଴ ݁ఈ௭, ௜௝݌ = ௜௝଴݌ ݁ఈ௭  

  

دهنده  شامل پنج مقدار ثابت مشخص است که نشان ܽکه در اینجا 
، ௜௝଴ݔ، ௞௟଴ ،݁௜௞଴ܥهستند.  zدرجه تغییرات خواص مواد در راستای  مقادیر خواص مواد در بالای لایه پایینی و پایین  ௜௝଴݌و  ௜௞଴ ،݀௜௝଴ݍ

لایه بالایی هستند. برای شاخص تغییرات خواص مواد، پنج مقدار 
 ۲در نظر گرفته شده است. در شکل  a=۰، ۵، ۱۰، - ۵، - ۱۰مختلف 

مورد مطالعه در این مقاله نشان داده   ی ورق ها نوع چینش لایه
صورت  شده است. تغییرات خواص مواد در لایه بالایی و پایینی به

  متقارن است.
  

 
  مورد مطالعه FGMEE  های ورق نوع چینش لایه) ۲شکل 

  
مورد  و همکاران چناین مثال با شرایط ذکرشده قبلاً توسط 

. در مطالعه حاضر برای ارزیابی صحت [22]مطالعه قرار گرفته است
آمده از روش حل دقیق پیشنهادی، از نتایج  دست نتایج به
  .استفاده شده است [22]و همکاران چنشده توسط  گزارش

لایه  سه  ورق های حاصل برای ارتعاش آزاد فرکانس ١ در جدول FGMEE های  شده در این مقاله با فرکانس از روش حل دقیق ارایه

FGMEE 

FGMEE 

Homogenous 



 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــو همکاران ی ناصر چراق ۶۶۰

  ۱۳۹۷ اسفند، ۳، شماره ۱۹دوره                                                                                                                                                  پژوهشی مهندسی مکانیک مدرس                                - ماهنامه علمی

ازای مقدار شاخص تغییرات خواص  به [22]و همکاران چنحاصل از 
  مقایسه شده است. )a=٠صفر (

  
با استفاده از  FGMEEلایه  سه  های پنج مود اول ورق فرکانس مقایسه) ۱جدول 

  [22]روش حل حاضر و روش حل مرجع
 (%)درصد خطا  [22]و همکاران چن مطالعه حاضر مود

  F/B/Fها:  نوع چینش لایه
۱ ۰۵۱۰/۱  ۰۳۶۰/۱  ۵/۱  
۲ ۹۳۱۳/۱  ۹۰۳۱/۱  ۸۲/۲  
۳ ۳۴۴۷/۳  ۲۹۳۱/۳  ۱۶/۵  
۴ ۵۵۸۳/۴  ۵۴۶۴/۴  ۱۹/۱  
۵ ۶۶۶۵/۵  ۶۵۳۵/۵  ۳/۱  
۰=a 
  

که در ها  و نیز سایر جدول ١شده در جدول  داده های نشان فرکانس
߱با استفاده از رابطه  اند ادامه آمده = ݔܽ݉ܥඥݔܮ∗߱  ⁄ݔܽ݉ߩ

اند که در این  بدون بعد شده [22]و همکاران چنمطابق با منبع 
شده از روابط،  فرکانس حاصل ∗߱فرکانس نرمال شده و  ߱رابطه،   ௠௔௫ߩبیشترین مقدار ضریب الاستیک و  ௠௔௫ܥطول ورق،  ௫ܮ

 FGMEEلایه  شده در ساخت ورق سه حداکثر چگالی مواد استفاده
شود نتایج مطالعه  مشاهده می ۱همان طور که در جدول است. 

تطابق خوبی دارد.  [22]و همکاران چنحاضر با نتایج حاصل از منبع 
ها و  علت خطا در گردکردن فرکانس درصد ناچیز اختلاف موجود به

  نیز درنظرگرفتن تعداد جملات محدود برای سری پیانو است.
ای  لایه در قسمت بعد، تاثیرات سختی بستر ارتجاعی و لغزش بین
های  برای ورق مورد نظر، لحاظ و تاثیرات این پارامترها بر فرکانس

با  FGMEEلایه  سه  ورد مطالعه قرار داده شده است. ورق، م ورق
ازای مقادیر  شده در این مقاله به استفاده از روش حل دقیق ارایه

ای تحلیل شده  لایه مختلف سختی بستر ارتجاعی و لغزش بین
  است.

ضرایب سختی بستر و ضرایب در بیان نتایج عددی این قسمت، 
  اند: زیر نرمال شده صورت ای به لایه سختی الاستیک بین

௪ܭ  )۲۱( = ݇௪ܥସସ஻ ௉ܭ         , = ݇௉ܥସସ஻ (௡)࢏ܴ   = ସସ஻ܥ(௡)࢏ܴ ,   ܴସ(௡) = ܴସ(௡)ݔଷଷ஻ ,   ܴହ(௡) = ܴହ(௡)݌ଷଷ஻    
݅بوده و  BaTiO3دهنده  نشان Bدر اینجا بالانویس  = 1, 2, 3 

ای در سه جهت  لایه یافته بین بیانگر راستای ضریب سختی تعمیم
  :شکل زیر فرض شده است بوده که برای سادگی به

  ܴଵ(࢔) = ܴଶ(࢔) = ܴସ(࢔) = ܴହ(࢔) = ܴ  
ଷ(௡)ܴ مقدار ها لایه رفتگی هم توی پدیده از جلوگیری برای = 0 
 عواملی چون تاثیر قسمت سه در مثال، این در. شود می فرض
 ای لایه بین لغزش گرفته، قرار آن روی ورق که ارتجاعی بستر سختی

لایه  سه  ورق پاسخ بر مواد، خواص تغییرات درجه شاخص و FGMEE گرفته است قرار بررسی وردم. 
ای بر  لایه بررسی تاثیرات مقادیر مختلف لغزش بین - ۱- ۴

 لایه  سه FGMEEهای ورق  فرکانس
  ورق های ای روی فرکانس لایه لغزش بین یراتبخش تاث ینا در

. در گرفته استمورد مطالعه قرار  یهلا سه یکالاست -الکترو -مگنتو

خواص  ییراتمختلف شاخص تغ یرازای مقاد به ۲- ۶های  ولجد
 یبررس موردای روی فرکانس ورق  لایه لغزش بین یزانم یرتاث ،مواد

بدون بعد  صورت شده به داده نشان های قرار گرفته است. فرکانس
  هستند.
های پنج  ای روی فرکانس لایه تاثیر لغزش بین ۲- ۶های  در جدول
ازای مقادیر مختلف شاخص تغییرات خواص مواد نشان  مود اول به

شود که با افزایش ضریب لغزش  داده شده است. مشاهده می
. همچنین با کرده استها کاهش پیدا  ای، مقدار فرکانس لایه بین

های مودهای  توان گفت که حساسیت فرکانس ها می جدولتوجه به 
ای  لایه اول، سوم، چهارم و پنجم به تغییرات سختی لغزش بین

ازای تمام  های مود دوم بیشتر است. این نتایج به نسبت به فرکانس
شده  مقادیر شاخص تغییرات خواص مواد صادق است. نتایج حاصل

  جه طراحان قرار گیرد.تر مورد توعنوان یک پارام تواند به می
  

ازای  به FGMEEلایه  های پنج مود اول بدون بعدشده ورق سه فرکانس) ۲جدول 
ای و برای شاخص تغییرات خواص مواد برابر با  لایه مقادیر مختلف لغزش بین

 .)a=۰صفر (
=R=۰ R مود ١/٠  R= ۳/۰  R= ۶/۰  

  F/B/Fها:  نوع چینش لایه
۱ ۰۵۱۰/۱  ۹۲۶۲/۰  ۷۸۹۵/۰  ۶۸۸۱/۰  
۲ ۹۳۱۳/۱  ۹۳۱۰/۱  ۹۳۰۳/۱  ۹۲۹۸/۱  
۳ ۳۴۴۷/۳  ۳۴۳۱/۳  ۹۳۹۶/۲  ۵۷۱۸/۲  
۴ ۵۵۸۳/۴  ۶۲۸۴/۳  ۳۴۰۰/۳  ۳۳۵۴/۳  
۵ ۶۶۶۵/۵  ۷۰۱۷/۴  ۶۹۷۰/۴  ۶۵۸۱/۴  

  
ازای  به FGMEEلایه  سه  های پنج مود اول بدون بعدشده ورق فرکانس) ۳جدول 

 ۵ای و برای شاخص تغییرات خواص مواد برابر با  لایه مقادیر مختلف لغزش بین
)۵=a(  

=R=۰ R  مود ١/٠  R= ۳/۰  R= ۶/۰  
  F/B/Fها:  نوع چینش لایه

۱  ۰۷۷۷/۱  ۹۳۰۲/۰  ۷۸۰۴/۰  ۶۷۵۶/۰  
۲  ۹۳۸۷/۱  ۹۳۸۴/۱ ۹۳۸۰/۱  ۹۳۷۲/۱  
۳  ۳۴۴۷/۳  ۳۴۳۱/۳ ۳۳۴۰/۳  ۳۲۸۸/۳  
۴  ۶۹۲۰/۴  ۶۴۵۴/۴  ۵۹۲۲/۴  ۵۴۶۹/۴  
۵  ۴۴۸۳/۵  ۲۵۰۹/۶  ۲۵۹۱/۵  ۱۰۸۵/۵   

ازای  به FGMEEلایه  سه  های پنج مود اول بدون بعدشده ورق فرکانس) ۴جدول 
 ۱۰ای و برای شاخص تغییرات خواص مواد برابر با  لایه مقادیر مختلف لغزش بین

)۱۰=a(  
=R=۰ R مود ١/٠  R= ۳/۰  R= ۶/۰  

  F/B/Fها:  نوع چینش لایه
۱ ۰۶۵۳/۱  ۹۱۷۲/۰  ۷۵۷۷/۰  ۶۵۲۹/۰  
۲ ۹۴۵۷/۱  ۹۴۵۴/۱  ۹۴۵۰/۱  ۹۴۴۴/۱  
۳ ۳۲۴۵/۳  ۳۴۳۱/۳  ۳۲۲۱/۳  ۳۱۵۹/۳  
۴ ۷۶۸۷/۳  ۲۲۸۹/۴  ۴۶۵۹/۴  ۴۴۵۵/۴  
۵ ۹۱۳۵/۴  ۰۹۴۷/۶  ۱۰۲۴/۵  ۲۰۵۵/۷  

  
ازای  به FGMEEلایه  سه  های پنج مود اول بدون بعدشده ورق فرکانس) ۵جدول 

 - ۵ای و برای شاخص تغییرات خواص مواد برابر با  لایه مقادیر مختلف لغزش بین
)۵ -=a(  

=R=۰ R مود ۱/۰  R= ۳/۰  R= ۶/۰  
  F/B/Fها:  نوع چینش لایه

۱ ۰۱۲۲/۱  ۹۰۸۱/۰  ۷۸۶۵/۰  ۶۹۰۹/۰  
۲ ۹۲۳۸/۱  ۹۲۳۵/۱  ۹۲۳۱/۱  ۹۲۲۴/۱  
۳ ۳۴۶۴/۳  ۳۴۵۰/۳  ۱۴۴۲/۳  ۷۰۶۰/۲  
۴ ۵۴۶۴/۴  ۱۱۸۵/۴  ۳۴۲۳/۳  ۳۳۸۱/۳  
۵ ۶۵۳۵/۵  ۲۰۰۴/۵  ۹۰۱۷/۴  ۷۸۲۴/۴  
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ازای  به FGMEEلایه  سه  های پنج مود اول بدون بعدشده ورق فرکانس) ۶جدول 
 - ۱۰ای و برای شاخص تغییرات خواص مواد برابر با  لایه مقادیر مختلف لغزش بین

)۱۰ -=a(  
=R=۰ R مود ۱/۰  R= ۳/۰  R= ۶/۰  

  F/B/Fها:  نوع چینش لایه
۱ ۹۶۶۲/۰  ۸۸۰۲/۰  ۷۷۳۷/۰  ۶۸۵۷/۰  
۲ ۹۱۶۵/۱  ۹۱۶۲/۱  ۹۱۵۸/۱  ۹۱۵۱/۱  
۳ ۳۴۵۷/۳  ۳۴۴۵/۳  ۳۴۱۹/۳  ۸۵۱۳/۲  
۴ ۵۴۶۴/۴  ۲۸۷۹/۴  ۳۶۳۴/۳  ۳۳۸۲/۳  
۵ ۶۵۳۵/۵  ۲۹۲۱/۵  ۴۴۶۹/۴  ۰۱۲۴/۴  

  
های ورق  بررسی تاثیرات سختی بستر ارتجاعی بر فرکانس - ۲- ۴

FGMEE لایه سه  
  های ورق در این قسمت تاثیرات سختی بستر ارتجاعی روی فرکانس

های ورق با استفاده از  بررسی شده است. فرکانس FGMEEلایه  سه
شده در این مقاله محاسبه و نتایج در  روش حل دقیق ارایه

لایه  سه  ها برای ورق آورده شده است. این جدول ۷- ۱۱های  جدول
بوده،  ۲ها مطابق با شکل  نش لایهالاستیک که چی - الکترو -مگنتو

های پنج مود اول  ها، فرکانس حاصل شده است. در هر یک از جدول
تحت  a=۰، ۵، ۱۰، -۵، - ۱۰ازای شاخص تغییرات خواص مواد  به

  ارتعاش آزاد به دست آمده است.
  

ازای  به FGMEEلایه  های پنج مود اول بدون بعدشده ورق سه فرکانس )۷جدول 
مختلف بستر ارتجاعی و برای شاخص تغییرات خواص مواد برابر با های  سختی
  )a=٠صفر (

 ۰=࢖࢑ ۰=࢑࢝مود
=࢖࢑ ۰=࢑࢝ ۱/۰  

 ۰=࢖࢑ ۲=࢑࢝
=࢖࢑ ۲=࢑࢝ ۱/۰  

=࢖࢑ ۰=࢑࢝ ۵/۰  
 ۰=࢖࢑ ۱۰=࢑࢝

=࢖࢑ ۱۰=࢑࢝ ۵/۰  
  F/B/Fها:  نوع چینش لایه

۱ ۰۵۱۰/۱  ۳۸۲۳/۱  ۳۸۵۹/۱  ۶۲۴۳/۱  ۹۳۱۳/۱  ۹۳۱۳/۱  ۹۳۱۳/۱  
۲ ۹۳۱۳/۱  ۹۳۱۳/۱  ۹۳۱۳/۱  ۹۳۱۳/۱  ۰۸۰۱/۲  ۰۸۷۴/۲  ۴۵۷۸/۲  
۳ ۳۴۴۷/۳  ۳۶۹۶/۳  ۳۶۹۸/۳  ۳۹۶۴/۳  ۴۸۳۶/۳  ۴۸۵۶/۳  ۶۴۲۹/۳  
۴ ۵۵۸۳/۴  ۵۵۸۳/۴  ۵۵۸۳/۴  ۵۵۸۳/۴  ۵۵۸۳/۴  ۵۵۸۳/۴  ۵۵۸۳/۴  
۵ ۶۶۶۵/۵  ۶۸۸۰/۵  ۶۸۸۳/۵  ۷۰۹۴/۵  ۷۶۹۱/۵  ۷۷۰۲/۵  ۸۵۷۹/۵  

  
ازای  به FGMEEلایه  سه  ورق های پنج مود اول بدون بعدشده فرکانس )۸جدول 
 ۵ارتجاعی و برای شاخص تغییرات خواص مواد برابر با  های مختلف بستر سختی

)٥=a(.  

 ۰=࢖࢑ ۰=࢑࢝مود
=࢖࢑ ۰=࢑࢝ ۱/۰  

 ۰=࢖࢑ ۲=࢑࢝
=࢖࢑ ۲=࢑࢝ ۱/۰  

=࢖࢑ ۰=࢑࢝ ۵/۰  
 ۰=࢖࢑ ۱۰=࢑࢝

=࢖࢑ ۱۰=࢑࢝ ۵/۰  
  F/B/Fها:  نوع چینش لایه

۱ ۰۷۷۷/۱  ۳۶۱۱/۱  ۳۶۴۴/۱  ۵۷۷۴/۱  ۹۳۸۷/۱  ۹۳۸۷/۱  ۹۳۸۷/۱  
۲ ۹۳۸۷/۱  ۹۳۸۷/۱  ۹۳۸۷/۱  ۹۳۸۷/۱  ۰۰۴۷/۲  ۰۱۱۹/۲  ۳۸۴۹/۲  
۳ ۲۹۳۱/۳  ۳۶۱۵/۳  ۳۶۱۸/۳  ۳۸۵۳/۳  ۴۶۱۸/۳  ۴۶۳۵/۳  ۶۰۱۹/۳  
۴ ۱۴۷۷/۴  ۱۴۷۷/۴  ۱۴۷۷/۴  ۱۴۷۷/۴  ۱۴۷۷/۴  ۱۴۷۷/۴  ۱۴۷۷/۴  
۵ ۴۴۸۳/۵  ۲۸۲۹/۵  ۲۸۳۱/۵  ۲۹۹۴/۵  ۳۴۶۲/۵  ۳۴۷۴/۵  ۴۱۹۷/۵  

  
ازای  به FGMEEلایه  سه  های پنج مود اول بدون بعدشده ورق فرکانس) ۹جدول 
ارتجاعی و برای شاخص تغییرات خواص مواد برابر با  های مختلف بستر سختی
١٠( ١٠=a(  

 ۰=࢖࢑ ۰=࢑࢝مود
=࢖࢑ ۰=࢑࢝ ۱/۰  

 ۰=࢖࢑ ۲=࢑࢝
=࢖࢑ ۲=࢑࢝ ۱/۰  

=࢖࢑ ۰=࢑࢝ ۵/۰  
 ۰=࢖࢑ ۱۰=࢑࢝

=࢖࢑ ۱۰=࢑࢝ ۵/۰  
  F/B/Fها:  نوع چینش لایه

۱ ۰۶۵۳/۱  ۳۲۶۲/۱  ۳۲۸۹/۱  ۵۱۵۵/۱  ۹۰۶۱/۱  ۹۱۲۸/۱  ۹۴۵۷/۱  
۲ ۹۴۵۷/۱  ۹۴۵۷/۱  ۹۴۵۷/۱  ۹۴۵۷/۱  ۹۴۵۷/۱  ۹۴۵۷/۱  ۲۸۸۴/۲  
۳ ۳۲۴۵/۳  ۳۴۸۳/۳  ۳۴۸۵/۳  ۳۶۹۳/۳  ۴۳۵۷/۳  ۴۳۷۱/۳  ۵۵۵۱/۳  
۴ ۷۶۸۷/۳  ۷۶۸۷/۳  ۷۶۸۸/۳  ۷۶۸۷/۳  ۷۶۸۷/۳  ۷۶۸۷/۳  ۷۶۸۷/۳  
۵ ۹۱۳۵/۴  ۹۱۷۶/۴  ۹۱۷۷/۴  ۹۲۹۳/۴  ۹۶۳۳/۴  ۹۶۴۲/۴  ۰۱۸۱/۵  
  

ازای  به FGMEEلایه  سه  ورق های پنج مود اول بدون بعدشده فرکانس) ۱۰جدول 
ارتجاعی و برای شاخص تغییرات خواص مواد برابر با  های مختلف بستر سختی

٥( - ٥ -=a(  

 ۰=࢖࢑ ۰=࢑࢝مود
=࢖࢑ ۰=࢑࢝ ۱/۰  

 ۰=࢖࢑ ۲=࢑࢝
=࢖࢑ ۲=࢑࢝ ۱/۰  

=࢖࢑ ۰=࢑࢝ ۵/۰  
 ۰=࢖࢑ ۱۰=࢑࢝

=࢖࢑ ۱۰=࢑࢝ ۵/۰  
  F/B/Fها:  نوع چینش لایه

۱ ۰۱۲۲/۱  ۳۹۲۹/۱  ۶۴۷۸/۱  ۹۲۳۸/۱  ۹۲۳۸/۱  ۹۲۳۸/۱  ۹۲۳۸/۱  
۲ ۹۲۳۸/۱  ۹۲۳۸/۱  ۹۲۳۸/۱  ۹۲۳۸/۱  ۱۳۱۴/۲  ۱۳۸۸/۲  ۴۹۸۰/۲  
۳ ۳۴۶۴/۳  ۳۷۴۰/۳  ۳۷۴۳/۳  ۴۰۱۵/۳  ۵۰۰۴/۳  ۵۰۲۶/۳  ۶۷۱۴/۳  
۴ ۵۴۶۴/۴  ۹۹۳۶/۴  ۹۹۳۶/۴  ۹۹۳۶/۴  ۹۹۳۶/۴  ۹۹۳۶/۴  ۹۹۳۶/۴  
۵ ۶۵۳۵/۵  ۱۲۵۳/۶  ۱۲۵۸/۶  ۱۵۱۴/۶  ۲۲۱۶/۶  ۲۲۳۰/۶  ۳۱۹۷/۶  
  

ازای  به FGMEEلایه  سه  های پنج مود اول بدون بعدشده ورق فرکانس) ١١ جدول
ارتجاعی و برای شاخص تغییرات خواص مواد برابر با  های مختلف بستر سختی
١٠( - ١٠-=a(  

 ۰=࢖࢑ ۰=࢑࢝مود
=࢖࢑ ۰=࢑࢝ ۱/۰  

 ۰=࢖࢑ ۲=࢑࢝
=࢖࢑ ۲=࢑࢝ ۱/۰  

=࢖࢑ ۰=࢑࢝ ۵/۰  
 ۰=࢖࢑ ۱۰=࢑࢝

=࢖࢑ ۱۰=࢑࢝ ۵/۰  
  F/B/Fها:  نوع چینش لایه

۱ ۹۶۶۲/۰  ۳۹۵۴/۱  ۳۹۹۸/۱  ۶۷۷۹/۱  ۹۱۶۵/۱  ۹۱۶۵/۱  ۹۱۶۵/۱  
۲ ۹۰۳۱/۱  ۹۱۶۵/۱  ۹۱۶۵/۱  ۹۱۶۵/۱  ۱۵۷۹/۲  ۱۶۵۰/۲  ۵۰۶۴/۲  
۳ ۳۴۵۷/۳  ۳۷۵۹/۳  ۳۷۶۳/۳  ۴۰۸۴/۳  ۵۱۰۴/۳  ۵۱۲۸/۳  ۶۸۰۹/۳  
۴ ۵۴۶۴/۴  ۴۴۶۴/۵  ۴۴۶۲/۵  ۴۴۶۴/۵  ۴۴۶۴/۵  ۴۴۶۴/۵  ۴۴۶۴/۵  
۵ ۶۵۳۵/۵  ۵۸۶۷/۶  ۵۸۷۲/۶  ۶۱۶۹/۶  ۶۹۴۳/۶  ۶۹۵۸/۶  ۷۹۳۸/۶  
  

بستر  یسخت یشبا افزا شود، یمشاهده م ها جدول درطور که  همان
و علت  یابد یم یشافزا یزارتعاش آزاد ورق ن های فرکانس ی،ارتجاع
که  یمیبه رابطه مستق توجه ورق است. با یسخت یشآن، افزا

قابل انتظار بود. با توجه به  یشافزا ینا دارد، یفرکانس با سخت
دوم و چهارم نسبت به  یمودها یتبودن حساس کم ها جدول

  قابل مشاهده است. یبستر ارتجاع یتغییرات سخت
  
 گیری نتیجه - ۵

که روی بستر ارتجاعی قرار گرفته و با لحاظ لغزش  FGMEEبرای اولین بار، تحلیل رفتار ارتعاش آزاد یک ورق چندلایه 
ای مورد بررسی قرار گرفته است. با استفاده از روش فضای  لایه بین

 FGMEE  حالت، معادلات دیفرانسیلی جزئی حاکم بر رفتار ورق
شده در این مقاله از  اند. صحت روش حل دقیق معرفی حل شده

مقالات منتشرشده و  آمده با نتایج دست طریق مقایسه نتایج به
دردسترس ارزیابی شده است. در بخش نتایج عددی، تاثیر 

لایه مورد بررسی  سه FGMEEهای ورق  پارامترهای موثر بر فرکانس
قرار گرفته شده است. نتایج حاصل در بخش نتایج عددی نشان داد 

های ورق  که سختی بستر ارتجاعی، تاثیر قابل توجهی بر فرکانس FGMEE آمده، اهمیت تاثیر  دست مچنین با بررسی نتایج بهدارد. ه
قابل  FGMEEهای ورق  ای بر فرکانس لایه مقادیر ضریب لغزش بین

آمده از مطالعه  دست مشاهده بوده است. نتایج کاربردی مهم به
  طور خلاصه ذکر شده است: حاضر در زیر به

 های حاصل از ارتعاش با افزایش سختی بستر ارتجاعی، فرکانس -۱
جز فرکانس مربوط به مود چهارم که ثابت است، افزایش  آزاد به
  یابد. می
ای)،  لایه ای (کاهش سختی بین لایه با افزایش مقدار لغزش بین -۲

  یابد. های پنج مود اول نیز کاهش می مقادیر فرکانس
ترشدن  با افزایش مقدار شاخص تغییرات خواص مواد (سخت -۳

  یابد. افزایش می جنس ورق)، مقادیر فرکانس ورق
  

  نشده است. انیب سندگانینو یاز سو یموردتشکر و قدردانی: 



 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــو همکاران ی ناصر چراق ۶۶۲

  ۱۳۹۷ اسفند، ۳، شماره ۱۹دوره                                                                                                                                                  پژوهشی مهندسی مکانیک مدرس                                - ماهنامه علمی

 ای(بطور کامل  یگرید هیمقاله تاکنون در نشر نیا تاییدیه اخلاقی:
چاپ  ای یبررس یبرا نیاست. همچن دهیاز آن) به چاپ نرس یبخش

مقاله  یعلم اتیارسال نشده است. ضمناً محتو یگرید هیبه نشر
بر  جیبوده و صحت و اعتبار نتا سندگانینو یعلم تیحاصل فعال
  است. سندگانیعهده نو

ها  با سازمان یگونه تعارض منافع چیمقاله حاضر هتعارض منافع: 
  ندارد. گریو اشخاص د

نگارنده )، اول(نویسنده  یقچرا ناصر سهم نویسندگان:
 نظرگاه مجتبی لزگی؛%)٤٠/پژوهشگر اصلی/نگارنده بحث (مقدمه

شناس/پژوهشگر کمکی/نگارنده بحث  روش )،دوم(نویسنده 
شناس/پژوهشگر  نویسنده سوم)، روش( اعتمادی احسان%)؛٣٥(

  %)٢٥( کمکی
 تیحما یسازمان ایشخص  چیپژوهش توسط ه نیا منابع مالی:

  نشده است. یمال
  
 ها نوشت پی - ۶
  نوشت الف پی - ۱- ۶

 شکل زیر است: به ۱های معادله  ماتریس مولفه
(௡)ܥ =

ێێۏ
ێێێ
ۍ ଵܿଵ(௡)(ݖ) ଵܿଶ(௡)(ݖ) ଵܿଷ(௡)(ݖ)ܿଶଵ(௡)(ݖ) ܿଶଶ(௡)(ݖ) ܿଶଷ(௡)(ݖ)ܿଷଵ(௡)(ݖ) ܿଷଶ(௡)(ݖ) ܿଷଷ(௡)(ݖ)0 0 00 0 00 0 0

 
0 0 00 0 00 0 0ܿସସ(௡)(ݖ) 0 00 ܿହହ(௡)(ݖ) 00 0 ܿ଺଺(௡)(ݖ)ۑۑے

ۑۑۑ
ې
 

(࢔)ࢋ = ቎ 0 0 00 0 0݁ଷଵ(௡)(ݖ) ݁ଷଶ(௡)(ݖ) ݁ଷଷ(௡)(ݖ) 

              0 ଵ݁ହ(௡)(ݖ) 0݁ଶସ(௡)(ݖ) 0 00 0 0቏ 

  

݀(௡) = ൦݀ଵଵ(௡)(ݖ) 0 00 ݀ଶଶ(௡)(ݖ) 00 0 ݀ଷଷ(௡)(ݖ)൪ 
(௡)ݍ   = ቎ 0 0 00 0 (ݖ)ଷଵ(௡)ݍ0 (ݖ)ଷଶ(௡)ݍ  (ݖ)ଷଷ(௡)ݍ

           0 (ݖ)ଵହ(௡)ݍ (ݖ)ଶସ(௡)ݍ   0 0 00 0 0቏  
  

(௡)ݔ = ൦ݔଵଵ(௡)(ݖ) 0 00 (ݖ)ଶଶ(௡)ݔ 00 0  ൪(ݖ)ଷଷ(௡)ݔ
  

(௡)݌ = ൦݌ଵଵ(௡)(ݖ) 0 00 (ݖ)ଶଶ(௡)݌ 00 0  ൪(ݖ)ଷଷ(௡)݌

  
  نوشت ب پی - ٢- ٦

 شکل زیر است: به ۱۴در معادله  (௡)ܦو  (௡)ܨهای  ماتریس
(௡)ܨ  = ൤ ହ×ହܫ 0ହ×ହ0ହ×ହ ହ݂×ହ ൨ଵ଴×ଵ଴  
(௡)ܦ   = ቈ0ହ×ଶ 0ହ×ଷ ହ×ଶଵଷܦ ହ×ଶଶଵܦହ×ଷଵସܦ ହ×ଷଶଶܦ ହ×ଶଶଷܦ ହ×ଷଶସܦ ቉  

 که داریم:

ܫ = ێێێۏ
1ۍ 0 0 0 00 1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 0 ۑۑۑے1

ې
 

݂ =
ێێۏ
ێێێ
(ݖ)ହହ(௡)ܿۍ 0 0 0 00 ܿସସ(௡)(ݖ) 0 0 00 0 ܿଷଷ(௡)(ݖ) ݁ଷଷ(௡)(ݖ) 0(ݖ)ଷଷ(௡)ݍ 0 ݁ଷଷ(௡)(ݖ) (ݖ)ଷଷ(௡)ݔ− −݀ଷଷ(௡)(ݖ)0 0 (ݖ)ଷଷ(௡)ݍ −݀ଷଷ(௡)(ݖ) ۑۑے(ݖ)ଷଷ(௡)݌−

ۑۑۑ
ې
 

ଵଷܦ = ێێێۏ
1−ۍ 00 −10 00 00 0 ۑۑۑے

ଵସܦ        ,        ې = ێێێۏ
ۍ 0 0 00 0 0−1 0 00 −1 00 0 ۑۑۑے1−

 ې
ଶଵܤ  

=
ێێۏ
ێێێ
(ݖ)ଵଵܥ൫݉ଶ−ۍێێ + ݊ଶܥ଺଺(ݖ)൯ + (ݖ)ଵଶܥଶ−݊݉൫߱ߩ + ݉−൯(ݖ)଺଺ܥ ݉−ݖ߲(ݖ)ଵଷܥ߲ ߲݁ଷଵ(ݖ)߲ݖ−݉ ݖ߲(ݖ)ଷଵݍ߲

−݊݉൫ܥଵଶ(ݖ) + (ݖ)ଶଶܥ൯−൫݊ଶ(ݖ)଺଺ܥ + ݉ଶܥ଺଺(ݖ)൯ + ݊−ଶ߱ߩ ݊−ݖ߲(ݖ)ଷଶܥ߲ ߲݁ଷଶ(ݖ)߲ݖ−݊ ݖ߲(ݖ)ଷଶݍ߲ ۑۑے
ۑۑۑ
 ېۑۑ

ଶଶܦ =
ێێۏ
ێێێ
ۍێ ݉ ݊ݖ߲(ݖ)ହହܥ߲ (ݖ)ହହܥଶ݉−ݖ߲(ݖ)ସସܥ߲ − ݊ଶܥସସ(ݖ) + ଶ−݉ଶ߱ߩ ଵ݁ହ (ݖ) − ݊ଶ݁ଶସ(ݖ)−݉ଶݍଵହ(ݖ) − ݊ଶݍଶସ(ݖ)

݉ ߲ ଵ݁ହ ݊ݖ߲(ݖ) ߲݁ଶସ(ݖ)߲ݖ−൫݉ଶ ଵ݁ହ (ݖ) + ݊ଶ݁ଶସ(ݖ)൯݉ଶݔଵଵ(ݖ) + ݊ଶݔଶଶ(ݖ)݉ଶ݀ଵଵ(ݖ) + ݊ଶ݀ଶଶ(ݖ)
 

݉ ݊ݖ߲(ݖ)ଵହݍ߲ (ݖ)ଵହݍ൫݉ଶ−ݖ߲(ݖ)ଶସݍ߲ + ݊ଶݍଶସ(ݖ)൯݉ଶ݀ଵଵ(ݖ) + ݊ଶ݀ଶଶ(ݖ)݉ଶ݌ଵଵ(ݖ) + ݊ଶ݌ଶଶ(ݖ) ۑۑے
ۑۑۑ
 ېۑ

 
ଶଷܦ =

ێێۏ
ێێێ
ۍ (ݖ)ହହܥ൫݉−0ݖ߲(ݖ)ହହܥ߲ + ൯−݉൫(ݖ)ଵଷܥ ଵ݁ହ(ݖ) + ݁ଷଵ(ݖ)൯−݉൫ݍଵହ(ݖ) + ൯(ݖ)ଷଵݍ

(ݖ)ଷଶܥ൫݊−ݖ߲(ݖ)ସସܥ0߲ + (ݖ)൯−݊൫݁ଶସ(ݖ)ସସܥ + ݁ଷଶ(ݖ)൯−݊൫ݍଶସ(ݖ) + ۑۑے൯(ݖ)ଷଶݍ
ۑۑۑ
ې
 

ଶସܦ =
ێێۏ
ێێێ
(ݖ)ଵଷܥ൫݉ۍێێ + (ݖ)ଶଷܥ൯݊൫(ݖ)ହହܥ + ݖ߲(ݖ)ଷଷݍ߲ݖ߲(ݖ)ଷଷ߲݁ݖ߲(ݖ)ଷଷܥ൯߲(ݖ)ସସܥ

݉൫ ଵ݁ହ(ݖ) + ݁ଷଵ(ݖ)൯݊൫݁ଷଶ(ݖ) + ݁ଶସ(ݖ)൯߲݁ଷଷ(ݖ)߲ݖ− −ݖ߲(ݖ)ଷଷݔ߲ ߲݀ଷଷ(ݖ)߲ݖ
 

 
           

       ݉൫ݍଷଵ(ݖ) + ൯(ݖ)ଵହݍ
          

݊൫ݍଷଶ(ݖ) + −ݖ߲(ݖ)ଷଷݍ൯߲(ݖ)ଶସݍ ߲݀ଷଷ(ݖ)߲ݖ− ݖ߲(ݖ)ଷଷ݌߲ ۑۑے
ۑۑۑ
ېۑۑ
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