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Discrete Adaptive Sliding Mode Control of an Omnidirectional 
Mobile Robot Using Time Delay Control Method
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In this paper, a robust discrete control law is presented, using time delay control method for 
an omnidirectional mobile robot in the presence of system uncertainties. Although time delay 
control method has attracted the great attention of researchers due to its structure simplicity, 
the major part of these research have been performed by the assumption of continuous time 
delay control and infinitesimal time delay that is in contradict of physical nature of digital 
devices, as implementation tools of time delay controllers, which have finite and specific 
sample time. Also, the discretization of continuous-time systems has been usually done by 
Euler estimation method, which has sufficient accuracy for infinitesimal sample times. So, in 
this paper, after modeling the robot, considering the dynamics of robot motors, a new method 
for more accurate discretization of continuous nonlinear systems is presented and, then, a 
robust discrete control law is designed, using the backstepping technique at the voltage level 
of the robot motors. In the design of control law, a new adaptive sliding mode method is used 
to overcome the system uncertainties and stability of the closed-loop system is proved by 
error convergence to a small neighborhood of zero. The proposed controller is designed in the 
discrete domain without the necessity of being known the bound of system uncertainties and 
simulation results represent the desired performance of the controller in trajectory tracking.
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 اریربات س کیگسسته  یقیکنترل مود لغزش تطب
  یزمان ریجهته با استفاده از روش کنترل تاخ همه
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  چکيده
 کی یبرا یزمان ریبا روش کنترل تاخ یمقاله، قانون کنترل گسسته مقاوم نیدر ا

. اگرچه روش شود یم هیارا ستمیس یها ینیجهته در حضور نامع همه اریربات س
قرار  نیاز محقق یاریساختار مورد توجه بس یسادگ لیدل به یزمان ریکنترل تاخ

و زمان  وستهیپ یزمان ریتاخبا فرض کنترل  قاتیتحق نیگرفته است اما عمده ا
 تالیجید یها دستگاه یکیزیف تیکوچک انجام شده که با ماه تینها یب ریتاخ
مشخص و  یبردار که زمان نمونه یزمان ریتاخ یکنترلرها یساز ادهیعنوان ابزار پ به

 وستهیپ یها ستمیس یساز ستهگس نیدارند در تناقض است. همچن یمحدود
کوچک زمان  اریبس ریمقاد یانجام شده که برا لریاو نیعمدتاً با روش تخم

ربات با  یساز مقاله پس از مدل نیاست. لذا در ا یدقت کاف یدارا یبردار نمونه
 تر قیدق یساز گسسته یبرا یدیربات روش جد یموتورها کینامیدرنظرگرفتن د

قانون کنترل گسسته  کیشده و سپس  هیارا یرخطیغ وستهیپ یها ستمیس
 یربات طراح یاز روش بازگشت به عقب در سطح ولتاژ موتورها فادهمقاوم با است

غلبه  یبرا یقیمود لغزش تطب دیروش جد کیقانون کنترل از  ی. در طراحشود یم
 ییحلقه بسته در همگرا ستمیس یداریاستفاده شده و پا ستمیس یها ینیبر نامع

در حوزه  یشنهادی. کنترلر پشود یدلخواه صفر اثبات م یگیهمسا کیخطا به 
 جیشده و نتا یطراح ستمیس یها ینیبودن کران نامع به معلوم ازیگسسته بدون ن

  مرجع هستند. ریمس یابیدهنده عملکرد مطلوب کنترلر در رد نشان ها یساز هیشب
  جهته همه اریربات س ،یزمان ریکنترل تاخ ،یقیتطب یکنترل گسسته مود لغزش ها: کلیدواژه
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دلیل ماهیت مقاوم خود  های اخیر کنترل مود لغزشی به در سال
های سیستم و اغتشاشات خارجی مورد توجه  نسبت به نامعینی

. برای حصول عملکرد [2 ,1]گرفته استبسیاری از محققان قرار 
بالای   تر از کران مقاوم کنترل مود لغزشی، ضرایب بهره آن باید بزرگ

های سیستم در نظر گرفته شود. لیکن مقدار این کران بالا  نامعینی
در کاربردهای واقعی معلوم نیست. بنابراین ضرایب بهره کنترل مود 

کنند تا محدوده بزرگی از  می لغزشی را به اندازه کافی بزرگ انتخاب
های سیستم را پوشش دهد. این امر موجب بروز پدیده  نامعینی
. برای [3]شود که مشکل اصلی کنترل مود لغزشی است لرزش می

های مختلفی مانند استفاده از توابع پیوسته  حذف اثر لرزش، روش
مود  ،[1]جای تابع علامت مانند تابع اشباع یا تانژانت هایپربولیک به

و ترکیب کنترل مود لغزشی با کنترلرهای  [4]لغزشی بر مبنای رویتگر
ها نیاز به  توسعه پیدا کردند. اما در این روش [6 ,5]هوشمند
های سیستم است. بنابراین  بودن کران بالای نامعینی معلوم

کنترلرهای مود لغزشی تطبیقی توسعه پیدا کردند که در آنها نیازی 
. لیکن در [2]های سیستم نیست ن بالای نامعینیبودن کرا به معلوم

این تحقیقات نیز عمدتاً یک مصالحه بین کاهش لرزش و کیفیت 
ردیابی مسیر مرجع وجود دارد و با کاهش لرزش، کیفیت ردیابی 

. اگر چه یک کنترلر مود لغزشی تطبیقی [2]یابد مسیر نیز کاهش می
که در آن با کاهش های پیوسته توسعه پیدا کرده است  برای سیستم

، لیکن این پژوهش که از [7]یابد لرزش، خطای ردیابی افزایش نمی
استفاده نموده، دارای اشکالاتی  (TDC)روش کنترل تاخیر زمانی 

وجود داشته است و در  TDCهای مبتنی بر  بوده که در اغلب روش
  شود.  ادامه به آن پرداخته می

یقی گسسته براساس در این تحقیق یک کنترل مود لغزشی تطب
بودن کران  شود که در آن بدون نیاز به معلوم ارایه می TDCروش 

های سیستم، ردیابی مطلوب مسیر با لرزش پایین  بالای نامعینی
، یک روش کنترلی است که در آن از TDCشود.  انجام می
های گذشته برخی از متغیرهای سیستم برای  های زمان سیگنال

های  های سیستم مانند دینامیک نامعینیتخمین و جبران 
نشده، تغییرات پارامترها و اغتشاشات خارجی استفاده  مدل
شود. با توجه به کارآیی روش تخمین زمان گذشته، کنترلرهای  می

تاخیر زمانی بر خلاف ساختار ساده آنها، عملکرد مقاوم خوبی از 
  . [10-8]دهند خود نشان می

های  تاکنون در بسیاری از سیستماز زمان معرفی  TDCکنترلر 
سازی شده است. از جمله  آمیز پیاده صورت موفقیت غیرخطی به

، کنترل بیل [12 ,11 ,7]ها توان به کنترل موقعیت ربات می
چه اشاره نمود. اگر  [16]های مبدل و کنترل ولتاژ خروجی خازن [15 ,14]و موتورهای مغناطیس دائم DC، کنترل موتورهای [13]مکانیکی

صورت گرفته است، ولی عمدتاً این  TDCتحقیقات زیادی در حوزه 
  تحقیقات دارای سه اشکال مهم زیر هستند:

دلیل  به TDCپیوسته با زمان: کنترلر  TDCاستفاده از روش  -۱
سازی روی  های زمان گذشته، امکان پیاده استفاده از سیگنال

ه پیوسته با زمان و حتی اگر در حوز [17]های آنالوگ را ندارد سیستم
شکل گسسته با زمان  های واقعی به طراحی شده باشد، روی سیستم

سازی شده است، لذا باید در طراحی نیز سیستم را  پیاده
 سازی نمود. گسسته

بودن زمان تاخیر": عمده  استفاده از فرض "به اندازه کافی کوچک -۲
 با فرض این که زمان TDCشده در حوزه روش  مطالعات انجام

تاخیر به اندازه کافی کوچک باشد، اقدام به طراحی کنترلر و اثبات 
ترین مقدار زمان تاخیر در تجهیزات  اند. لیکن کوچک پایداری نموده

برداری بوده که مقدار ثابتی است و  دیجیتال برابر با زمان نمونه
 نهایت کوچک باشد. تواند بی نمی
لازم و کافی برای  ، شرطTDCاثبات پایداری: اگر چه در روش  -۳

های خطی نامتغیر با زمان براساس معیار پایداری  پایداری سیستم
های غیرخطی، اثبات  ، برای سیستم[18]نایکویست ارایه شده است

ܫ‖پایداری سیستم عمدتاً مبتنی بر این شرط کافی بوده که  − ‖തܤ(ݔ)ܤ < ماتریس ورودی  (ݔ)ܤاست و در آن  1
است. این شرط توسط  TDCماتریس ثابت کنترلر  തܤسیستم و 

. تنها تحقیقی که [17]و همکاران با ارایه مثال نقض رد شد جانگ
توسط نویسندگان این مطالعه  TDCبدون سه اشکال فوق در حوزه 

  ، نیز دارای سه محدودیت زیر است:[19 ,17]مشاهده شده
وص در خص ، بهTDCکه همان ماتریس ثابت کنترلر  ̅݃یافتن  -۱

های چندمتغیره سخت است و اساساً هیچ گونه اثباتی برای  سیستم
شده برای پایداری سیستم  با فرض برقراری شرط کافی ارایه ̅݃وجود 

 ارایه نشده است.
݇)ܥبا توجه به این که در این تحقیق، ماتریس  -۲ − در حالت  (1

شده در  کلی تابعی از ورودی سیستم نیز هست، شرط کافی ارایه
لت کلی قابل حل نیست. در واقع روش فوق عملاً زمانی قابل حا

݇)ܥاستفاده است که  − تابعی از ورودی نباشد و این نیز  (1
شده در آن تحقیق، ماتریس  وقتی امکان دارد که همانند مثال ارایه

  ورودی ثابت باشد.
 هیچ گونه نامعینی و اغتشاشی برای سیستم در نظر گرفته -۳
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های سیستم اثبات  بودن کنترلر در حضور نامعینی مقاومنشده و لذا 
 نشده است.
های  ای در حوزه کاربرد روش های اخیر تحقیقات گسترده در سال

های سیار صورت گرفته است. میان انواع  کنترل پیشرفته برای ربات
دلیل قابلیت  جهته به های سیار همه های سیار، ربات گوناگون ربات

از اهمیت بالایی برخوردار هستند. این نوع از حرکت در تمام جهات 
توانند در هر جهتی  ها بدون نیاز به دوران حول خودشان می ربات

های  حرکت کنند و لذا مانورپذیری بالاتری نسبت به ربات
  . [20]غیرهولونومیک دارند
جهته تحقیقات زیادی صورت  های سیار همه در حوزه کنترل ربات

نترلر مود لغزشی تطبیقی برای ربات سیار گرفته است. طراحی یک ک
وجوی هارمونی در حضور  جهته با استفاده از الگوریتم جست همه

و طراحی یک کنترلر  [21]های سیستم و اغتشاشات خارجی نامعینی
های ساختاری و غیرساختاری برای  چندبخشی در حضور نامعینی
نترل برای . در این تحقیقات قانون ک[22]این ربات ارایه شده است

سیستم پیوسته با زمان (آنالوگ) طراحی شده است. این در حالی 
برداری  صورت دیجیتال با زمان نمونه است که سنسورها عمدتاً به

کنند و لذا طراحی کنترلرهای گسسته مورد توجه  محدود کار می
 . [24 ,23]بسیاری از محققان قرار گرفت

ر حوزه کنترل گسسته براساس مشاهدات نویسندگان این تحقیق، د
جهته تحقیقات محدودی صورت گرفته است.  های سیار همه ربات

فازی روی مدل دینامیک  - PIمعرفی یک کنترلر طراحی مسیر 
های  منظور یافتن ورودی جهته به خطی گسسته ربات سیار همه

و همکاران  هاشمیتوسط  همیلتونبهینه براساس روش 
تحقیق گشتاور موتورهای ربات . در این [25]سازی شده است پیاده
شده  سازی عنوان ورودی سیستم بوده و دینامیک سیستم خطی به

است. طراحی یک کنترلر فازی تطبیقی روی مدل سینماتیک 
جهته با استفاده از بسط تیلور مرتبه دوم  گسسته ربات سیار همه

. طراحی [26]منظور ردیابی مسیر مرجع انجام شده است سیستم به
جهته با وجود تاخیر زمانی در  گسسته با زمان ربات سیار همهکنترل 

سازی فیدبک انجام شده  ورودی سیستم با استفاده از خطی
های  . این مطالعه در سطح سینماتیک با ورودی سرعت[27]است

های سیستم لحاظ نشده است. طراحی  ربات انجام شده و نامعینی
 مکنامجهته  ت سیار همهیک کنترلر فازی غیرمبتنی بر مدل برای ربا

و همکاران  جمالیهای آن پیچیده بوده، توسط  که ساختار چرخ
. در این تحقیق [28]منظور ردیابی مسیر هندسی انجام شده است به

های آن بوده و اثبات پایداری انجام  ورودی ربات گشتاور چرخ
نشده است. بنابراین براساس مشاهدات نویسندگان تاکنون هیچ 

خصوص کنترل ولتاژ مقاوم گسسته ربات سیار  تحقیقی در
های این مقاله  جهته انجام نشده است. از این رو نوآوری همه

  عبارت از موارد زیر هستند:
جهته در  طراحی کنترل ولتاژ مقاوم گسسته ربات سیار همه -۱

بودن کران  های سیستم بدون نیاز به معلوم حضور نامعینی
 ها با کاهش لرزش نامعینی

بودن زمان تاخیر"  عدم استفاده از فرض "به اندازه کافی کوچکب) 
 در طراحی قانون کنترل و اثبات پایداری سیستم

  داربودن سیگنال تاخیر زمانی ج) ارایه یک شرط کافی برای کران
سازی  مدل ۲ساختار این تحقیق بدین ترتیب است که در بخش 
شود. در  ه میربات با درنظرگرفتن دینامیک موتورهای ربات ارای

های پیوسته غیرخطی  سازی سیستم روشی برای گسسته ۳بخش 
 ۴ارایه و طراحی قانون کنترل با روش بازگشت به عقب در بخش 

 ۵سازی سیستم نیز در بخش  شود. ارایه نتایج شبیه انجام می

  گیری اختصاص دارد. به نتیجه ۶گیرد. نهایتاً بخش  صورت می
  
  سازی ربات  مدل - ۲

جهته  در این بخش مدل سینماتیک و دینامیک ربات سیار همه
شود که مرکز ثقل ربات بر  شود. به همین منظور فرض می ارایه می

منطبق است. همچنین دینامیک  ܲمرکز هندسی آن در نقطه 
عنوان عملگرهای  به (DC)موتورهای الکتریکی جریان مستقیم 
  شوند.  ربات در معادلات سیستم لحاظ می

  سازی سینماتیک مدل - ۱- ۲
نشان  ۱معادلات سینماتیک ربات براساس هندسه آن که در شکل 

، در ربات از ۱است. براساس شکل  ۱صورت رابطه  داده شده، به
های استاندارد که زاویه بین بدنه ربات و چرخ حین حرکت  چرخ

های  بندی چرخ ثابت بوده، استفاده شده است و در واقع نوع پیکره
  کند. ان حرکت آن را در تمام جهات فراهم میربات امک

ሶݍ  )۱( (ݐ) = ܴఏ൫(ݐ)ݍ൯(ݐ)ߦ 
(ݐ)ݍکه در آن  = بردار مختصات مرکز ثقل  ்[(ݐ)ߠ  (ݐ)ݕ  (ݐ)ݔ]

است و  XYربات در دستگاه ثابت  (ݐ)ߦ = های خطی و  بیانگر بردار سرعت ்[(ݐ)߱  (ݐ)௡ݒ  (ݐ)ݒ]
ماتریس دوران متعامد بوده که دستگاه مختصات ثابت  ൯(ݐ)ݍఏ൫ܴای ربات در دستگاه متصل به بدنه ربات است. همچنین  زاویه

و دستگاه مختصات متصل به بدنه ربات را به یکدیگر منتقل کرده 
  شود. تعریف می ۲صورت رابطه  است و به

)۲(  ܴఏ൫(ݐ)ݍ൯ = ቎ cos൫(ݐ)ߠ൯ sin൫(ݐ)ߠ൯ 0−sin൫(ݐ)ߠ൯ cos൫(ݐ)ߠ൯ 00 0 1቏ 

  

  [29]جهته ربات سیار همه) ١شكل 
  
  سازی دینامیک مدل - ۲- ۲

چرخ ارایه  جهته سه در این بخش مدل دینامیک یک ربات سیار همه
صورت ترکیبی از  شود. به همین منظور نیروی اصطکاک به می

اصطکاک کولمب و لزج مدل شده است. بنابراین با توجه دستگاه 
اویلر،  - و معادلات حرکت نیوتن ۱شده در شکل  مختصات ارایه

  .[29]خواهند بود ۳صورت رابطه  معادلات دینامیک سیستم به

(ݐ)ሶߦܯ  )۳( = ଵܰ(ݐ)ߦ + ଶܰ݊݃݅ݏ൫(ݐ)ߦ൯ + ଷܰ߬(ݐ) 

 ݒ
 

 ݔ

 ݕ
Wheel 2  1چرخ  

Wheel 3 

Wheel 1 

   ௡ݒ

ܺ ܱ 

ܻ 

 ܲ ܾ ߜ
 ߠ
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ܯکه در آن  = ݀݅ܽ݃(݉, ݉, ماتریس اینرسی ربات شامل  (ܫ
ଵܰجرم ربات و ممان اینرسی آن حول مرکز ثقل،  = ,௩ܤ)݃ܽ݅݀− ,௩೙ܤ ଶܰو  (ఠܤ = ,௩ܥ)݃ܽ݅݀− ,௩೙ܥ  (ఠܥ

ترتیب ضریب اصطکاک لزج و اندازه نیروی اصطکاک کولمب در  به
൯(ݐ)ߦ൫݊݃݅ݏبوده و  ωو  v ،v୬های  جهت = و  ൯൧்(ݐ)ଷߦ൫݊݃݅ݏ  ൯(ݐ)ଶߦ൫݊݃݅ݏ  ൯(ݐ)ଵߦ൫݊݃݅ݏൣ τ ها است. نیروی اصطکاک کولمب برای  بردار گشتاور وارد بر چرخ
های ربات، سطح زمین و  سازی نیروی اصطکاک بین چرخ مدل

سازی نیروی اصطکاک ناشی از لزجت  اصطکاک لزج برای مدل
ا مورد استفاده قرار گرفته و نهایتاً سازهای موجود در محوره روان

ترکیب این نیروها در دستگاه مختصات (محلی) متصل به بدنه 
. همچنین [29]ربات بیان شده و ضرایب آن تخمین زده شده است

  .است ۴ رابطه به صورت ستمیس یورود سیماتر

)۴(  ଷܰ =
ێێۏ
ێێێ
ۍ 0 cos (ߜ)ݎଶ − cos (ߜ)ݎଷ− ଵݎ1 sin (ߜ)ݎଶ sin (ߜ)ݎଷܾݎଵ ଶݎܾ ଷݎܾ ۑۑے

ۑۑۑ
 ې

شعاع چرخ  ௜ݎها و  فاصله بین مرکز ثقل ربات و چرخ ܾکه در آن    ام است. ݅
  .[29]خواهند بود ۵شکل رابطه  نیز به DCدینامیک موتورهای 

)۵(  
(ݐ)ݑ = ܮ ݐ݀(ݐ)݅݀ + (ݐ)ܴ݅ + ߬  (ݐ)௩߱௠ܭ (ݐ) =  (ݐ)௧݅ܭ݈

ماتریس  ܮبردار جریان موتورها،  ݅بیانگر بردار ولتاژ موتورها،  ݑکه 
 ܴماتریس نسبت گیربکس موتورها،  ݈اندوکتانس موتورها، 

 ௧ܭموتورها،  emfماتریس ثابت  ௩ܭماتریس اندوکتانس موتورها، 
ای  بردار سرعت زاویه ௠߱موتورها و  های گشتاور ماتریس ثابت

های ربات ارتباط  با سرعت ۶شکل رابطه  به ௠߱روتورها هستند. 
  .[29]دارد

)۶(  

(ݐ)ߦ = ܲ߱௠(ݐ) ,  
ܲ = 13 ൦ 0 ଶ√3ݎ ଵݎଷ√32ݎ− ଶݎ ଵܾݎଷݎ ଶܾݎ ଷܾݎ ൪ 

، گشتاور وارد بر روتور است. لیکن ۵در رابطه  ߬لازم به ذکر است که 
با صرف نظر از مقادیر ممان اینرسی روتور و ضریب اصطکاک لزج 

توان  محور موتور (که معمولاً مقادیر بسیار کوچکی هستند)، می
شود. بنابراین با  ها منتقل می به چرخ ߬فرض کرد که گشتاور 

جهته در  ، معادلات حرکت ربات سیار همه۳-۶استفاده از روابط 
  آید. به دست می ۷صورت رابطه  شکل فضای حالت به

)۷(  ቐݍሶ (ݐ) = ܴఏ൫(ݐ)ݍ൯ߦ                                   (ݐ)ߦሶ(ݐ) = (ݐ)ߦଵܣ + ൯(ݐ)ߦ൫݊݃݅ݏଶܣ + (ݐ)ሶ߬(ݐ)߬ܤ = (ݐ)ଵ߬ܦ + (ݐ)ߦଶܦ +               (ݐ)ݑܩ
  صورت زیر هستند: که در آن موارد به

)۸(  

ଵܣ = ଵିܯ ଵܰ = ,݉/௩ܤ)݃ܽ݅݀− ,݉/௩೙ܤ ଶܣ          (ܫ/ఠܤ = ଵିܯ ଶܰ = −݀݅ܽ݃൫ܥ௩/݉, ,݉/௩೙ܥ ܤ          ൯ܫ/ఠܥ = ଵିܯ ଷܰ                                                                       ܩ = ଵିܮ௧ܭ݈ = ݀݅ܽ݃൫݈ଵܭ௧భ/ܮଵ, ݈ଶܭ௧మ/ܮଶ, ݈ଷܭ௧య/ܮଷ൯ܦଵ = ଵܴିܮ = −݀݅ܽ݃(ܴଵ/ܮଵ, ܴଶ/ܮଶ, ܴଷ/ܮଷ)             ܦଶ =                                                                 ௩ܲିଵܭܩ−
 

 پذیرند، معکوس ܮو  ܲ، ܯهای  : با توجه به این که ماتریس۱تذکر 
  پذیرند. قابل تعریف است و معکوس ۸های رابطه  کلیه ماتریس

  

  های پیوسته  سازی سیستم گسسته - ۳
های پیوسته، استفاده از  سازی سیستم روش مرسوم برای گسسته

صورت یکی از  تخمین اویلر است که در آن مشتق یک سیگنال به
  شود. تعریف می ۹روابط 

)۹(  
(ܶ݇)ሶݔ  تخمین رو به جلو اویلر ≅ ൫ݔ(݇ܶ + ܶ) −  ܶ/൯(ܶ݇)ݔ

  یا
(ܶ݇)ሶݔ  تخمین رو به عقب اویلر ≅ ൫ݔ(݇ܶ) − ܶ݇)ݔ − ܶ)൯/ܶ 

  

برداری  در این تخمین در واقع دینامیک سیستم بین دو زمان نمونه
سازی شده  متوالی با کمک بسط تیلور مرتبه صفر سیستم خطی

های با دینامیک  ویژه در سیستم است و لذا دقت این تخمین به
سازی  در این بخش روش جدیدی برای گسسته سریع، کافی نیست.

  های پیوسته غیرخطی ارایه خواهد شد. تر سیستم دقیق
را در نظر بگیرید که در آن  ۱۰: زیرسیستم غیرخطی ۱لم  (ݐ)ݔ ∈ ℜ௡ .است  

(ݐ)ሶݔ  )۱۰( = ݂൫(ݐ)ݔ, ,(ݐ)ݖ  ൯(ݐ)ݑ
برداری شامل  (ݐ)ݖبیانگر ورودی زیرسیستم و  (ݐ)ݑکه در آن 

 ݂سایر متغیرهای حالت سیستم اصلی است. در صورتی که مشتق 
صورت  را به ۱۰توان زیرسیستم  موجود باشد، آن گاه می ݔنسبت به 
  شکل گسسته بیان نمود. زیر به

݇)ݔ  )۱۱( + 1) = (݇)ݔ + ,(݇)ݔ൫݂(݇)ܧ ,(݇)ݖ  ൯(݇)ݑ
  صورت زیر هستند: که در آن موارد به

)۱۲(  
(݇)ܧ = න ,(݇)ݔᇱ൫ܨൣ݌ݔ݁ ,(݇)ݖ ൧்ݐ൯(݇)ݑ

଴  ݐ݀
௜௝[(∙)ᇱܨ]  = ߲ ௜݂߲ݔ௝ (∙);       ݅, ݆ = 1,2, … , ݊ 

  است. ᇱܨماتریس  j، ستون i، درایه سطر ௜௝[(∙)ᇱܨ]که منظور از 
  اثبات: به پیوست مراجعه شود.

,(݇)ݔᇱ൫ܨ: اگر تابع ماتریسی ۲تذکر  ,(݇)ݖ که به اختصار  ൯(݇)ݑ
  پذیر باشد، آن گاه: نوشته شده است، معکوس (݇)ᇱܨشکل  به

(݇)ܧ  )۱۳( = [ܶ(݇)ᇱܨ]݌ݔ݁] −  ᇱ(݇)൯ିଵܨ௡]൫ܫ
  قابل بازنویسی است. ۱۴شکل رابطه  در حالت کلی به (݇)ܧ: ۳تذکر 

(݇)ܧ  )۱۴( = ܶ ቈܫ௡ + 2ܶ! (݇)ᇱܨ + ܶଶ3! ൫ܨᇱ(݇)൯ଶ + ܶଷ4! ൫ܨᇱ(݇)൯ଷ + ⋯ ቉ 
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مشخص است، با صرف نظر از جملات  ۱۴همان طور که از رابطه 
(݇)ܧدوم به بعد،  ≅  ۱۱شود که در این حالت، رابطه  می ௡ܫܶ

همان تخمین اویلر خواهد بود. همچنین در حالت خاص 
توان نشان داد که  آسانی می های خطی نامتغیر با زمان، به سیستم

با روش  ،[30]یک پژوهش سازی سیستم پیوسته در نتایج گسسته
  ه در این تحقیق یکسان است.شد ارایه

مستقل نیست  (݇)ݑدر حالت کلی از  (݇)ܧ: تابع ماتریسی ۴تذکر 
و لذا برای استفاده در کاربردهای کنترل سیستم ممکن است باعث 

از  (݇)ܧهای زیادی شود. لیکن در برخی موارد  بروز پیچیدگی   به آن پرداخته شده است.  ۵شود که در تذکر  مستقل می (݇)ݑ
را  ۱۵، زیرسیستم ۱۰عنوان یک حالت خاص از زیرسیستم  : به۵تذکر 

  در نظر بگیرید.
(ݐ)ሶݔ  )۱۵( = ݂൫(ݐ)ݔ, ൯(ݐ)ݖ +  (ݐ)ݑ൯(ݐ)ݖ൫ܤ

نیست. در این حالت  ݔتابعی از  ܤکه در آن ماتریس ورودی 
شکل گسسته تبدیل  به ۱۶صورت رابطه  توان به را می ۱۵زیرسیستم 

  نمود. 
݇)ݔ  )۱۶( + 1) = (݇)ݔ + ,(݇)ݔ൫݂ൣ(݇)ܧ  ൧(݇)ݑ൯(݇)ݖ൫ܤ+ ൯(݇)ݖ
  

  صورت زیر هستند: که در آن موارد به

)۱۷(  
(݇)ܧ = න ,(݇)ݔᇱ൫ܨ)ൣ݌ݔ݁ ൧்ݐ൯(݇)ݖ

଴  ݐ݀
௜௝[(∙)ᇱܨ] = ߲ ௜݂߲ݔ௝ (∙);       ݅, ݆ = 1,2, … , ݊ 

  
  طراحی قانون کنترل - ۴

در این بخش قانون کنترل مقاوم برای ردیابی مسیر مرجع طراحی 
(ݐ)ݍنحوی که مختصات مرکز ثقل ربات  است، به (ݐ)ݑخواهد شد. هدف کنترلی عبارت از تعیین ولتاژ موتورهای ربات  = های سیستم به سمت  در حضور نامعینی ்[(ݐ)ߠ  (ݐ)ݕ  (ݐ)ݔ]

(ݐ)ௗݍمقدار مطلوب آن یعنی  = میل  ்[(ݐ)ௗߠ  (ݐ)ௗݕ  (ݐ)ௗݔ]
کند. به همین منظور با استفاده از روش کنترلی بازگشت به عقب و 

اند. در واقع  قضایای پایداری لیاپانوف، قوانین کنترلی به دست آمده
ها، یک تابع مثبت معین  برای اثبات پایداری هر یک از زیرسیستم

)لیاپانوف  ௜ܸ) نحوی انتخاب شده است که در حضور  به
ܸ݅∆سیستمی،  های نامعینی ≤ باشد و پایداری سیستم  0

 [7]تضمین شود. ایده طراحی کنترلر در این تحقیق در یک پژوهش
مطرح شده که البته همراه با سه محدودیت است که شرح جزئیات 

بلوک دیاگرام کنترلر پیشنهادی در شکل آن در مقدمه مقاله ذکر شد. 
، معادلات حرکت ربات ۵نشان داده شده است. با استفاده از تذکر  ۲
  شوند. سازی می گسسته ۱۸شکل رابطه  به

  

)۱۸(  

݇)ݍ + 3) = ݇)ݍ + 2)+ +݇)௤ܧ 2)ܴఏ൫ݍ(݇ + 2)൯ߦ(݇+ ݇)ߦ(2 + 2)= ݇)ߦ + 1)+ ݇)కܧ + ݇)ߦଵܣ](1 + 1)+ ݇)ߦ൫݊݃݅ݏଶܣ + 1)൯+ ݇)߬ܤ + 1)]߬(݇ + 1)= ߬(݇) + +(݇)ଵ߬ܦ]ఛܧ (݇)ߦଶܦ +  [(݇)ݑܩ

  صورت زیر هستند: که در آن موارد به

)۱۹(  

݇)௤ܧ + 2) = ܶ ൤ܫଷ + 2ܶ ݇)௤ᇱܨ + 2)൨ ݇)కܧ + 1)= ൣexp൫ܨకᇱ(݇ + 1)ܶ൯− ௡൧ܫ ቀܨకᇱ(݇ + 1)ቁିଵ =ఛܧ [exp(ܦଵܶ) −  ଵି(ଵܦ)[௡ܫ
  که: 

)۲۰(  

=(∙)௤ᇱܨ ൥0 0 (∙)ଵߦ− sin (∙)ߠ − (∙)ଶߦ cos 0(∙)ߠ 0 (∙)ଵߦ cos (∙)ߠ − (∙)ଶߦ sin 0(∙)ߠ 0 0 ൩ ܨకᇱ(∙) = ଵܣ +  ൯(∙)ߦᇱ൫݊݃݅ݏଶܣ

در نظر  ۲۱صورت رابطه  به (∙)݊݃݅ݏلازم به ذکر بوده که تابع علامت 
  پذیر باشد. گرفته شده است تا مشتق

(ݔ)݊݃݅ݏ  )۲۱( = tanh(ݔߤ)  ; ߤ    ≫ 1 

 ۲۲صورت رابطه  به ۲۰در رابطه  (ݔ)ᇱ݊݃݅ݏبنابراین تابع ماتریسی 
  است.

(ݔ)′݊݃݅ݏ  )۲۲( = ߤ ∙ ݀݅ܽ݃[1 − (tanh(ݔߤଵ))ଶ, 1 − (tanh(ݔߤଶ))ଶ, 1 − (tanh(ݔߤଷ))ଶ] 

ازای هر  پوچ توان است. در واقع به (∙)௤ᇱܨ: تابع ماتریسی ۶تذکر 
 ۱۹برقرار است و لذا در رابطه اول  ௤ᇱ(∙)൧௥ܨൣ=۰، رابطه <۱rمقدار 
  اند. ظاهر نشده (∙)௤ᇱܨتر از یک  های بزرگ توان
  پذیرند. معکوس ఛܧو  కܧ، ௤ܧهای  : ماتریس۷تذکر 
  های ربات کنترل سرعت - ۱- ۴

عنوان ورودی زیرسیستم اول  به ߦدر این بخش مقادیر مطلوب 
شوند که خطای ردیابی  نحوی طراحی می به ۱۸معادلات  ݁௤ = ௗݍ −   به سمت صفر میل کند. ݍ

  صورت  به ߦ، اگر ۱۸: برای زیرسیستم اول معادلات ۱قضیه 

݇)ߦ  )۲۳( + 2) = 1ܶ ܴఏ் ൫ݍ(݇ + 2)൯ߴ(݇ + 2) 

  صورت زیر هستند: باشد که در آن موارد به

)۲۴(  

݇)ߴ + 2)= ൤ߝଵ + ଷ1ߝଶߝ0.5 + ଷଶߝ0.25 ଶߝ − ଷ1ߝଵߝ0.5 + ଷଶߝ0.25 ଷ൨்ߝ
்[ଷߝ  ଶߝ  ଵߝ]  = ݇)ௗݍ + 3) − ݇)ݍ + 2)− ݇)ߛ + 2)݁௤(݇ + 2) 0 < ݇)ߛ + 2) ≤ ∗ߛ < ݇)ߛو  ଷܫ + ، ∗ߛو ماتریس ثابت  (2

 ۱۸های قطری هستند، آن گاه زیرسیستم اول معادلات  ماتریس
௤݁پایدار است و خطای ردیابی  = ௗݍ − شکل  صورت نمایی به به ݍ

  شود. به صفر همگرا می ۲۵ه رابط

)۲۵(  ݁௤(݇) = ݁௤(0)exp (݇ ∙ ln (ߛ∗)) 
، دینامیک ۲۳و  ۱۹و روابط  ۱۸اثبات: با توجه به زیرسیستم اول 

  خواهد بود. ۲۶صورت رابطه  خطا به

)۲۶(  
݁௤(݇ + 3) = ݇)ௗݍ + 3) − ݇)ݍ + 2) − ൤ܫଷ + 2ܶ ݇)௤ᇱܨ + 2)൨ ݇)ߴ + 2) 

و انجام  ۲۶در رابطه  ۲۴از رابطه  ߴو  ۲۵از رابطه  ௤ᇱܨگذاری  با جای
  آید. به دست می ۲۷شکل رابطه  محاسبات ساده، دینامیک خطا به
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)۲۷(  ݁௤(݇ + 3) = ݇)ߛ + 2)݁௤(݇ + 2) 
  شود. فرض می ۲۸شکل رابطه  حال تابع لیاپانوف به

)۲۸(  ଵܸ(݇ + 3) = ݁௤் (݇ + 3)݁௤(݇ + 3) 
  بنابراین:

 یخطا، ۲۷شود. حال براساس رابطه  لذا پایداری سیستم اثبات می
  .شود یمحاسبه م ۳۰ رابطه صورت به eq یابیرد
)۳۰(  ݁௤(݇) = ݇)ߛ − ݇)ߛ(1 − 2) … ௤(0)݁(0)ߛ(1)ߛ ≤  ௞݁௤(0)∗ߛ

  شود. سادگی اثبات می به ۲۵و بنابراین رابطه 
نقش مهمی در کیفیت ردیابی و اندازه ورودی  (݇)ߛ: اندازه ۸تذکر 

(݇)ߛدارد. در واقع اگر  = ثابت فرض شود، آن گاه برای مقادیر  ∗ߛ
خطای ردیابی با سرعت بیشتری به سمت صفر میل  ∗ߛکوچک 

بزرگ خواهد  ،های سیستم در آغاز حرکت کند، اما اندازه ورودی می
)، اندازه ଷܫ(نزدیک به  ∗ߛشد. همچنین برای مقادیر بزرگ 

شود، اما خطای ردیابی  کمتر میهای سیستم در آغاز حرکت  ورودی
کند. بنابراین در این تحقیق  با سرعت کمی به سمت صفر میل می   شود. در نظر گرفته می ۳۱صورت رابطه  به (݇)ߛ

  

(݇)ߛ  )۳۱( = ݇)ߛߙ − (0)ߛ    ,(1 = ଷܫ  → (݇)ߛ  = ௞ߙ  
  

0که در آن  < ߙ < یک ماتریس قطری ثابت است. در این  ௡ܫ
  شود. می ۳۲صورت رابطه  ، نتیجه به۳۱و  ۳۰حالت از روابط 

  

  
 بلوکی کنترلر پیشنهادینمودار ) ٢شكل 

  
  کنترل گشتاور ربات - ۲- ۴

در این بخش براساس منطق روش کنترلی بازگشت به عقب فرض 
  هستند. ۳۳شکل رابطه  های مطلوب ربات به شود که سرعت می

݇)ௗߦ  )۳۳( + 2) = 1ܶ ܴఏ் ൫ݍ(݇ + 2)൯ߴ(݇ + 2) 
 ߬شود. بنابراین گشتاور  تعریف می ۲۴مطابق با رابطه  ߴکه بردار 

نحوی طراحی  به ۱۸عنوان ورودی زیرسیستم دوم معادلات  به
క݁شود که خطای ردیابی  می = ௗߦ − به سمت یک همسایگی  ߦ

  دلخواه صفر میل کند.
  شود. تعریف می ۳۴صورت رابطه  سطح لغزش به

݇)ݏ  )۳۴( + 1) = ሶ݁క(݇ + 1) + ݇)క݁ߣ + 1) 
ߣکه  = ,ଵߣ)݃ܽ݅݀ ,ଶߣ ௜ߣبا مقادیر  (ଷߣ > برداری ثابت است.  0

  بیان کرد. ۳۴را با توجه به  ۳۵توان رابطه  می ۵با توجه به تذکر 
  

)۳۵(  ݁క(݇ + 2) = ݁క(݇ + 1) + ݇)క݁ߣ−ൣ߷ + 1) + ݇)ݏ + 1)൧ 
 

  که در آن:

)۳۶(  ߷ = ଷܫ] − exp(−ܶߣ)]ିߣଵ 
ماتریسی قطری با مقادیر مثبت در قطر  ߷لازم به ذکر است که 

  پذیر است.  اصلی بوده و بنابراین معکوس
݇)ݏتوان  می ۳۵با توجه به  + بازنویسی  ۳۷صورت رابطه  را به (1

  کرد.
  

݇)ݏ  )۳۷( + 1) = ߷ିଵൣ݁క(݇ + 2) − ݁క(݇ + 1)൧ + ݇)క݁ߣ + 1) 

 

(݇)ఛߟ = ݇)ఛߟ − 1) + 12  |(݇)ݖ|ଵିߩଵି߉
 

 ݖ1
 

 ݖ1

 

݇)కߟ + 1) = + (݇)కߟ 12 ݇)ݏ|ଵ߷ିଵି߁ + 1)| 
 

 

߬(݇)

 

)ߦ ݇+1
)  

 

)ݍ ݇+2
)    

 (݇)ݑ

 

 ݖ1

 

 ݖ1
 

 ݖ1
 

 ݖ1

 

݁ ௤( ݇+
2)  

 

݁ క( ݇+
1)  

 

݁ఛ(݇) 

 

ߦ ௗ( ݇+
1)  

 

߬ௗ(݇)   

 (݇)ఛߟ

 

ߟ క( ݇+
1)  

 

 (݇)క߂

 

݇)ఛ߂ − 1) 

 

ݍ ௗ( ݇+
2)  

 

݇)ௗݍ + 3) 

)۲۹(  

∆ ଵܸ(݇ + 3) = ݁௤் (݇ + 3)݁௤(݇ + 3) −݁௤் (݇ + 2)݁௤(݇ + 2) = ݁௤் (݇ + ݇)ଶߛ](2 + 2) − ݇)ଷ]݁௤ܫ + 2) ≤ −݁௤் (݇ + ଷܫൣ(2 − ݇)ଶ൧݁௤∗ߛ + 2) ≤ 0 
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 ۱۸ها در زیرسیستم دوم معادلات  با توجه به وجود نامعینی
توان معادلات سیستم را براساس مقادیر نامی پارامترهای  می

صورت یک  های سیستم را به سیستم تعریف کرد و اثر نامعینی
نشده در سیستم  های مدل جمله مانند اغتشاش خارجی یا دینامیک

های سیستم شامل  لحاظ کرد. در واقع در این تحقیق نامعینی
های  ی و دینامیکهای پارامتری، اغتشاشات خارج نامعینی
شونده در نظر  شکل یک آشفتگی غیرساختاری اضافه نشده به مدل

شود که در طراحی قانون کنترل براساس سیگنال زمان  گرفته می
جای  شوند. بنابراین برای طراحی کنترلر به گذشته تخمین زده می

  شود. استفاده می ۳۸از معادله  ۱۸زیرسیستم دوم معادلات 
  

݇)ߦ  )۳۸( + 2) = ݇)ߦ + 1) + ݇)෠కܧ + ݇)ߦመଵܣ](1 + ݇)ߦ൫݊݃݅ݏመଶܣ+ (1 + 1)൯ + ݇)෠߬ܤ + 1)] + ݇)క߂ + 1)  
های سیستم  بیانگر اثر نامعینی క߂و  ݔبیانگر مقادیر نامی  ොݔکه 

݇)క߂، TDCاست. در این تحقیق براساس منطق  + با سیگنال  (1
تخمین زده و شرط کافی برای  (݇)క߂زمان گذشته آن یعنی 

شود. ضرب نظیر  ارایه می ۲داربودن خطای این تخمین در لم  کران
ܽهای دو بردار  به نظیر مولفه = [ܽଵ ܽଶ ܽଷ]்  ܾو = [ܾଵ ܾଶ ܾଷ]் شود. تعریف می ۳۹شکل رابطه  به  

)۳۹(  ܽ ∗ ܾ = [ܽଵܾଵ   ܽଶܾଶ   ܽଷܾଷ]் 
صورت زیر  به ߬اگر ، ۱۸: برای زیرسیستم دوم معادلات ۲قضیه 

  باشد:

)۴۰(  

߬(݇ + 1) = −൫ܧ෠క(݇ + +݇)෠కܧ]෠൯ିଵܤ(1 ݇)ߦመଵܣ(1 + ݇)෠కܧ+ (1 + ݇)ߦ൫݊݃݅ݏመଶܣ(1 + 1)൯ + ݇)ௗߦ + ݇)ௗߦ− (1 + 2) + (݇)క߂ − ݇)క݁ߣ߷ + ݇)కߟ− (1 + 1) ∗ ݇)ݏ൫݊݃݅ݏ + 1)൯ + 14 ݇)ݏଵ߷ିଵି߁ + 1)] 

߁که در آن  = ଵఔ഍మ ߷ିଶ  ߥبوده کهక  یک بهره کنترلی ثابت با شرط หߥకห <   است و  1

݇)కߟ  )۴۱( + 1) = (݇)కߟ + 12 ݇)ݏ|ଵ߷ିଵି߁ + 1)| 
݇)ሚక߂اگر  + 1) = ݇)క߂ + 1) − دار باشد (مراجعه  کران (݇)క߂

‖(݇)ݏ‖صورت  )، آن گاه سطح لغزش به۲شود به لم  ≤  ∗ݏ
های سیستم که در مجموعه زیر  ازای تمام پاسخ دار است و به کران

  شروع شوند:

కܦ  )۴۲( = ൛݁క(݇) ∈ ℝ௡หฮ݁క(݇)ฮ >  కൟߝ

క݁خطای ردیابی  = ௗߦ −   دار است:  صورت زیر کران به ߦ
  
)۴۳(  ฮ݁క(݇)ฮ ≤ ට݁݌ݔ(݇ ln(ߪ)) ቀฮ݁క(0)ฮଶ − కଶቁߝ +  కଶߝ

  

కߝدر آن  = ට∗ݏ∗߷ ఙ഍ఊ഍൫ଵିఙ഍൯(ଵିୣ୶୮(ିଶఒ೘೔೙்))  که 0 < కߛ < ∗߷یک ثابت بوده و  1 = [1 − exp(−ߣ௠௜௡ܶ)]/ߣ௠௜௡  و కߪ = క(1ߛ − exp(−2ߣ௠௜௡ܶ)) + exp(−2ߣ௠௜௡ܶ) است.  
صورت رابطه  ، دینامیک خطا به۴۰و  ۳۸اثبات: با توجه به معادلات 

  آید. به دست می ۴۴

)۴۴(  
݁క(݇ + 2) = ଷܫ) − ݇)క݁(ߣ߷ + 1) − ݇)ሚక߂ + ݇)కߟ− (1 + 1) ∗ ݇)ݏ൫݊݃݅ݏ + 1)൯ + 14 ݇)ݏଵ߷ିଵି߁ + 1) 

، دینامیک سطح لغزش ۴۴و  ۳۷بنابراین با استفاده از روابط 
  خواهد بود. ۴۵شکل رابطه  به

)۴۵(  
݇)ݏ + 1) = ߷ିଵ[−߂ሚక(݇ + ݇)కߟ− (1 + 1) ∗ ݇)ݏ൫݊݃݅ݏ + 1)൯+ 14 ݇)ݏଵ߷ିଵି߁ + 1)] 

  شود. تعریف می ۴۶صورت رابطه  حال تابع کاندیدای لیاپانوف به

)۴۶(  ଶܸ(݇ + 1) = ݇)்ݏ + ݇)ݏ(1 + 1) + ቀ߂క∗ − ݇)కߟ + 1)ቁ் ߁ ቀ߂క∗ − ݇)కߟ + 1)ቁ 

  صورت زیر است: به ۴۷، رابطه ۴۶و  ۴۵بنابراین با توجه به روابط 

)۴۷(  

∆ ଶܸ(݇ + 1) = ݇)்ݏ + 1)߷ିଵ[−߂ሚక(݇ + ݇)కߟ−  (1 + 1) ∗ ݇)ݏ൫݊݃݅ݏ + 1)൯  + ଵସ ݇)ݏଵ߷ିଵି߁ + 1)] − −  (݇)ݏ(݇)்ݏ ቀ2߂క∗ − ݇)కߟ + 1) − క(݇)ቁ்ߟ ߁ ቀߟక(݇ +1) −  క(݇)ቁߟ
݇)෤కߟحال با تعریف  + 1) ≜ ݇)కߟ + 1) − ، استفاده از (݇)కߟ

عنوان کران بالای  به ∗క߂و درنظرگرفتن  ۴۷و  ۴۱روابط  ห߂ሚక(݇ + 1)ห آید. دست میبه  ۴۸، رابطه  
  

)۴۸(  ∆ ଶܸ(݇ + 1) ≤ ݇)ݏ| + 1)|்߷ିଵൣ߂క∗ − ݇)కߟ + 1)൧  + 14 ݇)்ݏ + 1)߷ିଵି߁ଵ߷ିଵݏ(݇ + 1)] 
(݇)ݏ(݇)்ݏ−  − 2 ቀ߂క∗ − క(݇)ቁ்ߟ ݇)෤కߟ߁ + 1) 
෤క்ߟ+  (݇ + ݇)෤కߟ߁(1 + 1) 
 ≤ ൣ߷ିଵ|ݏ(݇ + 1)| − ݇)෤కߟ߁2 + 1)൧்ൣ߂క∗ −  క(݇)൧ߟ
 + 14 ݇)்ݏ + 1)߷ିଵି߁ଵ߷ିଵݏ(݇ + 1)] 
(݇)ݏ(݇)்ݏ−  + ෤క்ߟ (݇ + ݇)෤కߟ߁(1 + 1) 
݇)ݏ|−  + 1)|்߷ିଵߟ෤క(݇ + 1) 

  

݇)෤కߟگذاری  با جای + ، حذف ۴۸، جمله اول رابطه ۴۱از رابطه  (1
و در نتیجه با انجام محاسبات ساده، پایداری سیستم تضمین 

  شود. می

)۴۹(  ∆ ଶܸ(݇ + 1) ≤ (݇)ݏ(݇)்ݏ− ≤ 0 
لازم به ذکر است که در کنترل مود لغزشی پایه، بهره کنترلی مود 

های  شود که باید از نرم نامعینی لغزش مقدار ثابتی در نظر گرفته می
تر باشد. لیکن در کنترلر مود لغزشی تطبیقی  سیستم بزرگ

݇)కߟپیشنهادی، بهره کنترلی  + ثابت نیست و براساس رابطه  (1
به آن اشاره  ۱همان طور که در بخش  روزرسانی شده است و به ۴۱

  های سیستم نیست. بودن کران بالای نامعینی شد، نیازی به معلوم
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(݇)ଶܸتوان نتیجه گرفت که  می ۴۹بنابراین براساس رابطه  ≤ ଶܸ(0)  است. پسଶܸ ∈ ℒஶ  ݏ، ۴۶و با توجه به رابطه ∈ ℒஶ  و కߟ ∈ ℒஶ .نحوی که  وجود دارد، به ∗ݏمقدار ثابتی مانند لذا  است ‖(݇)ݏ‖ ≤ حال برای تعیین کران بالای خطای ردیابی، است.  ∗ݏ
  شود. تعریف می ۵۰صورت رابطه  تابع کاندیدای لیاپانوف به

 ۳۶ و ۳۵ روابط به توجه با
)۵۱(  ݁క(݇ + 2) = ℎ݁క(݇ + 1) + ݇)ݏ߷ + 1) 

ℎکه در آن  = exp(−ܶߣ)  .یک ماتریس ثابت قطری است
  بنابراین:

)۵۲(  

∆ തܸଶ(݇) = −݁క் (݇ + ௡ܫ)(1 − ℎଶ)݁క(݇ + 1) 
 +2݁క் (݇ + 1)ℎ߷ݏ(݇ + 1) + ݇)்ݏ + 1)߷ଶݏ(݇ + 1)  ≤ −൫1 − క൯൫1ߛ − ℎ∗ଶ൯ฮ݁క(݇ + 1)ฮଶ  +[−ߛక൫1 − ℎ∗ଶ൯ฮ݁క(݇ + 1)ฮଶ  +2߷∗ℎ∗‖ݏ(݇ + 1)‖ฮ݁క(݇ + 1)ฮ  +߷∗ଶ‖ݏ(݇ + 1)‖ଶ − ൫1 − [కଶߝక൯ߪ + ൫1 −  కଶߝక൯ߪ

∗ℎکه در آن  = exp(−ߣ௠௜௡ܶ) .توان نشان  سادگی می به است
‖(݇)ݏ‖داد که جمله داخل براکت برای همه مقادیر  ≤ نامثبت  ∗ݏ

  است، لذا:
)۵۳(  ∆ തܸଶ(݇) ≤ −൫1 − క൯൫1ߛ − ℎ∗ଶ൯ฮ݁క(݇ + 1)ฮଶ 

 +൫1 − కଶߝక൯ߪ = −൫1 − క൯ߪ ቂฮ݁క(݇ + 1)ฮଶ −   కଶቃߝ
شروع شوند، نامثبت  కܦهای سیستم که در  که برای تمام پاسخ

0بوده، زیرا  < కߪ < بنابراین همگرایی سیستم به یک  است. 1
  :۵۴شود. با توجه به رابطه  همسایگی کوچک دلخواه صفر اثبات می

)۵۴(  തܸଶ(݇) ≤ కߪ തܸଶ(݇ − 1) + ൫1 −  కଶߝక൯ߪ
  سادگی نتیجه گرفت: توان به لذا می

)۵۵(  തܸଶ(݇) ≤ క௞ߪ തܸଶ(0) + ൫1 −  కଶߝక௞൯ߪ
  شود. منجر می ۴۳که به رابطه 

  ، اگر: ۴۰با قانون کنترل  ۱۸: برای زیرسیستم دوم معادلات ۲لم 

)۵۶(  ∀݇ ≥ 0 ,   ܿక = ฮܥక(݇ + 1)ฮଶ < 1 
ترین مقدار ویژه  (جذر بزرگ కܥبیانگر نرم طیفی  కฮଶܥฮکه در آن  క்ܥ   صورت زیر است: که به ۵۷) است و رابطه కܥ

(݇)కܥ  )۵۷( = ଷܫ −  ෠൧ିଵܤ(݇)෠కܧൣܤ(݇)కܧ
  دار هستند.   کران ሚక߂و  క߂آن گاه 

  پیوست مراجعه شود.اثبات: به 
بودن کران بالای  : برای طراحی قانون کنترل نیازی به معلوم۹تذکر  ห߂ሚకห داربودن  نیست و فقط کرانห߂ሚకห  .مورد نیاز است  

  

  کنترل ولتاژ ربات - ۳- ۴
در این بخش براساس منطق روش کنترلی بازگشت به عقب فرض 

  هستند. ۵۸شکل رابطه  های مطلوب ربات به  شود که گشتاور می
  

)۵۸(  ߬ௗ(݇ + 1) = −൫ܧ෠క(݇ + ݇)෠కܧ]෠൯ିଵܤ(1 + ݇)ߦመଵܣ(1 + 1) 
݇)෠కܧ+  + ݇)ߦ൫݊݃݅ݏመଶܣ(1 + 1)൯ + ݇)ௗߦ + 1) 
݇)ௗߦ−  + 2) + (݇)క߂ − ݇)క݁ߣ߷ + ݇)కߟ−  (1 + 1) ∗ ݇)ݏ൫݊݃݅ݏ + 1)൯  + 14 ݇)ݏଵ߷ିଵି߁ + 1)] 

  

 ۱۸عنوان ورودی زیرسیستم سوم معادلات  به ݑبنابراین ولتاژ 
ఛ݁شود که خطای ردیابی  نحوی طراحی می به = ߬ௗ − به سمت  ߬

یک همسایگی دلخواه صفر میل کند. در این حالت سطح لغزش 
  شود. تعریف می ۵۹صورت رابطه  به

(݇)ݖ  )۵۹( = ሶ݁ఛ(݇) +  (݇)ఛ݁ߚ
ߚکه  = ,ଵߚ)݃ܽ݅݀ ,ଶߚ ௜ߚبا مقادیر  (ଷߚ > برداری ثابت است.  0

  بیان کرد. ۵۹را براساس  ۶۰توان رابطه  می ۵با توجه به تذکر 

)۶۰(  ݁ఛ(݇ + 1) = ݁ఛ(݇) + (݇)ఛ݁ߚ−]ߩ +  [(݇)ݖ
  که در آن:

ߩ  )۶۱( = ଷܫ] − exp(−ܶߚ)]ିߚଵ 
ماتریسی قطری با مقادیر مثبت در  ߪبوده و لازم به ذکر است که 

 ۶۰پذیر است. با توجه به رابطه  قطر اصلی بوده و بنابراین معکوس
  بازنویسی کرد. ۶۲صورت رابطه  را به (݇)ݖتوان  می

(݇)ݖ  )۶۲( = ݇)ଵ[݁ఛିߩ + 1) − ݁ఛ(݇)] +  (݇)ఛ݁ߚ

 ۱۸ها در زیرسیستم سوم معادلات  با توجه به وجود نامعینی
جای زیرسیستم  ، برای طراحی کنترلر به۲-۴توان مشابه بخش  می

  استفاده نمود. ۶۳از معادله  ۱۸سوم معادلات 

)۶۳(  ߬(݇ + 1) = ߬(݇) + (݇)෡ଵ߬ܦ]෠ఛܧ + +݈(݇)ߦ෡ଶܦ [(݇)ݑ෠ܩ +  (݇)ఛ߂
های سیستم است. لازم به ذکر بوده که  بیانگر اثرات نامعینی ఛ߂که 

با سیگنال زمان گذشته آن یعنی  (݇)ఛ߂، ۲- ۴مشابه بخش  ݇)ఛ߂ − داربودن  تخمین زده شده است و شرط کافی برای کران (1
  شود. ارایه می ۳خطای این تخمین در لم 

صورت زیر  به ݑ، اگر ۱۸تم سوم معادلات : برای زیرسیس۳قضیه 
  باشد:

)۶۴(  
(݇)ݑ = −൫ܧ෠ఛܩ෠൯ିଵ[ܧ෠ఛܦ෡ଵ߬(݇) + (݇)ߦ෡ଶܦ෠ఛܧ + ߬ௗ(݇) −߬ௗ(݇ + 1) + ݇)ఛ߂ − 1) − (݇)ఛߟ− (݇)ఛ݁ߚߩ ∗ ൯(݇)ݖ൫݊݃݅ݏ + ଵସ   [(݇)ݖଵିߩଵି߉

߉که در آن  = ଵఔഓమ یک بهره کنترلی ثابت با شرط  ఛߥبوده که  ଶିߩ |ఛߥ| <   است و  1

(݇)ఛߟ  )۶۵( = ݇)ఛߟ − 1) + 12  |(݇)ݖ|ଵିߩଵି߉
(݇)ሚఛ߂و اگر  = (݇)ఛ߂ − ݇)ఛ߂ −  ۳دار باشد (به لم  کران (1

‖(݇)ݖ‖صورت  مراجعه شود)، آن گاه سطح لغزش به ≤  ∗ݖ
های سیستم که در مجموعه زیر  ازای تمام پاسخ دار است و به کران

  شروع شوند:
ఛܦ  )۶۶( = ൛݁ఛ(݇) ∈ ℝ௡|‖݁ఛ(݇)‖ >  ఛൟߝ

)۵۰(  തܸଶ(݇) = ݁క் (݇ + 2)݁క(݇ + 2) 
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ఛ݁خطای ردیابی  = ߬ௗ −   دار است: صورت زیر کران به ߬

)۶۷(  ‖݁ఛ(݇)‖ ≤ ඥ݁݌ݔ(݇ ln(ߪ)) (‖݁ఛ(0)‖ଶ − (ఛଶߝ +  ఛଶߝ

ఛߝدر آن  = ට∗ݖ∗ߩ ఙഓఊഓ(ଵିఙഓ)(ଵିୣ୶୮(ିଶఉ೘೔೙்))  0که < ఛߛ < 1 

∗ߩیک ثابت بوده و  = [1 − exp(−ߚ௠௜௡ܶ)]/ߚ௠௜௡  و ఛߪ = ఛ(1ߛ − exp(−2ߚ௠௜௡ܶ)) + exp(−2ߚ௠௜௡ܶ) است.  
  شود. اثبات می ۲اثبات: مشابه با قضیه 

  ، اگر: ۶۴با قانون کنترل  ۱۸: برای زیرسیستم سوم معادلات ۳لم 

)۶۸(  ܿఛ = ఛ‖ଶܥ‖ < 1 
  که در آن:

ఛܥ  )۶۹( = ଷܫ −  ෠൧ିଵܩ෠ఛܧൣܩఛܧ
  دار هستند.   کران ሚఛ߂و  ఛ߂آن گاه 

  شود. اثبات می ۲اثبات: مشابه با لم 
بودن کران بالای  : برای طراحی قانون کنترل نیازی به معلوم۱۰تذکر  ห߂ሚఛห داربودن  نیست و فقط کرانห߂ሚఛห .مورد نیاز است  

  
  سازی شبیه - ۵

شده  سازی ارایه در این بخش ابتدا به اعتبارسنجی روش گسسته
سازی کنترلر پیشنهادی و مقایسه  پرداخته و سپس نتایج شبیه

  کنترلی ارایه شده است.های  نتایج آن با سایر روش
  شده سازی ارایه اعتبارسنجی روش گسسته - ۱- ۵

  سازی سازی پیشنهادی روی دو سیستم معیار شبیه روش گسسته
شده و نتایج آن با سیستم پیوسته و روش تخمین اویلر مقایسه 

  شده است. 
با  [31]سازی برای یک سیستم آونگ متحرک با ارابه نتایج شبیه

و شرایط اولیه  m۳/۰=Lو  kg۲=M ،kg۵/۰=mفرض  (0)ߠ = − (0)ݔو  2ߨ = ሶ(0)ݔ = ሶ(0)ߠ = با ورودی  0 ܨ = 5 sin ଶగହ نشان داده شده است.  ۲و  ۱در نمودارهای  ݐ
با  [32]سازی برای یک سیستم آونگ دوگانه همچنین نتایج شبیه

و شرایط اولیه  m۲/۰=l2و  kg۵/۰=m2=m1 ،m۳/۰=l1فرض  ଵ(0)ߠ = ሶଵ(0)ߠو  6/ߨ = ଶ(0)ߠ = ሶଶ(0)ߠ = در  0
آوردن این  دست نشان داده شده است. برای به ۴و  ۳نمودارهای 

افزار  نرم SIMULINKنمودارها، هر دو سیستم در محیط  MATLAB سازی شده است. برای سیستم پیوسته از  شبیه
های گسسته از معادل  معادلات دیفرانسیلی سیستم و برای سیستم

و  ۹یلر از رابطه گسسته معادلات دینامیک سیستم (برای تخمین او
  ) استفاده شده است.۱برای روش پیشنهادی این تحقیق از لم 

سازی پیشنهادی در این تحقیق  براساس نمودارها، روش گسسته
نسبت به تخمین اویلر که حتی برای مقادیر بسیار کوچک زمان 

برداری نیز دارای خطای محسوس بوده، دارای دقت بسیار  نمونه
همان طور که قبلاً نیز ذکر شد، با صرف نظر بیشتری است. در واقع 

E(k)، ۱۴از جملات دوم به بعد رابطه  ≅ TI୬  شده که همان
تخمین اویلر است و لذا در حالتی که از جملات مرتبه بالاتر صرف 
نظر نشود، دقت تخمین بالاتر خواهد بود. البته خطای ایجادشده در 

ساز است و در  برای سیستم حلقه باز بدون جبران ۱- ۴نمودارهای 
شده نسبت به عدم  سیستم حلقه بسته در صورتی که کنترلر طراحی

سازی به اندازه کافی مقاوم باشد،  های ناشی از گسسته قطعیت

رود که تاثیر خطای تخمین، کمتر و در هر مرحله با گرفتن  انتظار می
  فیدبک از خروجی سیستم تا حدی اصلاح شود.

  

   s۰۰۱/۰=Tآونگ متحرک با ارابه با فرض سازی سیستم  نتایج شبیه) ١نمودار 

  

  s۰۱/۰=Tآونگ متحرک با ارابه با فرض سازی سیستم  نتایج شبیه) ٢نمودار 

  

  s۰۰۱/۰=Tآونگ دوگانه با فرض سازی سیستم  نتایج شبیه) ٣نمودار 
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  s۰۱/۰=Tآونگ دوگانه با فرض سازی سیستم  نتایج شبیه) ٤نمودار 

  
  ها سازی کنترلر و مقایسه با سایر روش شبیه - ۲- ۵
های ربات، برابر و  شود که شعاع چرخ سازی فرض می منظور ساده به

های ربات یکسان باشند.  چرخ DCمشخصات موتورهای 
  . [29]بیان شده است ۱پارامترهای نامی ربات در جدول 

  در نظر گرفته شده است. ۷۰صورت رابطه  های سیستم به نامعینی
)۷۰(  ߰ = ൫1 + ట൯ߵ ෠߰ 

میزان  టߵاست و  ۱هر یک از پارامترهای جدول  ߰که در آن 
های  کند. در واقع، در این تحقیق نامعینی نامعینی را مشخص می
شونده با  شکل یک آشفتگی غیرساختاری اضافه پارامتری سیستم به

سازی ربات مورد  در نظر گرفته شده است که در مدل టߵضریب 
  گیرد.  استفاده قرار می

  
 پارامترهای نامی ربات) ۱جدول 

.N ࢜࡮ مقدار واحد  پارامتر s/m ۲ ࢔࢜࡮ N. s/m ۵/۱ ࣓࡮  N. s/rad ۰۲۴/۰ ࢜࡯ N ۲/۱ ࢔࢜࡯ N ۸/۰ ࣓࡯  N. m ۰۰۳۵/۰ ࢈ m ۱/۰ ࢓ kg ۵/۱ ࡵ kg. mଶ ۰۲۵/۰ ۳۰° − ࢾ  ࢘ = ࢘૚ = ࢘૛ = ࢘૜ m ۰۳۵/۰ ࢒ = ૚࢒ = ૛࢒ = ࡸ ૜ − ۱:۱۹࢒ = ૚ࡸ = ૛ࡸ = ࡾ ૜ H ۰۰۰۱۱/۰ࡸ = ૚ࡾ = ૛ࡾ = ࢜ࡷ ૜ Ω ۶۶/۱ࡾ = ૚࢜ࡷ = ૛࢜ࡷ = .૜ V࢜ࡷ s/rad ۰۰۵۹/۰ ࢚ࡷ = ૛࢚ࡷ = ૛࢚ࡷ = .૜ N࢚ࡷ m/A ۰۰۵۹/۰ 
  

میزان نامعینی پارامترها  شده مهای انجا سازی برای سادگی، در شبیه
టߵ)یکسان فرض شده  =  ߵ های مختلف ، همچنین حالت(ߵ

  صورت زیر لحاظ شده است: به
برای ارزیابی عملکرد کنترلر پیشنهادی در برابر  ߵ=۵/۰ -الف

گیری در نظر گرفته شده است.  های ناشی از خطاهای اندازه نامعینی
 شود. داده می نمایش ଵߵها با  سازی این حالت در شبیه

] بوده که برای -۰۵/۰، ۱۵/۰یک سیگنال نویز سفید در دامنه [ ߵب) 
ارزیابی عملکرد کنترلر پیشنهادی در برابر تغییرات شدید پارامترها 

نمایش  ଶߵها با  سازی در نظر گرفته شده است. این حالت در شبیه

 یک سیگنال نویز سفید در ߵشود. همچنین حالتی را که  داده می
  شود. نمایش داده می ଶ′ߵ] باشد با -۱۵/۰، ۴۵/۰دامنه [
కߥشده،  سازی انجام در شبیه = ఛߥ = ߚ، 0.001 = ߣ = ، و 3ܫ5 ߙ = exp(−2ܶ) ଴ݍبوده و  3ܫ = ቂ−0.5, −0.5, − గସቃ்

عنوان  به 
شکل  حالت اولیه ربات فرض شده است. همچنین مسیر مرجع به

در نظر گرفته شده  ۷۱متر و مطابق با رابطه  ای با شعاع یک دایره
  است. 

)۷۱(  

۔ۖەۖ
(ݐ)ௗݔۓ = sin(215ߨ (ݐ)ௗݕ    (ݐ = − cos(215ߨ (ݐ)ௗߠ(ݐ = 15ߨ2 ݐ −        2ߨ

است. طبق   نمایش داده شده ۵خطای ردیابی مسیر مرجع در نمودار 
خوبی مسیر مرجع را ردیابی کرده است. ولتاژ  نمودار، ربات به
نمایش داده  ۶عنوان ورودی کنترلی در نمودار  موتورهای ربات به

شده است. با توجه به این نمودار، مقدار ولتاژ موتورهای ربات 
 ۷در نمودار  x-yنیز در صفحه مختصات محدود بوده و مسیر ربات 

  نمایش داده شده است.
کنترلی دیگر   حال به مقایسه عملکرد کنترلر پیشنهادی با دو روش

و  [33] (SMC)پردازیم. به همین منظور، کنترلر مود لغزشی  می
را با  [12, 34] (TDSMC)کنترلر مود لغزشی با تخمین تاخیر زمانی 

تحقیق یعنی کنترلر مود لغزشی تطبیقی با کنترلر پیشنهادی در این 
 ۸کنیم (نمودارهای  مقایسه می (TDASMC)تخمین تاخیر زمانی 

میزان خطای ردیابی مسیر ، ۹و  ۸). با توجه به نمودارهای ۹و 
مرجع در کنترلر پیشنهادی کمتر از دو کنترلر دیگر است. همچنین با 

ه ورودی و همچنین های مربوط به نرم ورودی، انداز  توجه به نمودار
میزان لرزش سیستم برای کنترلر پیشنهادی در مقایسه با دو روش 

های سیستم با  دلیل تخمین نامعینی دیگر کمتر است. در واقع به
بودن کنترلر مود لغزشی، مقدار  سیگنال زمان گذشته و تطبیقی

نوسانات خطای ردیابی و ورودی کنترلی برای روش پیشنهادی در 
سبت به دو روش دیگر کمتر شده که همین موضوع این تحقیق ن

منجر به کاهش نرم ورودی شده است. همچنین در کنترلر 
݇)ݏ൫݊݃݅ݏپیشنهادی در این تحقیق، ضرایب  + 1)൯  و شوند که منجر به عملکرد بهتر کنترلر  روزرسانی می به ൯(݇)ݖ൫݊݃݅ݏ

  شده است. 
  

 
ߵو  s۰۱/۰=Tردیابی مسیر مرجع با فرض خطای ) ٥نمودار  =   ଵߵ
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ߵو  s۰۱/۰=Tربات با فرض  DCولتاژ موتورهای ) ٦نمودار  =   ଵߵ

  

ߵو  s۰۱/۰=Tبا فرض  x-yمسیر ربات در صفحه مختصات ) ٧نمودار  =  ଵߵ
  

  
ߵردیابی مسیر مرجع با فرض خطای نرم ) ٨نمودار  =   ଶ′ߵ

  
، TDSMCو  SMCبرای بررسی عملکرد کنترلر پیشنهادی در برابر 

مقدار جذر میانگین مربعات نرم خطای ردیابی مسیر مرجع و نرم 
ارایه  ۲در جدول  ଶ′ߵو  ଶߵولتاژ ورودی برای دو حالت نامعینی 

خطای ردیابی و ولتاژ  RMS، مقدار ۲شده است. با توجه به جدول 
ورودی در کنترلر پیشنهادی نسبت به دو کنترلر دیگر کمتر بوده و با 

های سیستم، مقدار خطای ردیابی و ولتاژ ورودی  امعینیافزایش ن
  در هر سه روش بیشتر شده است.

  

 
ߵبا فرض  ولتاژ موتورهای رباتنرم ) ٩نمودار  =   ଶ′ߵ

  
  خطای ردیابی مسیر مرجع (RMS)جذر میانگین مربعات ) ۲جدول 

کنترلر مود لغزشی 
تطبیقی با تخمین تاخیر 

 (TDASMC)زمانی 

کنترلر مود 
لغزشی 
(SMC) 

کنترلر مود لغزشی با 
تخمین تاخیر زمانی 

(TDSMC) 
૕ 

نُرم 
 یخطا
  یابیرد

۳-۱۰×۲/۱۷۳  ۳-۱۰×۴/۱۷۳  ۳-۱۰×۸/۱۶۰  ϰଶ ฮ݁௤ฮ௥௠௦ 
 ଶ ฮ݁௤ฮ௥௠௦′ߵ  ۴/۱۶۳×۳-۱۰  ۳/۱۷۹×۳-۱۰  ۶/۱۷۷×۳-۱۰
۳-۱۰×۳/۲۸۳  ۳-۱۰×۵/۵۶۹  ۳-۱۰×۳/۲۱۳  ϰଶ ‖ݑ‖௥௠௦ 
 ௥௠௦‖ݑ‖ ଶ′ߵ  ۸/۲۴۸×۳-۱۰  ۷/۹۵۰×۳-۱۰  ۲/۳۹۳×۳-۱۰

  
  گیری نتیجه - ۶

در این مقاله، به طراحی کنترلر گسسته مود لغزشی تطبیقی با کمک 
جهته پرداخته شد. به همین  برای ربات سیار همه TDCروش 

سازی ربات با درنظرگرفتن دینامیک موتورهای  منظور ابتدا مدل DCسازی ربات، قانون کنترل گسسته  ، استخراج و پس از مدل
مقاوم با استفاده از روش بازگشت به عقب در سطح ولتاژ موتورهای 

شده در این تحقیق در حوزه سیستم  ربات طراحی شد. کنترلر ارایه
های سیستم طراحی  بودن کران نامعینی گسسته بدون نیاز به معلوم
نحو مطلوبی به  کنترلر پیشنهادی به سازی، شد. براساس نتایج شبیه

زمان کم و با  ردیابی مسیر مرجع پرداخته و خطای ردیابی در مدت
های کنترلی نسبتاً پایین به سمت یک همسایگی دلخواه  ورودی

صفر میل کرده و در عین حال مقدار لرزش سیستم نیز بسیار کم 
زشی حدود بوده است. کنترلر پیشنهادی در مقایسه با کنترلر مود لغ

% بهبود در ولتاژ ورودی و در ۶۲% بهبود در خطای ردیابی و ۷
% ۷مقایسه با کنترلر مود لغزشی با تخمین تاخیر زمانی نیز حدود 

  % بهبود در ولتاژ ورودی داشته است.۲۵بهبود در خطای ردیابی و 
  

  موردی از سوی نویسندگان گزارش نشد.تشکر و قدردانی: 
طور کامل   (به یگرید هیمقاله تاکنون در نشر نیا تاییدیه اخلاقی:

 ای یبررس یبرا نیاست. همچن دهیاز آن) به چاپ نرس یبخش ای
 یعلم اتیارسال نشده است. ضمنا محتو یگرید هیچاپ به نشر

بوده و صحت و اعتبار  سندگانینو یعلم تیمقاله، حاصل فعال
  است. سندگانیبرعهده نو جینتا

ها  با سازمان یتعارض منافع گونه  چیه مقاله حاضرتعارض منافع: 
  ندارد. گریو اشخاص د

اول)، نگارنده امید محمدپور (نویسنده  سهم نویسندگان:

(V
) 
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رضا  %)؛۸۰شناس/پژوهشگر اصلی/نگارنده بحث ( /روشمقدمه
  %)۲۰( کمکیاحمدی (نویسنده دوم)، پژوهشگر 

پژوهش استفاده  نیانجام ا یبرا یخاص یاز منابع مال: منابع مالی
  نشده است.

  
  نوشت پی - ۷

,ܶ݇]در بازه  (ݐ)ݔ: برای این که تغییرات ۱اثبات لم  (݇ + 1)ܶ] 
شود. بردار  قسمت تقسیم می ݉در نظر گرفته شود، این بازه به 

߮جدید  ∈ ℝ௡ شود. تعریف می ۷۲شکل رابطه  به  

)۷۲(  
߮௜ାଵ = ߮௜ + ܶ݉ ݂൫߮௜, ,(݇)ݖ ݅   ;൯(݇)ݑ = 1,2, … , ݉ − 1 

଴߮که  = ௠߮و  (݇)ݔ = ݇)ݔ + حول  (∙)݂است. حال تابع  (1 ߮଴ شود. توسط سری تیلور مرتبه اول بسط داده می  

)۷۳(  ݂൫߮௜, ,(݇)ݖ ൯(݇)ݑ = ݂൫߮଴, ,(݇)ݖ +൯(݇)ݑ ,ᇱ൫߮଴ܨ ,(݇)ݖ ൯(߮௜(݇)ݑ − ߮଴) 

,ᇱ൫߮଴ܨکه در آن  ,(݇)ݖ قابل  ۱۲شکل رابطه دوم  به ൯(݇)ݑ
به  ۷۴رابطه ، ۷۲در  ۷۳گذاری رابطه  محاسبه است. بنابراین با جای

  آید. دست می

)۷۴(  ߮௜ାଵ = ൤ܫ௠ + ܶ݉ ᇱ(݇)൨ܨ ߮௜ + ܶ݉ [݂(݇) −  [ᇱ(݇)߮଴ܨ
,ᇱ൫߮଴ܨکه در آن برای سادگی،  ,(݇)ݖ و  ൯(݇)ݑ ݂൫߮଴, ,(݇)ݖ نمایش  (݇)݂و  (݇)ᇱܨصورت  ترتیب به به ൯(݇)ݑ

است. با  ݉بیانگر ماتریس همانی مرتبه  ௠ܫاند. همچنین  داده شده
را  ௠߮و  ଴߮سادگی رابطه بین  توان به می ۷۴استفاده از رابطه 

  صورت زیر به دست آورد. به

)۷۵(  ߮௠ = ߮଴ + ܶ݉ ෍ ൤ܫ௠ + ܶ݉ ᇱ(݇)൨௜ܨ ∙௠ିଵ
௜ୀ଴ ݂(݇) 

݉در صورتی که  → شود.  باشد، پیوستگی سیستم حاصل می ∞
  بنابراین: 

݇)ݔ  )۷۶( + 1) = (݇)ݔ + ቌන ்[ݐ(݇)ᇱܨ]݌ݔ݁
଴ ቍݐ݀ ∙ ݂(݇) 

  است. ۱۱که معادل رابطه 
݇)క߂دینامیک  ۵۷و  ۳۴، ۱۸: با توجه به روابط ۲اثبات لم  + 1) 

  آید.  به دست می ۷۷صورت  به

)۷۷(  

݇)క߂ + 1) = ݇)కܥ− + ݇)෠కܧ(1 + ݇)෠߬ܤ(1 + 1)  +൫ܧక(݇ + ଵܣ(1 − ݇)෠కܧ + ݇)ߦመଵ൯ܣ(1 + 1)  +൫ܧక(݇ + ଶܣ(1 − ݇)෠కܧ + ݇)ߦ൫݊݃݅ݏመଶ൯ܣ(1 + 1)൯ 
݇)߬گذاری  با جای + ، دینامیک ۷۷در رابطه  ۴۰از رابطه  (1 ݇)క߂ +   آید. به دست می ۷۸صورت رابطه  به (1

  

݇)క߂  )۷۸( + 1) = ݇)కܥ + (݇)క߂(1 + ݇)ܪ + 1) 
݇)ܪ  که در آن: + 1) = ݇)కܧ + 1)൫ܣଵ − ݇)ߦመଵ൯ܣ෠ିଵܤܤ + 1) 

)۷۹(  

݇)కܧ+ + 1)൫ܣଶ − ෠ܤܤ ିଵܣመଶ൯݊݃݅ݏ൫ߦ(݇ + 1)൯ 
݇)కܥ+  + ݇)ௗߦ](1 + 1) − ݇)ௗߦ + 2) − ݇)క݁ߣ߷ + ݇)కߟ−  (1 + 1) ∗ ݇)ݏ൫݊݃݅ݏ + 1)൯+ 14 ݇)ݏଵ߷ିଵି߁ + 1)] 

  شود. تعریف می ۸۰شکل رابطه  حال تابع لیاپانوف به

݇)ߎ  )۸۰( + 1) = క்߂ (݇ + ݇)క߂(1 + 1) 
  آید. به دست می ۸۱، رابطه ۷۸بنابراین با استفاده از رابطه 

)۸۱(  

݇)ߎ∆ + 1)  = క்߂− (݇) ቀܫଷ − క்ܥ (݇ + ݇)కܥ(1 + 1)ቁ  (݇)క߂
݇)்ܪ2+  + (݇)క߂(݇)కܥ(1 + ݇)்ܪ + ݇)ܪ(1 + 1)  ≤ −൫1 − క൯൫1ߤ − ܿకଶ൯ฮ߂క(݇)ฮଶ 
క൫1ߤ−]+  − ܿకଶ൯ฮ߂క(݇)ฮଶ 
 +2ܿక∗‖ܪ(݇ + 1)‖ฮ߂క(݇)ฮ 
݇)ܪ‖+  + 1)‖ଶ − [ଶߩ +  ଶߩ

0که  < కߤ <  కܥبیشترین مقدار ویژه  ∗కܿیک مقدار ثابت،  1
  بوده و 

ߩ  )۸۲( = ඨ1 + ܿక∗ଶߤక൫1 − ܿకଶ൯  ∗ܪ
  توان نشان داد که اگر: سادگی می است. به

݇)ܪ‖  )۸۳( + 1)‖ ≤  ∗ܪ
  آن گاه: 

݇)ߎ∆  )۸۴( + 1) ≤ −൫1 − క൯൫1ߤ − ܿకଶ൯ฮ߂క(݇)ฮଶ +  ଶߩ
وجود دارد  ଵ݇به اندازه کافی بزرگ انتخاب شود، یک مقدار  ∗ܪاگر 
݇ازای هر  که به ≤ ݇ଵ  برقرار باشد. ما در اینجا قصد  ۸۳شرط رابطه

برای هر مقدار  ۸۳نحوی تعیین کنیم که شرط  را به ∗ܪداریم مقدار  ݇ ≥  ۸۵، رابطه ۸۴و  ۸۰برقرار باشد. بنابراین با توجه به روابط  0
  شود. حاصل می

݇)ߎ  )۸۵( + 1) ≤ −൫1 − (݇)ߎక൯ߜ +  ଶߩ
కߜکه در آن  = ൫1 − క൯൫1ߤ − ܿకଶ൯ :است. بنابراین   

)۸۶(  
݇)ߎ + 1) ≤ ൫1 − (0)ߎక൯௞ାଵߜ + కߜଶߩ (1− ൫1 −  (క൯௞ାଵߜ

0است، لذا اگر  < ܿక < را نتیجه  ۸۷توان رابطه  برقرار باشد، می 1
  گرفت. 

)۸۷(  ฮ߂క(݇ + 1)ฮ ≤ ฮ߂క(0)ฮ 
  شود. حاصل می ۸۸، رابطه ۸۷و  ۷۸حال با استفاده از روابط 

݇)ܪ‖  )۸۸( + 1)‖ = ฮ߂క(݇ + 1) − ݇)కܥ + ≥క(݇)ฮ߂(1 ൫1 + ܿక∗൯ฮ߂క(0)ฮ 
  نحوی انتخاب شود که:   به ∗ܪبنابراین اگر 

∗ܪ  )۸۹( ≥ ൫1 + ܿక∗൯ฮ߂క(0)ฮ 
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݇)ܪ‖باشد، آن گاه با توجه به این که کران بالای  + در رابطه  ‖(1
توان نتیجه گرفت که برای هر  است، می ݇تابعی نزولی از  ۸۸ ݇ ≥ ݇ଵ  آید. به دست می ۹۰رابطه  

݇)ܪ‖  )۹۰( + 1)‖ ≤ ଵ݇)ܪ‖ + 1)‖≤ ൫1 + ܿక∗൯ฮ߂క(0)ฮ ≤  ∗ܪ
݇)క߂بنابراین  + ݇)ሚక߂หدار است و در نتیجه  کران ۸۷صورت  به (1 + 1)ห = ห߂క(݇ + 1) − دار خواهد  نیز کران క(݇)ห߂

  بود.
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