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Electric Response of Piezoelectric Nonlinear Beam with the 
Harmonic Base Excitation and Change Concentrated Mass

[1] A piezoelectric vibration based generator for wireless electronics [2] Design 
considerations for MEMS-Scale piezoelectric mechanical vibration energy  harvesters [3] 
Estimation of electric charge output for piezoelectric energy harvesting [4] Characterization 
of different beam shapes for piezoelectric energy harvesting [5] Topology optimization of 
energy harvesting devices using piezoelectric materials [6] Comment on topology 
optimization of energy harvesting devices using piezoelectric materials [7] Issues in 
mathematical modeling of piezoelectric energy harvesters [8] Multimodal energy harvesting 
system: Piezoelectric and electromagnetic [9] Adaptive piezoelectric energy harvesting 
circuit for wireless remote power supply [10] AVibration-to-electric energy conversion [11] 
On the efficiencies of piezoelectric energy harvesting circuits towards storage device 
voltages [12] Design of piezoelectric energy harvesting systems: A topology optimization 
approach based on multilayer plates and shells [13] Designing energy harvesting skin 
structure utilizing outdoor unit vibration. ASME 2010 International Design Engineering 
Technical Conferences and Computers and Information in Engineering [14] A new 
piezoelectric energy harvesting design concept: Multimodal energy harvesting skin [15] 
Nonlinear kinetic energy harvesting. The European Future Technologies Conference and 
Exhibition 2011 [16] Power enhancement for piezoelectric energy harvester [17] The effect 
of strain nodes on the energy harvesting of the cantilever piezoelectric beam with the 
vibration mode excitation [18] Active vibration control of the clamped beam with length 
and location optimized piezoelectric patches [19] Nonlinear free vibrations analysis of a 
piezoelectric bimorph nano actuator using nonlocal elasticity theory [20] Dynamics analysis 
of the steady and transient states of a nonlinear piezoelectric beam by a finite element 
method [21] Experimental and numerical results of Dynamics behavior of a nonlinear 
piezoelectric beam [22] Dynamics of Structures [23] Energy harvesting of a multilayer 
piezoelectric beam in resonance and off-resonance cases

The structural vibrations are the important sources of the energy harvesting, which can be 
produced from the harmonic excitation. The piezoelectric structure behavior is simulated by 
the electromechanical coupling. The flexible beam has the large strain. The results of linear 
theories are not proper. The large strains effect on the results response and the nonlinear 
behavior must be considered. The Newmark method is used to solve the equations of motion 
and coupled equations. Regarding the type of proportional damping, the nonlinear hardness 
effect is also applied to the damping calculation. This paper presents the electric response 
of the piezoelectric nonlinear beam with the harmonic base excitation by the numerical 
and experimental methods. The program of finite elements is developed for the numerical 
results and the electric response is obtained. The theories results are verified by the results 
of experimental. The experimental results are used for the piezoelectric bimorph beam 
with the change of concentrated mass position. The effect of piezoelectric property in the 
frequency response of nonlinear beam is presented. The results show the effect of piezoelectric 
properties on the frequency response of the nonlinear beam and the effect of the concentrated 
mass position on the output voltage, and the most suitable position of the concentrated mass 
position is presented to obtain the highest voltage response.
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  چکيده
 کیبا تحر تواند یاست که م یبرداشت انرژ یمنبع مهم برا کیارتعاشات سازه 

 یپارامترها نیب یشدگ با جفت کیزوالکتریحاصل شود. رفتار سازه پ کیهارمون
 ریصورت ت به تواند یمدل م نی. اشود یمدل م یکیو مکان یکیالکتر

 رییو تغ ها ش. کرنشود یم جادیبزرگ ا یها باشد که در آن کرنش یریپذ انعطاف
حاصل از  جیکه نتا شود یباعث م یرخطیبزرگ در رفتار سازه غ یشکل چرخش

 یرخطیغ یاز تئور دیحالت با نیمناسب و قابل قبول نباشند و در ا یخط یتئور
 ومارکیمعادلات از روش ن نیحل معادلات حرکت و کوپل ب یاستفاده شود. برا

در  زین یرخطیغ یاثر سخت یتناسب ییرایع م. با درنظرگرفتن نوشود یاستفاده م
اجزا  یروش عدد جینتا ییآزما یراست ق،یتحق نیاعمال شود. در ا ییرایمحاسبه م

با  کیزوالکتریپ یرخطینمونه غ ریپاسخ ت یبررس یبرا یمحدود با روش تجرب
 یبرنامه اجزا ،یدر روش عدد جینتا یبررس ی. براشود یم هیارا کیهارمون کیتحر

حاصل  کیزوالکتریپ یرخطیغ ریت یکیشده و پاسخ الکتر دهمحدود توسعه دا
با وجود جرم متمرکز و  یدوشکل کیزوالکتریپ ریت یرو شیآزما ی. اجراشود یم

با  یعدد جینتا سهیو مقا کیبار هارمون کیتحت تحر ریآن در طول ت ییجا جابه
در  کیزوالکتریپ تیخصوص ریحاصله تاث جی. نتاردیگ یصورت م شیآزما جینتا

را نشان  یجرم متمرکز در ولتاژ خروج تیو اثر موقع یرخطیغ ریت یپاسخ فرکانس
پاسخ  نیشتریحصول ب یجرم متمرکز برا تیحالت موقع نیتر داده و مناسب

 . شود یم هیولتاژ ارا
  جرم متمرکز ک،یهارمون کیتحر ،یرخطیغ ریت ک،یزوالکتریپ ها: کلیدواژه
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  مقدمه  - ۱
های  برداشت انرژی با استفاده از ارتعاشات موجود محیطی در سال
های  اخیر مورد توجه بیشتری واقع شده است. نوسانات و لرزش

هایی هستند که با  های مکانیکی از جمله انرژی موجود در دستگاه
توان آنها را  استفاده از مواد هوشمند مانند پیزوالکتریک می

صورت انرژی الکتریکی تبدیل و به نوعی بازیافت کرد. مزیت  به
اصلی مواد پیزوالکتریک در برداشت انرژی، وجود دانسیته توان بالا 

  و کاربرد ساده آن است. 
ه برداشت انرژی پیزوالکتریک با مفاهیم مکانیزم تحقیقات در حوز

سازه ارتعاشی، تئوری مدار الکتریکی و رفتار ساختاری مواد 
پیزوالکتریک در ارتباط خواهد بود. در واقع مدل برداشت انرژی 
ارتعاشی با استفاده از مواد پیزوالکتریک، حصول ولتاژ الکتریکی در 

ست و آن گاه ولتاژ خروجی بار مقاومتی در اثر حرکت پایه سازه ا
شود.  شده به بار مقاومتی استفاده می برای محاسبه توان منتقل

شده به الکترودهای  بررسی ولتاژ در بار مقاومتی متصل
وسیله محققان  کننده ارتعاشی تحت تحریک پایه به برداشت

مختلفی انجام شده است. در مدل ریاضی ساده از پارامتر جرم 
درجه آزادی استفاده شده است. چنین مدلی  ای سیستم یک توده

دارای یک خازن ناشی از ظرفیت الکتریکی داخلی پیزوالکتریک و 
یک بار مقاومتی خارجی است. سپس معادلات مکانیکی و 
الکتریکی با استفاده از معادلات ساختاری پیزوالکتریک با یکدیگر 

حاصل  شوند و رابطه تبدیل انرژی ارتعاشی به الکتریکی کوپل می
و  دوتویتو همچنین  [1]رایتو  راندیشود. این روشی بود که  می

ای،  ای ارایه کردند. اگر چه مدل توده در مدل جرم توده [2]همکاران

کند، ولی این روش  ای نسبت به مساله ارایه می توصیف اولیه
تواند به کار رود. در مدل  تقریبی است که برای مود اول ارتعاشی می

ی هر دو نوع ارتعاشات عرضی و طولی، از تاثیر جرم ای برا توده
ای) در دامنه اجباری با تحریک پایه  گسترده (جرم فنر در مدل توده

تواند  شود. تاثیر جرم گسترده در دامنه تحریک می صرف نظر می
کننده انرژی دارای جرم متمرکز  خصوص اگر برداشت مهم باشد، به

 خیلی بزرگی نباشد.
ریتز برای پیزوالکتریک  -تری با استفاده از روش ریلی مدل مناسب

کننده انرژی تیر  برای مدل برداشت [3]و همکاران سودانووسیله  به
تری  ریتز نتایج مناسب - سردرگیر به کار برده شد. مدل ریلی یک

کند. این روش  درجه آزادی ارایه می ای یک نسبت به روش جرم توده
کند و  کی را از نامحدود به محدود تبدیل میدرجات آزادی مکانی

معمولاً محاسبات آن نسبت به روش تحلیلی (اگر قابل انجام 
  طلبد. باشد) زمان بیشتری می

یکی از مطالعاتی که توسط محققان مورد توجه قرار گرفته، افزایش 
های  های جدید برای سیستم و ارتقای تولید انرژی با ارایه طرح

 [4]وویاسو  بوئینگ گلداشمیت. در این مورد برداشت انرژی است
برخی مطالعات را در زمینه پارامترهای موثر در افزایش برداشت 

اند که طرح  انرژی الکتریکی پیزوالکتریک انجام داده و نشان داده
علت تغییر شکل بزرگ یکنواخت در همه نقاط  ای به مقطع ذورزنقه

شتری برای تولید روی سطح، نسبت به شکل مستطیلی کارآیی بی
کردن یک تیر بر  بهینه [5]و همکاران ژنگانرژی پیزوالکتریک دارد. 

کردن فاکتور تبدیل انرژی را بررسی   الکتریک با حداکثر پایه پیزو
هایی شامل مدار الکتریکی وجود  کردند. در این روش محدودیت

با چند  [7]اینمانو  ارترکارایه شده است.  [6]سیلواداشت که توسط 
فرضیه ساده فیزیکی مدل ریاضی، وسایل تولید انرژی را ارایه کردند. 

ای و  آنها اختلافات مربوط به دو نوع مدل شامل مدل جرم توده
کارگیری  یافته را نشان دادند. در این تحقیق با به پارامترهای توزیع

ضریب تصحیح مدل، نتایج تحلیلی مناسبی مطابق با نتایج تجربی 
ی پارامترها و خصوصیات تاثیرگذار بر عملکرد حاصل شد و بررس

برداشت انرژی مورد توجه قرار گرفت. در عین حال ملاحظه شد که 
انتخاب مواد مناسب یک فاکتور بسیار مهم برای تجهیزات تولید 

الکتریک را  انرژی پیزوالکتریک است. آنها انواع مختلف مواد پیزو
و تاثیر ضرایب معرفی کرده و راندمان تبدیل انرژی مواد 

توان بیشینه را در بار و   پیزوالکتریک در برداشت انرژی را مقایسه
  اند. مقاومتی بهینه حاصل نموده

 یک وسیله [8]همکارانو  تادسهبرای ارتقای ظرفیت تولید انرژی، 
تولید انرژی را ارایه کردند که شامل هیبریدی پیزوالکتریک برای 

مغناطیس است. مدل مربوطه،  اصول تبدیل پیزوالکتریک و الکترو
سرگیرداری است که تحت میدان مغناطیسی قرار گرفته و  تیر یک
های محرک  های پیزوالکتریک برای تولید انرژی از فرکانس وصله

ا طراحی و مدار مبدلی ر [9]و همکاران اوتمناند.  روی آن نصب شده
الکتریک تغییر  اند که امپدانس آن مطابق با وسیله پیزو توسعه داده

کرد. در پیشنهاد آنها طرحی ارایه شد که بتوان حداکثر توان  می
و  منینگرخروجی از یک وسیله پیزوالکتریک را به دست آورد. 

یک سیستم برداشت انرژی را توسعه دادند که در آن از  [10]همکاران
برای تامین انتقال انرژی اضافی استفاده شود. در این یک خازن 

طرح با استفاده از تبدیل ارتعاشات به انرژی الکتریکی، توان قابل 
شود.  میکروالکترومکانیک حاصل میهای  استفاده برای سیستم

 استفاده از این انرژی در کنترلرها نیز در این مقاله ارایه شده است.
مدارات برداشت انرژی را با توجه به راندمان  [11]لیااوو  گوآن

اند. در این مقاله دو  کننده مطالعه کرده ولتاژهای دستگاه ذخیره
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ای، ارایه و انجام  مرحله ای و دو مرحله طرح برداشت انرژی یک
ای انجام شده است  مرحله آزمایش و مقایسه نتایج برای حالت یک

ای تاثیر بیشتری  مرحله دهد که برداشت انرژی یک و نتایج نشان می
یک روش  [12]و همکاران راپای دارد.  نسبت به طرح دومرحله

منظور یک سیستم تولید انرژی پیزوالکتریک برای پوسته  طراحی به
اند که در آن خصوصیات ماده پیزوالکتریک و  لایه توسعه داده چند

سازی  عنوان فاکتورهای طراحی در نظر گرفته و شبیه مقاومت آن به
 . شوند می
افزایش در برداشت انرژی الکتریکی از نوسانات و منظور  به

در  نام پوسته برداشت انرژی ارایه شد. طرح جدیدی به ارتعاشات،
های نازک پیزوالکتریک روی یک صفحه نوسانی قرار  این طرح، تکه

گیرند تا انرژی الکتریکی به دست آید. پوسته ارتعاشی در انواع  می
سی (مانند وسایل نقلیه، وسایل برقی های مهند مختلف سیستم

کنند.  خانگی، تجهیزات تهویه مطبوع و غیره) نقش بدنه را ایفا می
ارایه شده که  [13]و همکاران لییک روش عملی از این مدل توسط 

استفاده از پوسته پیزوالکتریک در یک واحد چگالنده است. در این 
با استفاده از  های مستطیلی پیزوالکتریک روی سازه مدل از تکه

کننده و خازن برای تولید حدود  سو همراه یک اپوکسی و سیم به
نام پوسته تولید  وات استفاده شده است. این مدل را به میلی٧/٣

ارتعاشی مود  شناسند. زیرا از یک مودال می انرژی پیزوالکتریک تک
سایر شود و  هرتز استفاده می٦٠در فرکانس اول هارمونیک حدود 
طرح جدید  [14]یوآنو  لیروند.  مودهای هارمونیک به هدر می

برداشت انرژی از مواد پیزوالکتریک را با استفاده از مودهای 
چندگانه ارتعاشی ارایه کردند. در این روش در مدل پیزوالکتریک، 

های جداشده قرار گرفتند تا حذف انرژی  صورت بخش الکترودها به
ودها به حداقل برسد. آنها با محاسبه الکتریکی در اثر شکل م

های تغییر فاز ولتاژ را  ی و شکل مودها، موقعیتمودهای ارتعاش
ها، برش الکترودها ایجاد  شناسایی کردند که در این موقعیت

شود تا بیشترین توان از مودهای ارتعاشی حاصل شود. این  می
به سازه توان  ای اجرا و آزمایش شد که می های سازه روش در نمونه

برداشت  [15]و همکاران کاتونیک فن و پوسته هواپیما اشاره کرد. 
انرژی از ماده پیزوالکتریک را ارایه کردند. در این مقاله ابتدا به 

های  پارامترهای موثر در برداشت انرژی پرداخته و سپس انرژی
میکرو برای تجهیزات میکرویی توضیح داده شده است. ارایه 

رداشت انرژی ارتعاشی و مدل ریاضی آن نیز در ای برای ب نمونه
تحقیقی در مورد افزایش  [16]علیو  ابراهیمادامه بیان شده است. 

توان برداشت انرژی پیزوالکتریک انجام دادند. مدل مورد نظر آنها 
تیر پیزوالکتریک با جرم متمرکز است. در این مقاله شرایط مورد 

شده با  انرژی ارتعاشی تحریکنیاز برای افزایش توان الکتریکی از 
آوردن ماکزیمم  دست استفاده از مواد پیزوالکتریک، بیان و برای به

کردن امپدانس استفاده شده است. برای بررسی نتایج  توان از بهینه
از آزمایش، استفاده و با نتایج تئوری مقایسه شده است. در این 

ن منبع انرژی عنوا مقاله به برداشت انرژی از ارتعاشات موجود به
ای از سیستم برداشت انرژی ارایه شده است.  پرداخته و نمونه

های کرنشی در برداشت انرژی تیر پیزوالکتریک  تاثیر گره [17]جباری
در این پژوهش با  با تحریک مودهای ارتعاشی را ارایه کرد.

انرژی   در برداشتهای کرنشی  تاثیر گرههای تئوری و تجربی،  روش
سردرگیر پیزوالکتریک در حالات فرکانس تحریک تشدید و  از تیر یک

شود. در عین حال تاثیر بار  تشدید مورد بررسی واقع می غیر
مقاومتی روی نتایج ولتاژ و توان خروجی و حصول بار مقاومتی 

 گیرد.  بهینه مورد توجه قرار می
سردرگیر با  یک کنترل فعال ارتعاش تیر [18]و همکاران زاده علیقلی

های پیزوالکتریک را مورد تحقیق قرار دادند. آنها با استفاده از  وصله
شدگی الکترومکانیک، روش  روش تحلیلی در حل معادلات جفت

و  کاغذیانسازی عملگر پیزوالکتریک را ارایه کردند.  بهینه
به بررسی ارتعاشات غیرخطی نانو تحت عملگر  [19]همکاران

ریک پرداختند. در تحقیق آنها از الاستیسیته دوشکلی پیزوالکت
برنولی برای استخراج معادلات  -غیرموضعی و تئوری تیر اویلر

ارتعاشات غیرخطی، استفاده و نتایج خیز استاتیک و فرکانس 
به تحلیل  [20]و همکاران جباریطبیعی حاصل شده است. 

دینامیک تیر غیرخطی پیزوالکتریک با استفاده از روش اجزای 
محدود در حالات گذرا و دایمی پرداختند. در شرایط گذرا رفتار سازه 

  کند.  طور مشخصی نسبت به حالت دایمی تغییر می به
شود که روش محاسباتی  شده ملاحظه می براساس تحقیقات انجام

با استفاده از روش نیومارک برای حصول نتایج عددی با دقت 
طی با توجه به رفتار سازه کارگیری ضریب میرایی غیرخ تر، به مناسب

ترین حالت موقعیت جرم متمرکز  آوردن مناسب دست غیرخطی و به
برای حصول بیشترین پاسخ ولتاژ از مواردی بوده که در 

  های قبلی مورد توجه قرار نگرفته است.  پژوهش
هدف عمده این تحقیق، بررسی پاسخ الکتریکی تیر غیرخطی 

عاشی برای برداشت انرژی و پیزوالکتریک با تحریک مودهای ارت
اعتبارسنجی نتایج با آزمایش برای کاربرد در صنایع هواپیماسازی و 

شدگی الکترومکانیک و  خودروسازی است. با استفاده از روابط جفت
با توجه به شود.  اصل هامیلتون، معادلات حرکت استخراج می

وجود تحلیل دینامیک و شرایط غیرخطی برای حل معادلات از 
کارگیری برنامه اجزای  با بهشود.  روش نیومارک و تکرار استفاده می

شود  تحلیل دینامیک تیر غیرخطی پیزوالکتریک انجام می ،محدود
گیرد. تیر  و با اجرای آزمایش، نتایج عددی مورد بررسی قرار می

ی با اتصال سری انتخاب شده است. پیزوالکتریک از نوع دوشکل
های تشدید اول و  ولتاژ در محدوده فرکانس و عددی پاسخ تجربی
شود و  تیر دوشکلی در وضعیت مدار باز حاصل میدوم برای 

های تشدید اول و دوم تیر پیزوالکتریک برای  تغییرات فرکانس
بهترین همچنین  آید. تغییر موقعیت جرم متمرکز به دست می

قعیت جرم متمرکز برای بیشترین پاسخ ولتاژ حاصل حالت مو
  شود. می

  

  تئوری - ۲
برنولی انتخاب شده  -المان تیر پیزوالکتریک براساس تئوری اویلر

شود که طول تیر نسبت به ضخامت آن  است. در این مدل فرض می
بزرگ باشد، بنابراین اثر تغییر شکل برشی و اینرسی چرخشی در این 

براساس اصل  ١معادلات حرکت با رابطه د. شو مدل صرف نظر می
  .[21]آیند هامیلتون به دست می

)١(  ሾܯሿ൛ݒሷ෠ൟ + ሺሾܭ௩௩ሿ + ሾܭே௩௩ሿሻሼݒොሽ + ൫ሾܭ௩ఝሿ + ே௩ఝ൧൯ሼܭൣ ො߮ሽ= ሼ݂௩ሽ 
 ൫ሾܭఝ௩ሿ + ොሽݒேఝ௩൧൯ሼܭൣ + ሺሾܭఝఝሿሻሼ ො߮ሽ = ሼ݂ఝሽ 

  ሾܯሿ  ،ماتریس جرم ሼݒොሽجایی،  بردار جابهሼ ො߮ሽ  ،بردار پتانسیل ሾܭ௩௩ሿ  ،ماتریس سختی خطیሾܭ௩ఝሿ شدگی خطی  ماتریس جفت
ماتریس  ே௩௩ሿܭሾالکتریک،  ماتریس دی ఝఝሿܭሾپیزوالکتریک، 

شدگی غیرخطی  ماتریس جفتே௩ఝ൧ܭൣسختی غیرخطی و 
  پیزوالکتریک هستند.

براساس روابط حاصل، تاثیر غیرخطی در ماتریس سختی و ماتریس 
شدگی پیزوالکتریک است که باعث تغییر پاسخ الکتریکی  جفت



 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــی جبار دیمج ۴۷۰
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  شود. سبت به تئوری خطی میسازه ن
ارایه شده است.  ٢ضرایب ماتریسی در معادلات حرکت در روابط 
شدگی پیزوالکتریک به  وابستگی ضرایب غیرخطی سختی و جفت

شود  جایی باعث ایجاد معادله پیچیده غیرخطی می مقادیر بردار جابه
   شود.  که از روش تکرار برای همگرایی در حل معادله استفاده می

)۲(  

ሾܭ௩௩ሿ = නሾܤ௩௅ሿ்ሾܿாሿሾܤ௩௅ሿܸ݀௏   ሾܭ௩ఝሿ = නሾܤ௩௅ሿ்ሾ݁ሿ்ሾܤఝሿܸ݀௏ = ሾܭఝ௩ሿ்  ሾܭఝఝሿ = െ නሾܤఝሿ்ሾߝ௦ሿ்ሾܤఝሿܸ݀௏   ሾܭே௩௩ሿ = 12 නሺሾܤ௩௅ሿ்ሾܿாሿሾܤ௩ேሿ + ሾܤ௩ேሿ்ሾܿாሿሾܤ௩௅ሿ௏ + ሾܤ௩ேሿ்ሾܿாሿሾܤ௩ேሿሻܸ݀  ൣ ே௩ఝ൧ܭ = 12 නሾܤ௩ேሿ்ሾ݁ሿ்ሾܤఝሿܸ݀௏ = ሿܯேఝ௩൧்  ሾܭൣ = නሾܰ௩ሿ்ߩሾܰ௩ሿܸ݀௏  ρ ،جرم حجمی ሾܤ௩௅ሿ  وሾܤఝሿ  ،مشتق توابع شکلሾܤ௩ேሿ مشتق تابع
ماتریس ضرایب تنش پیزوالکتریک برای تیر،  ሾ݁ሿشکل غیرخطی،  ሾܿாሿ  ،ماتریس ضرایب الاستیسیته در میدان الکتریکی ثابتሾߝ௦ሿ 
توابع شکل درجات  ሾܰ௩ሿالکتریک در کرنش ثابت و  ماتریس دی

 هستند.آزادی مکانیکی 
جایی و ولتاژ تیر  درنظرگرفتن خصوصیات غیرخطی، پاسخ جابهبا 

شود. رفتار معادلات الکترومکانیک با توجه  پیزوالکتریک حاصل می
 به روابط سختی به معادلات غیرخطی از نوع درجه سه نزدیک است.

برای حل معادلات حرکت و کوپل بین معادلات از روش نیومارک 
جایی و  منظور محاسبه بردار جابه هروش نیومارک ب شود. استفاده می

  رود. پاسخ ولتاژ به کار می
معادله حرکت سازه ، ௖ሿܥሾبا درنظرگرفتن ضرایب میرایی ریلی 

تواند  می ሶ෠ൟݒ௖ሿ൛ܥሾشدن ترم  با اضافه غیرخطی پیزوالکتریک
 .[22]حاصل شود ٣صورت رابطه  به
)٣(  

ሾܯሿ൛ݒሷ෠ൟ + ሾܥ௖ሿ൛ݒሶ෠ൟ + ሺሾܭ௩௩ሿ + ሾܭே௩௩ሿሻሼݒොሽ+ ൫ሾܭ௩ఝሿ + ே௩ఝ൧൯ሼܭൣ ො߮ሽ= ሼ݂௩ሽ  ൫ሾܭఝ௩ሿ + ොሽݒேఝ௩൧൯ሼܭൣ + ሺሾܭఝఝሿሻሼ ො߮ሽ = ሼ݂ఝሽ 
صورت سری یا  تواند به ها می باید توجه داشت که نوع اتصال لایه

موازی باشد و تاثیر نوع اتصال در روابط معادله حرکت سازه 
الکتریک  پیزوالکتریک در ماتریس ضرایب پیزوالکتریک و دی

بردار بار الکتریکی گرهی حاصل از اثر کار الکتریکی ناپایستار  ሼ݂ఝሽ خواهد بود.
بوده و نرخ زمانی بار الکتریکی معادل با جریان الکتریکی عبورداده 

 .[23]شود بیان می ۴که با رابطه است  ሺܴ௥ሻاز بار مقاومتی 
)۴(  ൛ ሶ݂ఝൟ = ሼ ො߮ሽܴ௥  

 حاصل ٥صورت رابطه  تواند به بنابراین رابطه دوم معادله حرکت می
 شود.

ݐ݀݀  )۵( ൫ܭఝ௩ + ොሽݒேఝ௩൯ሼܭ + ሾܭఝఝሿ൛ ሶ߮෠ൟ െ ሼ ො߮ሽܴ௥ = 0 

ماتریس میرایی با استفاده از میرایی تناسبی (از نوع ریلی) تعیین 
شود. این  شود که اغلب در بررسی رفتارهای ارتعاشی استفاده می می

شود تا اثر سختی غیرخطی نیز در محاسبه  نوع میرایی باعث می
حالت، ماتریس میرایی با ترکیب  میرایی اعمال شود. در این

های دینامیک  آید. در تحلیل ماتریس جرم و سختی کل به دست می
 .[21]ماتریس میرایی را تعریف نمود ٦توان با رابطه  می

)۶(  ሾܥ௖ሿ = ሿܯଵሾߙ + ௩௩ܭଶሾߙ + و نسبت  ሺ߱௡ሻهای تشدید  با استفاده از فرکانس ଶߙو  ଵߙ ே௩௩ሿܭ
 شود. حاصل می ٧با استفاده از رابطه  ௡ሻߦሺمیرایی

௡ߦ  )۷( = ଵ2߱௡ߙ + ଶ߱௡2ߙ  

قابل حصول است. در این  RAFنسبت میرایی با استفاده از روش 
روش از نتایج پاسخ فرکانسی حاصل از آزمایش روی نمونه استفاده 

شده از استانداردهای سازه  شود. با استفاده از اطلاعات ارایه می
شود.  ضریب کیفیت سازه نمونه حاصل می ௡ܳنمونه مورد آزمایش، 

 . ردنسبت میرایی را به دست آوتوان  می ۸با استفاده از رابطه 
)۸(  ܳ௡ = ௡ඥ1ߦ12 െ  ௡ଶߦ

برای  MATLABافزار  در این تحقیق برنامه اجزای محدود در نرم
   بررسی برداشت انرژی سازه تیر غیرخطی پیزوالکتریک تدوین شد.

  نمونه مورد آزمایش و تحلیل - ۳
تحلیل دینامیک تیر غیرخطی  ،کارگیری برنامه اجزای محدود با به

شود و با اجرای آزمایش، نتایج عددی مورد  پیزوالکتریک انجام می
شده در این  گیرد. تیر پیزوالکتریک دوشکلی استفاده بررسی قرار می

نشان داده شده و دارای دو لایه پیزوالکتریک با  ۱بخش در شکل 
باز در نظر های پیزوالکتریک در شرایط مدار  اتصال سری است. لایه

اند. خصوصیات هندسی و جنس تیر پیزوالکتریک در  گرفته شده
کننده  (ارایه USTCاز شرکت  ۲و  ۱های  سردرگیر در جدول حالت یک

سردرگیر  اند. تیر یک قطعه نمونه پیزوالکتریک) نشان داده شده
گرم تحت تحریک هارمونیک در نظر ۴/۰دوشکلی با جرم متمرکز 

شود. با توجه به مقدار جرم متمرکز و جرم تیر ملاحظه  گرفته می 
است. به عبارت  ۲۴/۰شود که نسبت جرم متمرکز به جرم تیر،  می

توان از جرم آن  ای است که نمی دیگر مقدار جرم متمرکز به اندازه
، صرف نظر کرد. همچنین نسبت طول به ضخامت تیر دوشکلی

تواند مورد استفاده  برنولی می - است و بنابراین مدل تیر اویلر ۶/۵۲
  قرار گیرد.

  

 
  های عددی و تجربی تیر پیزوالکتریک دوشکلی مورد استفاده در روش) ۱شکل 
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  خصوصیات تیر پیزوالکتریک) ۱جدول 
ࡱ૚૚ࢉ  مقدار پارامتر  ሺܕ/ۼ૛ሻ ۱۰۹×۶۷/۶۶  ࢋ૜૚ ሺ۱/ܕ૛ሻ ۱۴ -  ࢿ૜૜࢙  ሺ۴/ܕሻ ۹-۱۰×۱۹/۲۴  ࣋ ሺ࢓/ࢍ࢑૜ሻ ۷۸۰۰  ࡽ૚ ૛ࡽ  ۷۰   ۶۷  

  
 ابعاد تیر پیزوالکتریک )۲جدول 

H (mm) b (mm) L (mm) 
۷۶/۰ ۱/۷ ۴۰  

چهار حالت برای تغییر موقعیت جرم متمرکز ارایه شده  ۳در جدول 
های عددی و تجربی در نظر گرفته  است. این حالات برای روش

های تشدید در  آوردن فرکانس دست برای بهروش مناسب اند.  شده
جایی در اثر تحریک با  حالت غیرخطی، حصول پاسخ ولتاژ یا جابه

شتاب هارمونیک و بار مقاومتی مشخص با تغییر فرکانس تحریک 
است. این وضعیت در حالت آزمایش نیز به همین صورت انجام 

  شود. می
  

  گرم۴/۰چهار حالت برای تغییر موقعیت جرم متمرکز  )۳جدول 
 x (mm)موقعیت جرم متمرکز  حالت
۱ ۴۰ 
۲ ۳۰ 
۳ ۲۰ 
۴ ۲ 

  
اجزای محدود برای بررسی پاسخ زمانی حالت شده  تدوینبرنامه 

دایمی و گذرای تیر پیزوالکتریک تحت بار تحریک هارمونیک به کار 
حالت دایمی حاصل  رود. قابل ذکر است که نتایج تجربی در می
گیری نیست. بار  شود و شرایط گذرا در حالت تجربی، قابل اندازه می

برای همه  .شود در نظر گرفته می ٩تحریک هارمونیک با رابطه 
شتاب  g۵/۴ )gرفته مقدار   کار حالات، دامنه شتاب تحریک به

های تشدید تیر  جاذبه زمین) و فرکانس تحریک نزدیک به فرکانس
 است.  شده  انتخاب

ܨ  )٩( = دانسیته،  ρزمان،  tفرکانس تحریک،  ߱دامنه شتاب تحریک،  ௗܽ ݐ߱ݏ݋ௗܿܽܪܾߩ
b  عرض تیر وH  .ضخامت تیر هستند  

ثانیه در نظر   ثانیه و زمان پاسخ یک۰۰۰۱/۰گام زمانی برای حل عددی 
گرفته شده است. بار مقاومتی موثر در حالت مدار باز حدود 

کیلواهم است. این مقدار براساس مقدار بار مقاومتی که بتواند ۱۰۰۰
شرایط مدار باز را تامین کند، انتخاب شده است. میرایی از نوع 

است. در محاسبه در نظر گرفته شده  ۶تناسبی با استفاده از رابطه 
شده  از مقدار ضریب کیفیت حاصل از مشخصات ارایهنسبت میرایی 

استفاده شد. طبق خصوصیات مربوط به ضرایب  USTCاز شرکت 
های میرایی  نسبت) برای تیر پیزوالکتریک، Q2و  Q1کیفیت (

و  ଵߦ=۰۰۷۱۴/۰و با توجه به نتایج آزمایش برابر با  ۸براساس رابطه 
شود. از آنجایی که شرایط اولیه در پاسخ  اصل میح ଶߦ= ۰۰۷۳۹/۰

جایی  سازه غیرخطی موثر است، لذا در این مدل از شرایط اولیه جابه
و بردار پتانسیل الکتریکی صفر در زمان صفر استفاده و نتایج 
 فرکانسی با استفاده از پاسخ ولتاژ بر حسب تغییر فرکانس تحریک

 حاصل شده است. 
کلی در روش تجربی دارای همان خصوصیات سردرگیر دوش تیر یک

 PZTشده در روش عددی است. تیر دوشکلی  تیر پیزوالکتریک ارایه
تهیه  USTCبدون لایه مرکزی بوده و نمونه برای آزمایش از شرکت 

گاهی گیردار از قطعات صلب  شده است. برای ایجاد شرایط تکیه
گیری پاسخ  کربنات استفاده و تجهیزات آزمایش برای اندازه پلی

این تجهیزات  است.نشان داده شده  ۲زمانی و فرکانسی در شکل 
  های زیر هستند: شامل بخش

های سینوسی و  کننده سیگنال دارای دو کانال تولید (Data acquisition B&K PULSE 3560D)برداری  دستگاه داده -۱
گیری  تصادفی برای تغذیه به لرزاننده و دارای چهار کانال برای اندازه

شتاب است. این دستگاه همچنین دارای چهار بخش بوده که هر 
گیری پاسخ  ها دارای شش کانال برای اندازه کدام از این بخش

 خروجی است.
که سیگنال  (Amplifier B&K 2712)فایر  دستگاه آمپلی -۲

برداری را تقویت و به لرزاننده ارسال  شده توسط دستگاه داده تولید
 کند.  می
  (Shaker B&K 4808)لرزاننده  -۳
 (Software  B&K PULSE Labshop)گیری  افزار اندازه نرم -۴
که  (Acceleration PCB 356B08)جهته  سنج سه شتاب -۵
گاهی که تیر پیزوالکتریک به آن متصل  کیهوسیله موم روی ت به

همراه تیر روی لرزاننده محکم  گاه به گیرد. این تکیه است، قرار می
 شود. می
که  (Acceleration Endevco 2250A-10)سنج  شتاب - ۶

شود که عبارت از اثر جرم متمرکز و  برای دو هدف استفاده می
نظر روی تیر  گیری شتاب خروجی است و در موقعیت مورد اندازه
  شود. وسیله چسب متصل می به
  

  
   تجهیزات آزمایش تحریک و پاسخ تیر پیزوالکتریک )۲شکل 
درنظر گرفته شود که از  ریطول موثر ت دیبا یحل عدد یبرا ریطول ت
طول کل  یدارا یانتخاب ریباشد. ت یم ریگاه تا سر ت هیتک تیموقع
. با توجه به است متر یلیم٤٠بوده که طول موثر آن  متر یلیم٧/٥٢

برداری در محدوده فرکانسی  معیار نایکویست برای تعیین نمونه
ثانیه انجام ۰۰۰۱/۰برداری با گام  هرتز نیاز است تا نمونه۵۰۰۰صفر تا 

این بخش به ارایه نتایج تجربی برای بررسی پاسخ الکتریکی گیرد. 
برای بررسی و توان  پردازد. از نتایج حاصل می تیر پیزوالکتریک می

سردرگیر با جرم متمرکز تحت  تایید نتایج عددی استفاده کرد. تیر یک
پایه تیر دارای  ،گرفته شده است. در نتایج عددی تحریک پایه در نظر 

گاه گیردار است و بار تحریک هارمونیک روی تیر توزیع  تکیه
د. شو العمل در پایه تیر می شود. بار اعمالی باعث ایجاد بار عکس می
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شود که بار  وسیله لرزاننده تحریک می در روش آزمایشی، پایه تیر به
  گاه العمل در روش عددی است. وجود تکیه تحریک معادل بار عکس
شرایط شیب صفر را در پایه تیر فراهم  ،گیردار برای ابتدای تیر

کند. به این ترتیب با اعمال بار تحریک در پایه، شرایط مدل  می
شود. لرزاننده، پایه تیر را  سازی می آزمایشی شبیه تئوری برای مدل

وسیله  کند و شتاب ورودی در پایه تیر به تحریک می zدر جهت 
شود. حالات  گیری می گاه اندازه سنج موجود در موقعیت تکیه شتاب

 ارایه شده است.  ۳مورد نظر برای اجرای آزمایش در جدول 
اژ بر حسب فرکانس ولت و عددی پاسخ تجربی، ۲و  ۱نمودارهای 

تیر های تشدید اول و دوم برای  تحریک در محدوده فرکانس
دهند. در این نمودارها  دوشکلی در وضعیت مدار باز را نشان می

مقدار فرکانس غالب دارای بیشینه مقدار پاسخ ولتاژ قابل مشاهده 
و  ۵/۱۸۹، ۵/۱۶۴، ۱۴۲های تشدید اول  ، فرکانس۱است. طبق نمودار 

قابل حصول است. نمودار  ۴تا  ۱ترتیب برای حالات  به هرتز۵/۲۶۳
هرتز حاصل از ۱۳۶۱و  ۱۰۸۰، ۱۳۵۴، ۱۱۰۰های تشدید دوم  ، فرکانس۲

دهد.  شده را نشان می بیشینه پاسخ ولتاژ برای حالات درنظرگرفته
دهنده تاثیرات غیرخطی در نتایج  رفتار حاصل در پاسخ ولتاژ نشان

  است.
  

  
تجربی و عددی ولتاژ بر حسب فرکانس تحریک در محدوده پاسخ ) ١نمودار 

  فرکانس تشدید اول برای تیر دوشکلی
  

پاسخ تجربی و عددی ولتاژ بر حسب فرکانس تحریک محدوده ) ٢نمودار 
   تیر دوشکلیفرکانس تشدید دوم برای 

قابل ذکر است که برای یافتن مقدار دقیق فرکانس تشدید در روش 
های تحریک استفاده  تجربی از روش تکرار در تغییر فرکانس

بودن  شود. در این روش براساس وجود شرایط غیرخطی و وابسته می
فرکانس سازه به دامنه تحریک، بار تحریک با دامنه ثابت و تغییر 

شود. فرکانس تحریکی که  مال میهای تحریک بر سازه اع فرکانس
بیشترین پاسخ ولتاژ را حاصل کند، نزدیک فرکانس تشدید خواهد 

  بود. 
های تشدید اول و دوم تیر پیزوالکتریک  مقادیر فرکانس ،٣نمودار 

های تجربی را نشان  برای تغییر موقعیت جرم متمرکز در روش
ی تشدید ها دهد. طبق نمودارهای حاصل، تغییر مقادیر فرکانس می

بودن  ارتعاشی وابسته به موقعیت جرم متمرکز است و نزدیک
شود تا فرکانس  موقعیت جرم متمرکز به گره کرنشی باعث می

  کاهش یابد.  ۲نسبت به حالت  ۳تشدید دوم تیر در حالت 
  

 ١های تشدید اول و دوم تیر پیزوالکتریک برای حالات  مقادیر فرکانس) ٣نمودار 
  ی تجربیها در روش ٤تا 
  

دامنه ولتاژ خروجی تیر پیزوالکتریک برای حالت دایمی  ،٤نمودار 
دهد. نتایج حاصل  با وضعیت مدار باز در روش تجربی را نشان می
های تشدید اول و  مربوط به مقدار ولتاژ بیشینه در حالات فرکانس

دوم هستند. طبق این نتایج، افزایش فرکانس تشدید اول باعث 
  شود.  افزایش دامنه ولتاژ می

های عددی و تجربی بیشترین  ایسه نتایج پاسخ ولتاژ در روشبا مق
عنوان  توان به % به دست آمده است که می۲۰مقدار خطا حدود 

  خطای روش عددی در نظر گرفت.
  

 با تشدید های فرکانس در پیزوالکتریک تیر خروجی ولتاژ دامنه )۴نمودار 
   ۴ تا ۱ حالات برای تجربی روش در باز مدار وضعیت
  گیری نتیجه - ۴

در این تحقیق بررسی پاسخ الکتریکی تیر غیرخطی پیزوالکتریک با 
وجود جرم متمرکز و تحریک هارمونیک در وضعیت مدار باز با 

در تدوین مدل اجزای محدود، های عددی و آزمایش ارایه شد.  روش
وجود شرایط غیرخطی و همچنین بار مقاومتی در برداشت انرژی 

شدگی خواهد شد. در این راستا  بط جفتباعث پیچیدگی روا
های مناسب محاسباتی همانند روش نیومارک و  کارگیری شیوه به

  گیرد. روش تکرار مورد توجه قرار می
تیر نمونه پیزوالکتریک از نوع دوشکلی با اتصال سری و وجود 
میرایی مورد بررسی قرار گرفت و نتایج روش عددی با نتایج 
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تحریک با شتاب هارمونیک و بار مقاومتی آزمایش، مقایسه و بار 
 مشخص انتخاب شد.

پاسخ ولتاژ با تغییر فرکانس تحریک در محدوده فرکانس تشدید 
های مختلف جرم متمرکز حاصل شد. دامنه ولتاژ با  برای موقعیت

تغییر موقعیت جرم متمرکز از انتهای تیر به طرف ابتدای تیر 
تغییر موقعیت جرم متمرکز از دلیل این که با  یابد. به افزایش می

انتهای تیر به طرف پایه تیر، فرکانس تشدید اول نیز افزایش 
یابد، بنابراین دامنه ولتاژ با افزایش فرکانس تحریک افزایش  می

کند. با تغییر موقعیت جرم متمرکز از انتهای تیر به طرف  پیدا می
شی باعث شدن موقعیت جرم متمرکز به گره کرن نزدیکابتدای تیر با 

 ۲نسبت به حالت  ۳شود تا فرکانس تشدید دوم تیر در حالت  می
کاهش یابد. با این حال پاسخ ولتاژ خروجی با افزایش فرکانس اول 

پاسخ تیر پیزوالکتریک یابد.  عنوان فرکانس تحریک افزایش می به
های تشدید اول و دوم متفاوت بوده  در ولتاژ خروجی برای فرکانس

کانس تشدید، موقعیت جرم متمرکز و مقدار است و در هر فر
توانند  طور جداگانه یا ترکیبی در ولتاژ خروجی می فرکانس به

  تاثیرگذار باشند.
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  شرح علایم

ଵܿଵா  ماتریس ضرایب میرایی ریلی ௖ሿܥሾ  الکتریکی ثابتماتریس ضرایب الاستیسیته در میدان  ሾܿாሿ  مشتق تابع شکل غیرخطی مکانیکی ௩ேሿܤሾ  مکانیکی مشتق توابع شکل ௩௅ሿܤሾ  الکتریکی مشتق توابع شکل ఝሿܤሾ  ضخامت تیر ܾ  دامنه شتاب تحریک ௗܽ  علایم اختصاری ଷଷ௦ߝ ۳۱ضریب تنش پیزوالکتریک در مود ث ଷଵ݁  ماتریس ضرایب تنش پیزوالکتریک برای تیر ሾ݁ሿ  ضرایب الاستیسیته در میدان الکتریکی ثابتماتریس  ۱۱مولفه     بار مقاومتی ௥ܴ  ضریب کیفیت سازه ௡ܳ  شکل درجات آزادی مکانیکیتوابع  ሾܰ௩ሿ ماتریس جرم ሿܯሾ  طول تیر ܮ شدگی غیرخطی پیزوالکتریک ماتریس جفت ே௩ఝ൧ܭൣ ماتریس سختی غیرخطی ே௩௩ሿܭሾ الکتریک ماتریس دی ఝఝሿܭሾ شدگی خطی پیزوالکتریک ماتریس جفت ௩ఝሿܭሾ ماتریس سختی خطی ௩௩ሿܭሾ  ضخامت تیر ܪ  بار تحریک هارمونیک ܨ  الکتریکی گرهیبردار بار  ሼ݂ఝሽ  الکتریک در کرنش ثابت دیماتریس  ۳۳مولفه  
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