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Longitudinal Free Vibrations of a Rod with Variable Cross-
Section Undergoing Finite Strain

[1] Finite-amplitude longitudinal waves in non-uniform bars [2] On analytical solutions of 
vibrations of rods with variable cross sections [3] Exact solutions for the longitudinal 
vibration of non-uniform rods [4] Nonlinear longitudinal vibrations of a rod [5] Exact 
solutions for longitudinal vibration of rods coupled by translational springs [6] Closed-form 
solutions for the free longitudinal vibration of inhomogeneous rods [7] Free vibration of a 
rod undergoing finite strain [8] Low-frequency free vibration of rods with finite strain [9] 
Nonlinear longitudinal forced vibration of a rod undergoing finite strain [10] Nonlinear 
longitudinal free vibration of a rod undergoing finite strain [11] Introduction to continuum 
mechanics [12] Vibration of Continuous Systems [13] Nonlinear Oscillations

Vibration of various types of structures such as beam, plate, shell, and rod have been 
investigated by researchers for their application in a wide range of mechanical systems. The 
longitudinal vibration of the rods is of great interest, so that the researchers have performed 
them numerically or analytically and precise or approximate. In this research, the nonlinear 
longitudinal free vibration of rod with variable cross-section under finite strain has been 
investigated. First, the governing equations of the rod with variable cross-section were 
obtained, which are partial differential equations; then, they were transformed to nonlinear 
ordinary differential equations, using the Galerkin method with considering one mode shape. 
The problem was investigated for two boundary conditions. Using the multiple scales method, 
the equations were analytically solved. The differential equations are solved by Runge-Kutta 
numerical method of order 4, and then compared with the analytical solutions. The effect of 
the amplitude and rate of changing cross-section on the ratio of linear to nonlinear frequency 
and also the effect of different initial condition, rate of changing cross-section and coefficient 
of damper were shown in figure. The results show that the tapered cross-sectional area has 
a significant effect on the ratio of linear to nonlinear frequency to vibrations amplitude. The 
coefficient of damper has a little effect and initial condition has a considerable effect on the 
process of problem.
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  چکيده

توسط محققان  لهیصفحه، پوسته و م ر،یها مانند ت ارتعاش انواع مختلف از سازه
شده  یبررس یکیمکان یها ستمیاز س یعیخاطر کاربرد آنها در محدوده وس به

که محققان  یطور است به یادیمورد توجه ز ها لهیم یاست. ارتعاش طول
 ق،یتحق نی. در ااند به آن پرداخته یبیتقر ای قیو دق یلیتحل ای یصورت عدد به

تحت کرنش محدود، مورد  ریبا سطح مقطع متغ لهیم یرخطیغ یارتعاش آزاد طول
که  یبا سطح مقطع مخروط لهیقرار گرفته است. ابتدا معادلات حاکم بر م یبررس

 لهیوس دست آمد. سپس معادلات به است به یرخطیغ یا پاره لیفرانسیمعادلات د
 یمعمول لیفرانسیک شکل مود، به معادلات دیو با درنظرگرفتن  نیروش گلرک

 سر کیو  رداریدوسرگ یمرز طیشرا یشده است. مساله برا لیتبد یرخطیغ
چندگانه،  یها اسیشده است. با استفاده از روش مق یآزاد بررس سر کی - رداریگ

با روش  یمعمول لیفرانسیحل شده است. معادله د یلیصورت تحل معادله به
 سهیبا آن مقا یلیشده و سپس حل تحل چهار هم حل رتبهم یکوتا - رانگ یعدد

به  یطع بر نسبت فرکانس خطسطح مق رییدامنه و آهنگ تغ ریشده است. تاث
سطح  رییمختلف آهنگ تغ هیاول طیشرا ریتاث نیو همچن لهیم یبرا یرخطیغ

نشان داد که سطح  جیبا شکل نشان داده شده است. نتا ییرایم بیمقطع و ضر
به دامنه  یرخطیبه غ یدر نسبت فرکانس خط یقابل توجه ریتاث یمقطع مخروط

 یرو یا قابل ملاحظه ریتاث هیاول طیکم و شرا ریتاث ییرایم بیارتعاشات دارد. ضر
 روند مساله داشته است. 

  یکرنش محدود، سطح مقطع مخروط ،یرخطیارتعاش غ له،یم ها: کلیدواژه
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  مقدمه - ۱

  

های  از کاربردهای آن در بالتوان  اهمیت آنالیز ارتعاش میله را می
های بلند پیدا  ها و ساختمان ها و طراحی برج هواپیما، بازوی ربات

ها، سطح مقطع در راستای محور میله  کرد. در بسیاری از موقعیت
ای  متغیر است. حرکت میله الاستیک با یک معادله دیفرانسیل پاره

باید  شوند، ها طراحی می وقتی میله غیرخطی توصیف شده است.
  ساختار، فرکانس طبیعی و ارتعاششان بررسی شود.

  

ای را بررسی کرده  های طولی در امتداد لوله ، موج۱۹۷۵در سال  نایفه
است که هندسه و خواص مواد آن در راستای طول آن تغییر 

های چندگانه، بسط  مقیاس  و با استفاده از روش [1]کند می
های کوچک محدود را به دست  یکنواخت مرتبه اول برای دامنه

، حل تحلیلی ارتعاش خطی میله ۱۹۸۳در سال  رامانآورده است. 
در این بررسی، برای . [2]سطح مقطع متغیر را بررسی کرده است با

بُعدی  تبدیل معادله حرکت میله به فرم شبیه معادله شرودینگر یک
شود،  وسیله تابع پتانسیل حاصل می مقطع میله به که شکل سطح

، حل ۱۹۹۷در سال  سوجیتو  کوماراز دو تبدیل استفاده شده است. 
ها با سطح مقطع  دقیق تحلیلی برای ارتعاش طولی میله

. آنها با استفاده از تبدیل مناسب، [3]غیریکنواخت را به دست آوردند
معادله حرکت ارتعاش محوری میله با سطح مقطع غیریکنواخت را 
به معادلات دیفرانسیل استاندارد تغییر دادند و سپس حل نمودند. 

در سال  یوزلاکو  وتیکانینارتعاش محوری میله الاستیک توسط 
یل جزیی . حرکت میله با معادله دیفرانس[4]تحلیل شده است ۱۹۹۹
مرتبه دو توصیف شده و حل عددی دقیق به دست آمده است.  قوی

چهار روش تحلیلی تقریبی برای حل این معادلات توصیف شده و 
 - مکان و دامنه - زمان -با حل عددی، مقایسه و نمودار دامنه

، حل تحلیلی ۲۰۰۰و همکاران در سال  لی فرکانس کشیده شده است.
های متمرکز را  ه غیریکنواخت با جرمدقیق برای ارتعاش طولی میل

. با استفاده از [5]وسیله فنر به آنها کوپل شده است پیدا کردند که به
تبدیل مناسب، معادله دیفرانسیل حاکم بر ارتعاش طولی میله با 

های خاص مثل تابع توانی و تابع  سطح مقطع متغیر با حالت
ولی با ضرایب نمایی به معادلات بسل یا معادلات دیفرانسیل معم

ها با  یابد. حل دقیق برای ارتعاش طولی آزاد میله ثابت کاهش می
آید. روش پارامتر اولیه و ماتریس  سطح مقطع متغیر به دست می

آوردن معادلات فرکانسی برای ارتعاش طولی  دست تبدیل، برای به
در سال  سوجیتو  راجشده با فنر پیشنهاد شده است.  دو میله کوپل

ها با سطح  های دقیق برای ارتعاش طولی میله گروهی از حل، ۲۰۰۵
ها با تغییر سطح  فرکانس ویژه میله .[6]دادندمقطع متغیر را ارایه 

اند که با شرایط مرزی مختلف مواجه  مقطع مشخص به دست آمده
 آمده مطالعه شده است. دست های به هستند و فضای پارامتری حل

 [7]فریبرزو  موسویمیله، توسط ارتعاش آزاد طولی کرنش محدود 
کیرشهف نوع دو و تانسور  - کاربردن تنش پیولا ، با به۲۰۱۲در سال 

کرنش گرین بررسی شده است. آنها معادله حرکت را در پیکربندی 
مرجع به دست آوردند. معادله دیفرانسیل حاکم برای ارتعاش آزاد 

 ستانیباغوسیله اصل هامیلتون توسط  میله تحت کرنش محدود به
. معادله آنها، [8]به دست آمده است ۲۰۱۴و همکاران در سال 

و  رودی سلیمانیگیرد.  های درجه دو و سه غیرخطی را در بر می ترم
، ارتعاش طولی غیرخطی میله را با شرایط ۲۰۱۸همکاران در سال 

 - کردن رابطه کرنش مرزی مختلف تحت کرنش محدود بدون ساده
آوردن معادلات حاکم از  دست برای به. [9]جایی بررسی کردند جابه

ای استفاده و  لاگرانژ، اصل همیلتون و دمپینگ سازه -کرنش گرین
ای غیرخطی به معادله  سپس برای تغییر معادله دیفرانسیل پاره

دیفرانسیل معمولی غیرخطی از روش گلرکین استفاده شده است. 
اش آزاد به تحلیل ارتع، ۲۰۱۶و همکاران در سال  رودی سلیمانی

گاهی متفاوت براساس کرنش محدود پرداخته و  میله با شرایط تکیه
لاگرانژی،  - آوردن معادلات حاکم از کرنش گرین دست برای به

. سپس با [10]اند میرایی ساختاری و اصل همیلتون استفاده کرده
ای به معادله  استفاده از روش گلرکین، معادله غیرخطی پاره

ای به  غیرخطی معمولی تبدیل شده است. تاکنون هیچ مطالعه
بررسی ارتعاش غیرخطی میله با سطح مقطع متغیر تحت کرنش 
محدود نپرداخته است. در برخی از آنها کرنش محدود بررسی نشده 

ثابت در نظر گرفته شده است. در  و در برخی دیگر سطح مقطع میله،
این تحقیق ارتعاش طولی میله با سطح مقطع متغیر تحت کرنش 

سرآزاد  یک -سرگیردار محدود با شرایط مرزی دوسرگیردار و یک
لاگرانژی به  - معادلات با استفاده از کرنش گرینبررسی شده است. 

 دست آمده که شامل ترم درجه دو و سه غیرخطی با ضرایب متغیر
ای  است. سپس با استفاده از روش گلرکین، معادلات غیرخطی پاره

به معادلات غیرخطی معمولی تبدیل شده است. سپس معادلات با 
های چندگانه حل شده و پاسخ ارتعاشی آزاد میله به  روش مقیاس

کوتای  -دست آمده است. پاسخ ارتعاشی میله با روش عددی رانگ
ثیر شرایط اولیه، آهنگ تغییر مرتبه چهار مقایسه شده است. تا

سطح مقطع و ضریب میرایی روی پاسخ ارتعاشی میله نیز بررسی 
  شده است.
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  استخراج معادلات حرکت - ۲
  معادلات اساسی - ۱- ۲

گیرد، ذرات  زمانی که یک جسم پیوسته تحت تغییر شکل قرار می
 ۱شکل رابطه  ای به کنند. این حرکت با معادله آن در فضا حرکت می

  :[11]شود بیان می
௜ݔ  )۱( = )௜ݔ ଵܺ, ܺଶ, ܺଷ, ݅                               (ݐ = 1,2,3  

)که  ଵܺ, ܺଶ, ܺଷ)  ۰موقعیت ذره را در لحظه=t دهد. این  نشان می
گیری نسبت به  شود. با مشتق تغییر شکل، بیان لاگرانژی نامیده می

 ௝ܺهیات مرجع به در  ۲ ، تانسور گرادیان تغییر شکل طبق رابطه
  .[11]آید دست می

௜௝ܨ                                                                     )۲( = డ௫೔డ௑ೕ 
  

 ٣ صورت روابط جایی نیز به لاگرانژی و جابه -همچنین کرنش گرین
  .[11]شوند بیان می ٤و 
௜௝ܧ                                    )۳( = ଵଶ (డ௎೔డ௑ೕ + డ௎ೕడ௑೔ + డ௎ೖడ௑೔ డ௎ೖడ௑ೕ )  
  
)۴(                                                               ௜ܷ = ௜ݔ − ௜ܺ   

های غیرصفر تانسور  ، مولفه٣ و ٢در نتیجه با توجه به روابط 
بُعدی  لاگرانژی برای حرکت یک -گرادیان تغییر شکل و کرنش گرین ଵܷ = ܷ(ܺ)  ،ଶܷ = ଷܷ = به  ٦و  ٥صورت روابط  ترتیب، به به 0

  :[11]آیند دست می
௫௫ܨ                              )۵( = 1 + డ௎డ௑   , ௬௬ܨ = 1 , ௭௭ܨ = 1  

 
௫௫ܧ                                                   )۶( = ቀ1 + ଵଶ డ௎డ௑ቁ డ௎డ௑   

کیرشهف نوع دوم  -در هیات مرجع، مولفه تانسور تنش پیولا ( ௫ܲ௫) لاگرانژی رابطه دارد. با  -با مولفه تانسور کرنش گرین
عنوان معادله ساختاری برای ماده  درنظرگرفتن رابطه خطی به

کرنش را  -توان رابطه تنش می ܻهموژن با مدول الاستیسیته 
  بیان کرد. ۷شکل رابطه  به
)۷(                                ௫ܲ௫ = ௫௫ܧܻ = ܻ ቀడ௎డ௑ + ଵଶ (డ௎డ௑)ଶቁ   
  معادلات حاکم بر مساله- ۲- ۲

 و سطح مقطع متغیر، در حالت پیکربندی مرجع ݈میله با طول 
، معادله تعادل برای میله را ٨مد نظر است. رابطه  ۱مطابق با شکل 

  دهد. نشان می
  

  
 المان میلهنیروهای وارد بر یک ) ۱شکل 

  
برابر با ، المان نیرو [11]کیرشهف نوع دو - طبق تعریف تنش پیولا ݂݀ = ௫ܲ௫ܨ௫௫݀و  . سپس با استفاده از قانون دوم نیوتناست ܣ

 را ٨ صورت میرایی ویسکوز، رابطه ای به نمودن میرایی سازه لحاظ
  .آید به دست می ۹سازی آن، رابطه  که با ساده نوشت توان می

)٨(  ௫ܲ௫ܨ(ܺ)ܣ௫௫ + (ܺ)ܣ)݀ ௫ܲ௫ܨ௫௫) − ௫ܲ௫ܨ(ܺ)ܣ௫௫ + ݂݀ܺ 
   = (ܺ)ܣߩ డమ௎డ௧మ  ݀ܺ + ܿ డ௎డ௧ ݀ܺ 

)۹( ݀݀ܺ (ܺ)ܣ) ௫ܲ௫ܨ௫௫) + ݂ = (ܺ)ܣߩ ߲ଶܷ߲ݐଶ +  ܿ ݐ߲ܷ߲   
مولفه تانسور تنش  ௫ܲ௫سطح مقطع میله،  A(X)در روابط فوق، 

 fتانسور گرادیان تغییر شکل،  مولفه ௫௫ܨ، ٢کیرشهف مرتبه  -پیولا
ضریب  cشده در هیات مرجع بر واحد طول و  نیروی حجمی اعمال

 ٥گذاری روابط  با جایدهد.  را نشان میمیرایی ویسکوز معادل میله 
  آید.  به دست می ١٠، رابطه ٩در رابطه  ٧و 
ܺ݀(ܺ)ܣ݀  )١٠( ቈ߲ܷ߲ܺ + 32 ൬߲ܷ߲ܺ൰ଶ + 12 ൬߲ܷ߲ܺ൰ଷ቉ 

 

(ܺ)ܣ+  డమ௎డ௑మ ൤1 + 3 డ௎డ௑ + ଷଶ ቀడ௎డ௑ቁଶ൨ + ௙௒ 
 

 = ఘ௒ (ܺ)ܣ డమ௎డ௧మ + ௖௒ డ௎డ௧   
، وابسته به تابع تغییرات سطح مقطع است. سطح ١٠معادله حاکم 
صورت تابع سینوسی، نمایی، خطی و غیره تغییر  تواند به مقطع می

کند. اگر سطح مقطع ثابت باشد، معادله ارتعاشی غیرخطی میله با 
شود که میله  آید. در اینجا فرض می ت میسطح مقطع ثابت به دس

صورت رابطه  بهسطح مقطع آن و در نتیجه  صورت مخروطی است به
  . کند تغییر می ۱۱
(ܺ)ܣ                                       )١١( = ଴ܣ + ଵܺܣ +    ଶܺଶܣ

  آید.  به دست می ١٢، رابطه ١٠در رابطه  ١١گذاری رابطه  با جای
ଵܣ)  )١٢( + (ଶܺܣ2 ቈ߲ܷ߲ܺ + 32 ൬߲ܷ߲ܺ൰ଶ + 12 ൬߲ܷ߲ܺ൰ଷ቉ 

 

଴ܣ)+  + ଵܺܣ + (ଶܺଶܣ డమ௎డ௑మ ൤1 + 3 డ௎డ௑ + ଷଶ ቀడ௎డ௑ቁଶ൨ + ௙௒ 
 

 = ఘ௒ ଴ܣ) + ଵܺܣ + (ଶܺଶܣ డమ௎డ௧మ + ௖௒ డ௎డ௧   
و با  شود فرض میصفر نیروی خارجی در حالت ارتعاشات آزاد، 

ݔتعریف  = ௑௟، ݑ = ௎௟، ߬ = ௧௟ ට௒ఘ، ߙଵ = ஺భ௟஺బ، ߙଶ = ஺మ௟మ஺బ ߤ وᇱ = ௖௟஺బඥఘ௒ آید. به دست می ١٣بعد  صورت بی معادله به  
)١٣(  (αଵ + 2αଶݔ) ቈ∂ݔ∂ݑ + 32 ൬∂ݔ∂ݑ൰ଶ + 12 ൬∂ݔ∂ݑ൰ଷ቉ 

 

 +(1 + αଵݔ + αଶݔଶ) డమ௨డ௫మ ൤1 + 3 ப௨ப௫ + ଷଶ ቀப௨ப௫ቁଶ൨ 
 

 = (1 + αଵݔ + αଶݔଶ) డమ௨డఛమ + ᇱߤ ப௨பத  
، ابتدا با استفاده از روش گلرکین معادله ١٣برای حل معادله 
ای به معادله دیفرانسیل معمولی، تبدیل و پس از  دیفرانسیل پاره

های چندگانه  آن معادله غیرخطی حاصل با استفاده از روش مقیاس
شود. تابع  شود. دو شرط مرزی در این تحقیق بررسی می حل می

 -سرگیردار و میله یک (ݔߨ) sinصورت  مکانی میله دوسرگیردار به



 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــی و همکاران پورجعفر هیمهد ۴۳۲

  ۱۳۹۷ بهمن، ۲ ، شماره۱۹دوره                                                                                                            پژوهشی مهندسی مکانیک مدرس                                                                       - ماهنامه علمی

sin (గ௫ଶصورت  سرآزاد به یک اند که شکل  در نظر گرفته شده (
صورت  جایی به مودهای خطی این دو مساله هستند. بنابراین جابه

  شود. در نظر گرفته می ١٤رابطه 
,ݔ)ݑ                                                )۱۴( ߬) =    (߬)߰(ݔ) ܹ

و اعمال روش  ۱۳در رابطه  ۱۴گذاری رابطه  سپس با جای
که ضرایب  آید به دست می ۱۵صورت رابطه  معادله به، [12]گلرکین

  آمده است.  ١آن در جدول 
)١٥(                     ሷ߰ + ߤ ሶ߰ + ߱଴ ଶ߰ + ଶ߰ߚ + ଷ߰ߣ = 0  
  

  ۱۵معادله  ضرایب) ۱ جدول
 ᇱ2ܿଶߤ ࣆ سرآزاد یک - سرگیردار میله یک میله دوسرگیردارضرایب

 ᇱ2ܿଶߤ

࣓૙૛ 
ଶ4ߨ ଵߙ + ൬ߨଶ6 + 14൰ ଶߙ + ଶ2ܿଶߨ  ൬ߨଶ16 − 14൰ ଵߙ − ൬−ߨଶ24 + 14൰ ଶߙ + ଶ8ܿଶߨ  

− ࢼ 3ߨ7 ଵߙ) + ଶ)ܿଶߙ  
൬ߨଶ4 − 12൰ߨ7 ଵߙ + ൬ߨଶ4 − 209 ൰ ଶߙ + ଶ4ܿଶߨ  

 ࣅ
ସ32ߨ3 ଵߙ + ൬17ߨଶ128 + ସ16൰ߨ ଶߙ + ସ16ܿଶߨ3  

൬3ߨସ512 − ଶ32൰ߨ ଵߙ − ൬15ߨଶ512 − ସ64൰ߨ ଶߙ + ସ256ܿଶߨ3 ଵ4ߙ ૛ࢉ  − ቆ3 − ଶߨଶ12ߨ2 ቇ ଶߙ + 12 ൬ ଶߨ1 + 14൰ ଵߙ + ൬ ଶߨ1 + 16൰ ଶߙ + 12 

  
، معادله غیرخطی را تنها با [3 ,1]منابعدر تحلیل ارتعاشی، برخی 

با قراردادن  ۱۵جمله غیرخطی درجه سه حل نمودند. معادله  ଵߙ = ଶߙ = و بدون درنظرگرفتن ضریب میرایی برای حالت  0
تطابق  [10]و همکاران رودی سلیمانیسطح مقطع ثابت، با پژوهش 

  کامل دارد.
  
 حل معادلات حاکم بر مساله - ۳

که روش  [13]از روش اغتشاش استفاده شده ۱۵برای حل معادله 
های  های مختلف بیان شده و روش مقیاس شکل اغتشاش به

چندگانه برای حل معادله غیرخطی حاضر استفاده شده که یکی از 
های غیرخطی است. در این روش  های قدرتمند در حل معادله روش
  . [13]شوند در نظر گرفته می ۱۶صورت رابطه  های زمانی به مقیاس

  

)۱۶(                                 ௡ܶ = ݊    ݎ݋݂    ௡߬ߝ = 0,1,2, …   
صورت  پارامتر مقیاس زمانی است و مشتق زمانی به ௡ܶکه در آن، 
بسط داده  ۱۸و  ۱۷شکل روابط  ، به௡ܶای نسبت به  مشتق پاره

  .[13]شود می
)۱۷(           ௗௗఛ = ௗ బ்ௗఛ డడ బ் + ௗ భ்ௗఛ డడ భ் + ⋯ = ଴ܦ + ଵܦߝ + ⋯   
  

)۱۸(                                       ௗమௗఛమ = ଴ଶܦ + ଵܦ଴ܦߝ2 + ⋯   
  شود. می فرض ۱۹ صورت رابطه ، بسط به۱۵برای حل معادله 

  

)۱۹(                        ߰(߬, (ߝ = ߰଴( ଴ܶ, ଵܶ) + )ଵ߰ߝ ଴ܶ, ଵܶ) 
  

  پارامتر اغتشاش است.  ߝکه 
ߚبا فرض  = ߣ، መߚߝ = ߤو  መߣߝ = -۱۹گذاری روابط  و با جای ߤ̂ߝ

,଴ߝو صفرقراردادن ضرایب  ۱۵در رابطه  ۱۷ حاصل  ۲۱و  ۲۰، روابط ଵߝ
  شوند.  می

  

଴ߝ                                     )۲۰(  ∶ ଴ଶܦ    ଴߰ + ߱଴ଶ߰଴ = 0  
  

ଵߝ )۲۱( ∶ ଴ଶ߰ଵܦ + ߱଴ଶ߰ଵ = ଵ߰଴ܦ଴ܦ2− − ଴߰଴ܦߤ̂ −  መ߰଴ଷߣ− መ߰଴ଶߚ
  

صورت رابطه  به ۲۰فرکانس خطی میله بوده و حل معادله  ଴߱که 
  است: ۲۲

)۲۲(                                           ߰଴ = )ܣ ଵܶ)݁௜ఠబ బ் + ܿܿ   
مقدار  cc مزدوج مختلط آن و ܣ̅یک عدد مختلط مجهول،  Aکه 

در  ଴߰گذاری  با جایشده هستند.  مزدوج مختلط عبارت بیان
 جمله نامحدود آن ابتداآید که از  به دست می ۲۳، رابطه ۲۱معادله 

  شود. به دست آورده می ଵ߰حذف و سپس  ،۲۴رابطه طبق 
଴ଶܦ  )۲۳( ଵ߰ + ߱଴ ଶ ଵ߰ = −2݅߱଴ܦଵ݁ܣ௜ఠబ బ் − ଴݁௜ఠబ߱݅ܣߤ̂ బ் ଶ݁ଶ௜ఠబܣመ൫ߚ−   బ் + ൯ܣ̅ܣ − ଷ݁ଷ௜ఠబܣ)መߣ బ் + ௜ఠబ݁ܣଶ̅ܣ3 బ்) + ܿܿ 
  
)۲۴(                           −2݅߱଴ܣᇱ − ଴߱݅ܣߤ̂ − ܣଶ̅ܣመߣ3 = 0   

ܣصورت قطبی  به A، مقدار ۲۴برای حل معادله  = ଵଶ ܽ݁௜௕  نوشته
هستند. با  ଵܶتابع حقیقی بر حسب  ܾو  ܽشود که در آن  می
های  و جداسازی قسمت ۲۴در رابطه  Aگذاری شکل قطبی  جای

  آید. به دست می ۲۵حقیقی و موهومی، رابطه 

)۲۵(                                                            ቐ ܽᇱ = − ఓෝଶ ܾܽᇱ = ଷఒ෡଼ఠబ ܽଶ 
  

گیری  هستند، پس با انتگرال ଵܶفقط تابع  ܽو  ܾبا توجه به این که 
  آید: میبه دست  ۲۶، رابطه ۲۵از رابطه 

)۲۶(  

൞ ܽ = ܽ଴݁ିఓෝଶ భ்ܾ = መ8߱଴ߣ3 ቆ− ܽ଴ଶ̂ߤ ݁ିఓෝ భ்ቇ + ܾ଴ 

 
  شود: می ۲۷صورت رابطه  به ܣ در نتیجه، 

  

ܣ                               )۲۷( = ௔బଶ ݁ିഋෝమ భ்݁௜(ିయഊ෡ೌబమఴഘబഋෝ ௘షഋෝ೅భା௕బ)  
  

در رابطه  ۲۷گذاری رابطه  ضرایب ثابت هستند. با جای ଴ܾو  ଴ܽکه 
۲۳ ،ଵ߰ آید. به دست می ۲۸صورت رابطه  به  

)۲۸(  
  ߰ଵ (߬) = መ3߱଴ଶߚ ଶ݁ଶ௜ఠబఛܣ − መ߱଴ଶߚ ܣ̅ܣ + መ8߱଴ଶߣ ଷ݁ଷ௜ఠబఛܣ + ܿܿ 
  

ଵߙبا قراردادن  ۲۸رابطه  = ଶߙ = و بدون درنظرگرفتن ضریب  0
مطابقت دارد.  [10]و همکاران رودی سلیمانیمیرایی با پژوهش 

  شود: در نظر گرفته می ۳۰و  ۲۹صورت روابط  شرایط اولیه به
  

,ݔ)ݑ                           )۲۹( 0) = sin గ௫௡  ߰(0) = ଵsinܦ గ௫௡  
  

ሶݑ                           )۳۰( ,ݔ) 0) = sin గ௫௡  ሶ߰ (0) = ଶsinܦ గ௫௡  
  

߬)ܣ                                     )۳۱( = 0) = ௔బଶ ݁௜(ିయഊೌబమఴഘబഋ ା௕బ) 
  

݊، ۳۰و  ۲۹که در رابطه  = ݊برای میله دوسرگیردار و   1 = 2  
هم عدد  ଶܦو  ଵܦسرآزاد است و  یک -سرگیردار برای میله یک

ଶܦجایی اولیه،  هستند که برای شرایط جابه = و برای شرایط  0



 ۴۳۳ تحت کرنش محدود ریبا سطح مقطع متغ لهیم یارتعاشات آزاد طولـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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ଵܦسرعت اولیه،  = را در  Aنیز  ۳۱شود. رابطه  در نظر گرفته می 0
در  ۲۸و  ۲۲گذاری روابط  کند. با جای بعد صفر بیان می زمان بی

  آید. به دست می ۳۲صورت رابطه  به (߬)߰، ۱۹رابطه 
)۳۲(  ߰(߬) = ௜ఠబఛ݁ܣ + 3߱଴ଶߚ ଶ݁ଶ௜ఠబఛܣ − ଴ߚ߱ ଶ +ܣ̅ܣ 8߱଴ଶߣ ଷ݁ଷ௜ఠబఛܣ + ܿܿ 
  

 ۳۳صورت رابطه  به (0)߰جایی اولیه،  برای اعمال شرط مرزی جابه
  شود: ه مینوشت

)۳۳(  ߰(0) = ܽ଴2 ݁௜൬ିଷఒ௔బమ଼ఠబఓ ା௕బ൰ + 3߱଴ߚ ଶ ܽ଴ଶ4 ݁ଶ௜൬ିଷఒ௔బమ଼ఠబఓ ା௕బ൰ 
 − ఉఠబమ ௔బమସ  + ఒ଼ఠబమ ௔బయ଼ ݁ଷ௜൬ିయഊೌబమఴഘబഋ ା௕బ൰ + ܿܿ  

ሶ߰، ۳۲گرفتن از رابطه  با مشتق   شود. می ۳۴صورت رابطه  به (߬)
)۳۴(  ሶ߰ (߬) = ቆ− 2ߤ + ݅ ଴ଶ8߱଴ܽߣ3 ݁ିఓఛ + ݅߱଴ቇ  ௜ఠబఛ݁ܣ

 

 + ఉଷఠబమ ቀ−ߤ + ݅ ଷఒ௔బమସఠబ ݁ିఓఛ + 2݅߱଴ቁ  ଶ݁ଶ௜ఠబఛܣ
 

 + ఉ௔బమସఠబమ ఓఛି݁ߤ + ఒ஺య௘య೔ഘబഓ଼ఠబమ (݅ ଽఒ௔బమ௘షഋഓ଼ఠబ + 3݅߱଴ − ଷఓଶ ) + ܿܿ 
 

ሶ߰برای اعمال شرط مرزی سرعت اولیه،  به  ۳۵صورت رابطه  به (0)
  آید. دست می

)۳۵(  ሶ߰ (0) = ቆ− 2ߤ + ݅ ଴ଶ8߱଴ܽߣ3 + ݅߱଴ቇ ܽ଴2 ݁௜൬ିଷఒ௔బమ଼ఠబఓ ା௕బ ൰ 
 

 + ఉଷఠబమ ቀ−ߤ + ݅ ଷఒ௔బమସఠబ + 2݅߱଴ቁ ௔బమସ ݁ଶ௜൬ିయഊೌబమఴഘబഋ ା௕బ൰ 
 + 4߱଴ଶߤ଴ଶܽߚ + 8߱଴ଶߣ (݅ ଴ଶ8߱଴ܽߣ9 + 3݅߱଴ − 2ߤ3 ) ܽ଴ଷ8 ݁ଷ௜൬ିଷఒ௔బమ଼ఠబఓ ା௕బ൰ 

 +ܿܿ  
  

  توان نوشت: می ۱۹طبق رابطه 
)۳۶(  ߰ = ௜ఠబఛ݁ܣ + ⋯ = ܽ଴2 ݁ିఓଶఛ cos ቈ߱଴߬ − ߤ଴ଶ8߱଴ܽߣ3 ݁ିఓఛ

+ ܾ଴቉ + ⋯ 
  

  توان نوشت: با استفاده از بسط تیلور می
  

)۳۷(                                                 ݁ିఓఛ = 1 − ߬ߤ + ⋯ 
  

که فرکانس غیرخطی است،  ߱، ۳۶در رابطه  ۳۷گذاری رابطه  با جای
  آید. به دست می ۳۸طبق رابطه 

  

)۳۸(                                                       ߱ = ߱଴ + ଷఒ௔బమ଼ఠబ 
  

توان دریافت که فرکانس غیرخطی با مجذور دامنه  می ۳۸از رابطه 
ارتعاشات رابطه مستقیمی دارد و به هندسه سطح مقطع و طول 

  شود. میله نیز وابسته است که در بحث نتایج اثرات آن بررسی می
  

 نتایج - ۴
جایی اولیه یا سرعت اولیه به  صورت دو حالت جابه شرایط اولیه به

در نظر  ۴۰و  ۳۹، طبق رابطه ۳۰و  ۲۹با توجه به روابط  Dاندازه 
  شوند. گرفته می

)۳۹(                                               ߰(0) = , ܦ ሶ߰ (0) = 0  
  

)۴۰(                                               ߰(0) = 0 , ሶ߰ (0) =  ܦ
  

ଵܺاگر  = ܽ଴  ܺوଶ = − ଷఒ௔బమ଼ఠబఓ + ܾ଴  ،گذاری  با جایفرض شود
، سیستم معادلات با دو معادله و دو ۴۰یا  ۳۹این روابط در رابطه 
را به دست  ଴ܾو  ଴ܽتوان مجهولات  آید که می مجهول به دست می

 ۰۵/۰در اینجا  Dمقدار آورد و سپس پاسخ سیستم را رسم کرد. 
جایی وسط میله دوسرگیردار با  ، جابه۱فرض شده است. در نمودار 

جایی وسط میله  ، جابه۲جایی اولیه و نمودار  شرایط جابه
دهد. این نمودارها با حل  دوسرگیردار تحت سرعت اولیه را نشان می

% ۳کوتای مرتبه چهار مقایسه شده است که حدود  - عددی رانگ
  تطابق بسیار خوبی با این حل عددی دارد. اختلاف دارند و 

  

 
جایی  مقایسه حل تحلیلی و عددی میله دوسرگیردار با شرایط جابه) ۱نمودار 
  اولیه

  

 
  مقایسه حل تحلیلی و عددی میله دوسرگیردار با شرایط سرعت اولیه) ۲نمودار 

  
 - سرگیردار یکجایی انتهای میله  نیز جابه ۴و  ۳نمودارهای 

جایی اولیه و سرعت اولیه نشان  ترتیب تحت جابه را به سرآزاد یک
کوتای مرتبه  -دهد. در این نمودارها نیز حل تحلیلی با رانگ می

شده  % اختلاف دارند. نتایج ارایه۳چهار تطابق خوبی دارد و حدود 
دهند که فرکانس نوسانات میله دوسرگیردار از میله  نشان می

، α1=۱/۰طور مثال برای  سرآزاد بیشتر است. به یک - گیردارسر یک
و فرکانس خطی  ω0=۰۴۴۸/۳فرکانس خطی میله دو سرگیردار 

  است. ω0=۵۴/۱سرآزاد  یک-میله یکسر گیردار
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، شرایط سرعت اولیه، دامنه ۴و  ۲همچنین با توجه به نمودارهای 
سرآزاد نسبت به میله  یک -سرگیردار ارتعاش را در میله یک

ردار بیشتر کرده، بدین صورت که دامنه در میله دوسرگی
و در میله دو سر گیردار حدود  ۰۳/۰سرآزاد حدود  یک - سرگیردار یک
  است. ۰۱۶/۰
  

  
سرآزاد با شرایط  یک -سرگیردار مقایسه حل تحلیلی و عددی میله یک) ٣نمودار 
  جایی اولیه جابه

  

  
سرآزاد با شرایط  یک - سرگیردار یکمقایسه حل تحلیلی و عددی میله ) ۴نمودار 

  سرعت اولیه
  

، ارتعاش آزاد میله دوسرگیردار تحت شرایط ۶و  ۵نمودارهای 
دهد. فرکانس و  جایی اولیه و سرعت اولیه مختلف را نشان می جابه

یابد.  دامنه در هر دو شرط اولیه، با افزایش شرایط اولیه افزایش می
جایی اولیه  فزایش شرایط جابهمقدار افزایش فرکانس کم است. با ا

% افزایش و با افزایش شرایط ۴، فرکانس حدود ۱/۰به  ۰۵/۰از 
درصد افزایش  ، فرکانس حدود نیم۱/۰به  ۰۵/۰سرعت اولیه از 

  یابد. می
سرآزاد را  یک -سرگیردار یکنیز ارتعاش آزاد میله  ۸و  ۷نمودارهای 

دهد.  جایی اولیه و سرعت اولیه مختلف نشان می تحت شرایط جابه
فرکانس و دامنه در هر دو شرط اولیه با افزایش شرایط اولیه 

، ۱/۰به  ۰۵/۰جایی اولیه از  یابد. با افزایش شرایط جابه افزایش می
 ۰۵/۰% افزایش و با افزایش شرایط سرعت اولیه از ۲فرکانس حدود 

  یابد. درصد افزایش می نیم ، فرکانس حدود۱/۰به 
، ارتعاش آزاد میله دوسرگیردار را با شرایط ۱۰و  ۹نمودارهای 

های مختلف نشان ଵߙجایی اولیه و سرعت اولیه، تحت  جابه
، در هر دو شرایط اولیه، فرکانس نوسانات ଵߙدهد. با افزایش  می

 جایی اولیه به مقدار اندکی % کاهش و دامنه در شرایط جابه۸حدود 
  یابد. کاهش و در شرایط سرعت اولیه افزایش می

 
  جایی اولیه متفاوت جایی وسط میله دوسرگیردار تحت جابه جابه) ۵نمودار 

  

  
  جایی وسط میله دوسرگیردار تحت سرعت اولیه متفاوت جابه) ۶نمودار 

  

  
اولیه جایی  سرآزاد تحت جابه یک - سرگیردار جایی انتهای میله یک جابه) ۷نمودار 
  متفاوت

  

  
سرآزاد تحت سرعت اولیه  یک -سرگیردار جایی انتهای میله یک جابه) ۸نمودار 
  متفاوت
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های ଵߙجایی اولیه با  جایی وسط میله دوسرگیردار تحت جابه جابه) ۹نمودار 
  مختلف

  

  
های ଵߙجایی وسط میله دوسرگیردار تحت سرعت اولیه با  جابه) ۱۰نمودار 
  مختلف

  
سرآزاد با  یک -سرگیردار ، ارتعاش آزاد میله یک۱۲و  ۱۱نمودارهای 
های مختلف αଵجایی اولیه و سرعت اولیه را تحت  شرایط جابه
فرکانس نوسانات در هر دو شرط اولیه،  αଵدهد. با افزایش  نشان می

جایی اولیه به مقدار  یابد. دامنه در شرایط جابه % کاهش می۲حدود 
  یابد. رایط سرعت اولیه افزایش میاندکی کاهش و در ش

، ارتعاش آزاد میله دوسرگیردار را تحت ۱۴و  ۱۳نمودارهای 
جایی اولیه و سرعت اولیه با ضریب میرایی مختلف نشان  جابه
دهد. ضریب میرایی تاثیر ناچیزی روی روند مساله دارد و در  می

، ۰۴/۰به  ۰۱/۰جایی اولیه با افزایش ضریب میرایی از  شرایط جابه
  یابد. درصد کاهش می فرکانس نوسانات حدود نیم

  

  
جایی اولیه با  سرآزاد تحت جابه یک - سرگیردار جایی انتهای میله یک جابه) ۱۱نمودار    مختلف هایଵߙ

  
سرآزاد تحت سرعت اولیه با  یک - سرگیردار جایی انتهای میله یک جابه) ۱۲نمودار  αଵمختلف های  

  

 
جایی اولیه با ضریب  جایی وسط میله دوسرگیردار تحت جابه جابه) ۱۳نمودار 

  میرایی مختلف

  

  
جایی وسط میله دوسرگیردار تحت سرعت اولیه با ضریب میرایی  جابه) ۱۴نمودار 
  مختلف

  
 - سرگیردار ، ارتعاش آزاد میله یک۱۶و  ۱۵همچنین نمودارهای 

با ضریب میرایی  جایی اولیه و سرعت اولیه سرآزاد را تحت جابه یک
دهد. ضریب میرایی تاثیر ناچیزی روی مساله  مختلف نشان می

جایی اولیه با افزایش ضریب  طوری که در شرایط جابه گذارد، به می
% کاهش ۳/۰، فرکانس نوسانات حدود ۰۴/۰به  ۰۱/۰میرایی از 

  یابد. می
، نسبت فرکانس خطی به غیرخطی بر حسب ١٨و  ١٧نمودارهای 
دهد. با افزایش  های مختلف را نشان میαଵازای  عد بهب دامنه بی αଵ فرکانس خطی و غیرخطی در هر دو شرط مرزی، از هم فاصله ،

شود. این اهمیت  تر می گیرند و فرکانس غیرخطی از خطی بزرگ می
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بررسی پدیده ارتعاشی میله با سطح مقطع متغیر را در دامنه زیاد 
اختلاف فرکانس خطی و دهد. در یک دامنه مشخص،  نشان می

سرآزاد کمتر از میله دوسرگیردار  یک -سرگیردار غیرخطی، در میله یک
، اختلاف ۳/۰به  ۱/۰از  ଵߙ، با افزایش ۲/۰بعد  در دامنه بی است.

% ۸نسبت فرکانس خطی به غیرخطی برای میله دوسرگیردار حدود 
  است.

  

  
جایی  سرآزاد تحت جابه یک -سرگیردار جایی انتهای میله یک جابه) ۱۵نمودار 

  اولیه با ضریب میرایی مختلف

  

  
سرآزاد تحت سرعت اولیه با  یک -سرگیردار جایی انتهای میله یک جابه) ۱۶نمودار 

  ضریب میرایی مختلف

  

  
های ଵߙازای  بعد به نسبت فرکانس خطی به غیرخطی به دامنه بی) ۱۷نمودار 

  مختلف برای میله دوسرگیردار

 
های ଵߙازای  بعد به نسبت فرکانس خطی به غیرخطی به دامنه بی) ۱۸نمودار 

  سرآزاد یک - سرگیردار مختلف برای میله یک
  

نتایج فرکانس خطی و غیرخطی میله دوسرگیردار، با  ،۲ در جدول
سطح مقطع ثابت و سطح مقطع متغیر با شرایط یکسان برای 

بعد  های بی شود که در دامنه مقایسه آورده شده است. مشاهده می
بعد تقریباً برابرند،  های غیرخطی در یک دامنه بی کوچک، فرکانس
های غیرخطی از هم  بعد، فرکانس ترشدن دامنه بی ولی با بزرگ
گیرند و با بیشترشدن شیب مخروط نیز فرکانس غیرخطی  فاصله می

بعد وابسته بوده، در  شود. فرکانس غیرخطی به دامنه بی تر می بزرگ
  حالی که فرکانس خطی برای یک سطح مقطع، ثابت است.

  
 فركانس خطی و غیرخطی میله دوسرگیردار) ۲ جدول

بعد دامنه بی
૚ࢻمیله سطح مقطع ثابت  = ૙  

  میله مخروطی
૚ࢻ  = ૙. ૚  

فركانس غیرخطیفركانس خطیفركانس غیرخطیفركانس خطی
۱/۰ ۱۴۱۵/۳ ۳۱۶/۳ ۱۴۱۹/۳ ۳۱۶/۳ 
۲/۰ ۱۴۱۵/۳ ۸۳۹/۳ ۱۴۱۹/۳ ۸۴/۳ 
۳/۰ ۱۴۱۵/۳ ۷۱/۴ ۱۴۱۹/۳ ۷۱/۴ 
۴/۰ ۱۴۱۵/۳ ۹۳/۵ ۱۴۱۹/۳ ۲۱/۶ 
۵/۰ ۱۴۱۵/۳ ۵۰/۷ ۱۴۱۹/۳ ۷۸/۷ 
  

 ଵߙ، نسبت فرکانس خطی به غیرخطی به ۲۰و  ۱۹در نمودارهای 
، فرکانس ଵߙبرای دو شرط مرزی میله رسم شده است. با افزایش 

گیرند و  خطی و غیرخطی در هر دو شرط مرزی، از هم فاصله می
شود. در میله دوسرگیردار، این  تر می فرکانس غیرخطی از خطی بزرگ

سبت فرکانس خطی به غیرخطی ، نαଵ=۳نسبت ابتدا کاهش و از 
سرآزاد، این نسبت  یک -سرگیردار یابد. در میله یک افزایش می

  یابد. همواره کاهش می
  

  
  برای میله دوسرگیردار ଵߙنسبت فرکانس خطی به غیرخطی به ) ۱۹نمودار 
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 - سرگیردار برای میله یک αଵنسبت فرکانس خطی به غیرخطی به ) ۲۰نمودار 
  سرآزاد یک
  
 گیری نتیجه - ۵
 مقطع سطح با میله غیرخطی طولی ارتعاش آزاد پژوهش، این در

 بر حاکم معادلات. است شده بررسی محدود کرنش تحت متغیر
 آمده دست به بوده، غیرخطی ای پاره دیفرانسیل معادلات که مساله
 دیفرانسیل معادلات به گلرکین روش وسیله به سپس. است

 شرط دو برای آزاد ارتعاش. است شده تبدیل غیرخطی معمولی
. اند شده بررسی سرآزاد یک - سرگیردار یک و دوسرگیردار مرزی
  :است زیر شرح به پژوهش این نتایج ترین مهم
تحت شرایط سرعت اولیه یکسان، دامنه نوسانات در میله  -۱

 سرآزاد بیشتر است. یک - سرگیردار یک
با  و دارد بستگی مقطع تغییر سطح به آهنگ میله زمانی پاسخ -۲

افزایش این آهنگ، فرکانس نوسانات در هر دو شرط مرزی کاهش 
 یابد. می
کمی دارد و با  میرایی وابستگی به ضریب میله زمانی پاسخ -۳

  .است افزایش ضریب میرایی تقریباً یکسان
 بیشتر خطی فرکانس از غیرخطی فرکانس مرزی، شرط دو هر در -۴

 تغییر سطح آهنگ و اولیه شرایط به فرکانس دو این نسبت و است
 با سرآزاد همواره یک - سرگیردار و در میله یک است وابسته مقطع
 به خطی فرکانس نسبت مقطع، سطح تغییر آهنگ افزایش
  .یابد می کاهش غیرخطی

  
  موردی گزارش نشد.تشکر و قدردانی: 
به  یگرید هیطور کامل در نشر مقاله تاکنون به نیا تاییدیه اخلاقی:

 تیمقاله حاصل فعال یعلم اتیاست. ضمناً محتو دهیچاپ نرس
 سندگانیبر عهده نو جیبوده و صحت و اعتبار نتا سندگانینو یعلم

  است.
ها  با سازمان یتعارض منافع گونه چیمقاله حاضر هتعارض منافع: 
  ندارد. گریو اشخاص د

نگارنده  (نویسنده اول)، مهدیه پورجعفری سهم نویسندگان:
 علیرضا فتوحی %)؛٣٤/پژوهشگر کمکی/نگارنده بحث (مقدمه

شناس/پژوهشگر  /روشمقدمه(نویسنده دوم)، نگارنده 
 (نویسنده سوم)، محمدمهدی جلیلی ؛%)٣٣اصلی/نگارنده بحث (

  %)٣٣شناس/پژوهشگر اصلی/نگارنده بحث ( /روشمقدمهنگارنده 
استفاده  قیتحق نیانجام ا یبرا یخاص یمنابع مال منابع مالی:
  نشده است.
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