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Nonlinear Size-Dependent Analysis of an Initially Curved 
Microbeam
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Nonlinear behavior of an initially curved fully clamped microbeam is investigated in this paper. 
The microbeam is laminated between two thin piezoelectric layers along its length. Applying 
voltage to the piezoelectric layers induces a lengthwise force in the microbeam which, in turn, 
changes the initial rise and the bending stiffness of the microbeam. This feature is used to tune 
the frequency and the bistability band of the initially curved microbeam for the first time in this 
paper. The microbeam is electrostatically actuated as well. The governing equation of motion is 
obtained, using the Hamilton’s principle and the size effect is considered in the formulation of 
the problem utilizing the strain gradient theory. Static response of the system is obtained, using 
the Newton-Raphson numerical approach. The natural frequency of the system is obtained 
for various electrostatic voltages. The influence of piezoelectric actuation and size effect is 
studied on the static behavior and the frequency of the microbeam. Dynamic response of the 
microbeam in the vicinity of the primary resonance is obtained, using shooting technique and 
in some cases by the method of multiple scales. The effect of size and piezoelectric excitation on 
the primary resonance is investigated. The secondary resonance of the microbeam subjected to 
subharmonic resonance of order 1/2 and the influence of size on it is also studied.
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  چکيده

در اين پژوهش به بررسی رفتار غیرخطی یک میکروتیر دوسرگیردار دارای انحنای 
طور کامل به  اولیه پرداخته شده است. دو لایه پیزوالکتریک با ضخامت کم، به

های  سطوح بالایی و پایینی میکروتیر چسبیده است. با اعمال ولتاژ به لایه
شود که موجب تغییر در میزان  پیزوالکتریک، نیروی محوری در میکروتیر القا می

برای شود. از این پدیده  انحنای اولیه و همچنین سفتی خمشی میکروتیر می
عنوان عامل تنظیم فرکانس  بهاولین بار در میکروتیرهای دارای انحنای اولیه 

استفاده شده است. علاوه بر این میکروتیر تحت تحریک مستقیم و متناوب 
کاملاً مستقل از تحریک پیزوالکتریک است. معادلات الکتروستاتیک قرار دارد که 

حاکم بر میکروتیر با استفاده از اصل همیلتون به دست آمده است و همچنین از 
تئوری گرادیان کرنش برای در نظر گرفتن اثر اندازه، بهره گرفته شده است. پاسخ 

رکانس استاتیکی میکروتیر با استفاده از روش عددی نیوتن رافسون و همچنین ف
ازای ولتاژهای مختلف الکتروستاتیک به دست آمده  طبیعی میکروتیر نیز به

پاسخ استاتیکی میکروتیر و فرکانس  است. اثر اندازه و تحریک پیزوالکتریک بر
مورد بررسی قرار گرفته و نشان داده است که تحریک پیزوالکتریک طبیعی آن 

سیستم مورد استفاده قرار گیرد. تواند برای تنظیم باند دوپایداری استاتیکی  می
پاسخ دینامیکی میکروتیر نیز در همسایگی رزونانس اولیه با استفاده از روش 

های  ای به دست آمده و در موارد خاص با روش تحلیلی مقیاس عددی پرتابه
زمانی چندگانه مقایسه شده است. تاثیر اندازه و همچنین تحریک پیزوالکتریک 

د تحلیل قرار گرفته است. در پایان نیز رزونانس ثانویه و بر رزونانس اولیه مور
 تاثیر اندازه بر آن مورد بررسی قرار گرفته است.
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هایی هستند که  از جمله سیستم های میکروالکترومکانیک سیستم
. همچنین هستندشدن و گسترش کاربرد گیر سرعت در حال همه به
برای ، هایی وجود منابع غیرخطی مختلف در چنین سیستم علت به

. از هستند زیادیهای  لحاظ دینامیکی دارای جذابیت بهپژوهشگرها 
توان به کشش  ها می جمله منابع غیرخطی رایج در این سیستم

های دوسرگیردار اشاره کرد که به  گاه صفحه میانی در اثر وجود تکیه
تحریک  ،غیرخطی هندسی نیز معروف است. دیگر عامل غیرخطی

ایین توان و سادگی، مصرف پ علت بهالکتروستاتیک است که 
های  های تحریک سیستم ترین راه از رایج ،عملکرد بالا

هایی  از دیگر غیرخطی. [1]ومکانیک از جمله میکروتیرها استالکتر
وجود انحنای اولیه  ،وجود بیایده که ممکن است در میکروتیرها ب

میکروتیرها ابعاد  این کهدر راستای طول میکروتیر است. با توجه به 
در  فرآیند تولیدشان حساسیت بالایی دارد،دارند و بسیار کوچکی 
این کم احتمال  فرآیند،در این  نین نقصاتر کوچکصورت وجود 

تخت نباشد و دارای اندکی انحنا  ،شدهنیست که میکروتیر تولید
 ،باشد. علاوه بر این میکروتیرهایی که دارای انحنای اولیه هستند

د نشان دهند که کاربردهای فردی را از خو توانند خواص منحصربه می
اشاره کرد.  توان به دوپایداری جذابی دارند. از جمله این خواص می

 در صورتی که دارای انحنای اولیهمیکروتیرهای دارای انحنای اولیه 
ی تخت، در نواحی خاصی از مناسب باشند، بر خلاف میکروتیرها

از عملکردشان دارای دو وضعیت تعادل پایدار هستند.  محدوده
  اشاره کرد: زیر توان به این موارد هایی می فواید چنین سیستم

توان سیستم را از یک وضعیت تعادل به  می مناسب با تحریک -۱
این که عامل وضعیت تعادل دیگر منتقل کرد. این پدیده بسته به 

باشد، پرش استاتیک یا پرش  ایجادکننده آن استاتیک یا دینامیک
  شود. دینامیک نامیده می

های تعادل خود  تواند حول هر یک از وضعیت سیستم می -۲
یی جا جابههای تعادل خود  نوسان کند و همچنین بین وضعیت

  دامنه بزرگ داشته باشد.
 ،های تعادل خود داشتن سیستم در هر یک از وضعیت برای نگه -۳

نیاز به صرف انرژی نیست. تنها برای انتقال آن از یک حالت تعادل 
  .[2]از به صرف انرژی استبه دیگری نی

شده، از میکروتیرهای دارای انحنای اولیه در  با توجه به خواص بیان
و  [6]، سنسور گاز[5]، سویچ[4 ,3]کاربردهایی نظیر حافظه مکانیکی

موارد ذکرشده، با توجه به  استفاده شده است. [7]گذر فیلتر میان
هت شناخت هر رفتار میکروتیرهای دارای انحنای اولیه به ج مطالعه

بینی رفتارشان تحت شرایط دینامیکی  و پیش آنهاچه بیشتر 
ن راستا محققان بسیاری در زمینه مختلف ضروری است. در ای

میکروتیرهای دارای انحنای اولیه  بررسی رفتار استاتیک و دینامیک
ترین  اند. در ادامه مروری بر مهم های پژوهشی پرداخته به فعالیت
  زمینه صورت گرفته است.ها در این  پژوهش
را برای  پرش استاتیک و همکاران ناپایداری پولین و پدیده ژانگ

 صورت تئوری و تجربی بررسی کرده و بهمیکروتیرهای دارای انحنا 
یی جا جابهکنند،  پرش را تجربه می پدیدهاند تیرهایی که  نشان داده

را تجربه  که فقط ناپایداری پولیندارند تری نسبت به تیرهایی  بزرگ
و همکاران نیز با تحلیل تئوری و تجربی نشان  کرایلوف. [8]کنند می
اند که ترتیب رخداد پرش و پولین بسته به پارامترهای سیستم  داده
بین میکروتیر و  وص ضخامت، انحنای اولیه و فاصلهالخص علی

با اعمال اختلاف  باتراو  داس. [9]تواند تغییر کند الکترود می
ن میکروتیر و الکترود به دو صورت ناگهانی و خطی پتانسیل بی

های پولین و پرش را مورد بررسی قرار دادند.  متغیر با زمان، پدیده
اشد، پاسخ چه سرعت اعمال ولتاژ کمتر ب نشان دادند که هر آنها

مچنین با افزایش نرخ شود. ه نزدیک می سیستم به پاسخ استاتیک
ناپایداری پولین حادث  یماً بدون رخداد پرش، مستق اعمال ولتاژ

و همکاران به بررسی دینامیک گذرای  کرایلوف. [10]شود می
ی اند که ولتاژها نشان داده و میکروتیر دارای انحنای اولیه پرداخته
خود  استاتیکاز مقادیر متناظر  متناظر با پرش و پولین دینامیک

 به بررسی رفتار دینامیک یونسو  اواکاد. [11]هستند تر کوچک
میزان خیز اولیه را  تاثیر وتیر دارای انحنای اولیه پرداخته ومیکر

سیستم و فرکانس طبیعی آن مورد بررسی قرار  روی پاسخ استاتیک
به بررسی تئوری و تجربی  صورت بهنیز  یونسو  باتاینه. [12]اند داده

اند.  لیه پرداختهمیکروتیر دارای انحنای او رفتار استاتیک و دینامیک
های پرش، هیسترزیس و رفتار  ، پدیدهدر بخش دینامیک

 تاثیر مگویدو  چن. [13]شوندگی مورد بررسی قرار گرفته است نرم
لولا) گاه (دوسرگیردار یا دوسر ی مختلف نظیر نوع تکیهپارامترها

یرات دمایی یکنواخت را شکل انحنا، نیروی محوری باقیمانده و تغی
در میکروتیرهای دارای انحنای اولیه مورد بررسی قرار  پرش بر پدیده

که بین پارامترهای دهد  نشان می آنهادادند. نتایج پژوهش 
بر پرش  تاثیرشده، شکل انحنای میکروتیر دارای کمترین  بررسی

هایی که مورد بررسی قرار گرفت  . کلیه پژوهش[14]متقارن است
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اند. این در  شدهتئوری کلاسیک محیط پیوسته نوشته  براساس
که ابعاد سیستم  زمانی ،حالی است که در عمل نشان داده شده

بینی صحیح رفتار  بسیار کوچک است، تئوری کلاسیک از پیش
و  [15]سیستم عاجز است و نتایج آن منطبق بر نتایج تجربی نیست

و به پارامترهای مقیاس طولی آن  تر کوچک ،هر چه ابعاد سیستم
شود، تفاوت نتایج تئوری کلاسیک با نتایج تجربی  تر می نزدیک

از همین روی در صورتی که هدف، بررسی  شود. بیشتر و بیشتر می
ساختار با ابعادی نزدیک به پارامترهای رفتار یک سیستم ریز

های غیرکلاسیک برای  مقیاس طولی آن باشد، استفاده از تئوری
ناپذیر است. در همین  آوردن نتایج قابل اعتماد اجتناب دست هب

های اخیر به تحلیل رفتار میکروتیرهای  راستا برخی محققان در سال
اند  های غیرکلاسیک پرداخته دارای انحنای اولیه با استفاده از تئوری

استفاده از با  مگویدو  چنند. آنها مرور شدکه در ادامه برخی از 
اندازه  به پرش وابسته شده، پدیده وپل اصلاحتئوری تنش ک

میکروتیر دارای انحنای اولیه را تحت تحریک الکتروستاتیک مورد 
خود اثر میدان الکتریکی  سازی مدلدر  آنها. اند قرار داده مطالعه
را در نظر  کازیمیر و در والس ون نیروهای های الکترود، لبه

پدیده پرش و  بر ندازها تاثیر اهمیت در این پژوهش. اند گرفته
 .[16]شده نشان داده شده استبودن باقی موارد ذکر اهمیت کم

و همکاران ناپایداری پولین و رزونانس غیرخطی میکروتیر  قایش
استفاده از تئوری تنش کوپل تحت تحریک الکتروستاتیک را با 

تحریک را بر دامنه و فرکانس  تاثیر آنهااند.  شده بررسی کرده اصلاح
سیستم بررسی کرده و پایداری سیستم را با استفاده  رفتار دینامیک

و همکاران  فر تجددیان[17]اند از تئوری فلوکه مورد تحلیل قرار داده
های پولین و پرش را بررسی و فرکانس طبیعی و دوپایداری  پدیده

تئوری گرادیان کرنش تحلیل کرده و با تئوری  براساسسیستم را 
چه اند که بر خلاف آن  آنها نشان دادهاند.  کردهکلاسیک مقایسه 

کند، ناحیه دوپایداری با کاهش ابعاد  بینی می تئوری کلاسیک پیش
هشی و همکاران در پژو فر تجددیان. [18]یابد سیستم کاهش می

میکروتیرهای دارای انحنای اولیه در  دیگر به بررسی رفتار دینامیک
با استفاده از روش  آنها. اند همسایگی رزونانس اولیه پرداخته

شوندگی میکروتیر و  اغتشاشات هوموتوپی قادر به رویت رفتار نرم
یک میکروتیر  فرخیو  قایش. [19]اند بوده پرش دینامیک

تحت تحریک الکتروستاتیک را ویسکوالاستیک دارای انحنای اولیه 
ها و همچنین اثر اندازه،  گرفتن اثر میدان الکتریکی لبهبا درنظر

 آنهااند.  مورد مطالعه قرار داده صورت استاتیک و دینامیک به
خود در نظر  سازی مدل نوسانات طولی و عرضی میکروتیر را در

پارامترهایی نظیر انحنای اولیه، نیروی محوری و اثر  تاثیرگرفته و 
و رزونانس اولیه مورد بررسی قرار  را بر رفتار استاتیک اندازه
  . [20]اند داده

رفتار وابسته با  شود، مطالعه در زمینه مشاهده میگونه که همان 
و کمبود  ک بودهاندازه میکروتیرهای دارای انحنای اولیه بسیار اند 

محسوس است. لذا برای شناخت هر  نشریات در این زمینه کاملاً 
در  های مذکور، انجام مطالعات بیشتر لازم است. چه بهتر سیستم

های پیزوالکتریک  استفاده از لایهاین پژوهش برای اولین بار 
تنظیم فرکانس و کنترل رفتار یک میکروتیر دوسرگیردار  منظور به

دارای انحنای اولیه تحت تحریک الکتروستاتیک در نظر گرفته شده 
آوردن معادلات  دست هاست. بدین ترتیب ابتدا به معرفی مدل و ب

و س معادلات استاتیک حاکم بر آن پرداخته شده است. سپ
ازای  های طبیعی سیستم به مچنین فرکانسحل شده و ه دینامیک

دست آمده است. در نهایت به ه ولتاژهای مختلف الکتروستاتیک ب
پارامترهایی نظیر اثر اندازه و  تاثیرهای سیستم و  تحلیل پاسخ

همچنین تحریک پیزوالکتریک بر فرکانس میکروتیر و رفتار آن 
  پرداخته شده است.

  

  یساز مدل - ۲
در این بخش به معرفی مدل میکروتیر دارای انحنای اولیه و 

سپس معادلات  وهمچنین بیان پارامترهای آن پرداخته شده 
  دست آمده است.ه حاکم بر سیستم ب

  معرفی مدل میکروتیر دارای انحنای اولیه - ۱- ۲
 ۱شماتیک در شکل  صورت بهشده برای میکروتیر  مدل درنظرگرفته

میکروتیر دوسرگیردار با  این شکل بیانگر یک وقابل مشاهده بوده 
میکروتیر   . انحنای اولیهاست aو عرض  h، ضخامت Lطول 

از  g0 در فاصله نشان داده شده است. w0(x)تابع   وسیله هب
تحریک  Vesمیکروتیر و در پایین آن یک الکترود ثابت قرار دارد. 

که شامل دو بخش ثابت و  بودهالکتروستاتیک اعمالی به میکروتیر 
تناوب و تحریک م VDCتوسط ولتاژ ثابت  ترتیب به ومتناوب است 

نازک  دو لایه پذیرد. صورت می Ωو فرکانس  VAC با دامنه
به سطح  از بالا و پایین کاملاً  hpپیزوالکتریک، هر یک به ضخامت 

های  شده به لایه نیز ولتاژ اعمال Vpاند.  میکروتیر چسبیده
شده در  ترتیب مختصات درنظرگرفته به zو  x. استپیزوالکتریک 

یی میکروتیر در راستای جا جابه بوده وراستای محوری و عرضی 
نشان داده شده  w(x,t)و  u(x,t)با  ترتیب بهمحوری و عرضی 

  است.
  

  
   شده شماتیک میکروتیر دارای انحنای اولیه درنظرگرفته )۱شکل 
  استخراج معادلات حاکم بر سیستم - ۲- ۲

با استفاده از اصل همیلتون، معادلات حاکم بر  در این بخش
شود. در این راستا ابتدا انرژی پتاسیل کرنشی  سیستم استخراج می

دست ه ب آنهاهای پیزوالکتریک و انرژی جنبشی  لایه ،میکروتیر
ایت شود. در نه سپس کار نیروی الکتروستاتیک محاسبه می آید، می

  شود. معادلات با استفاده از اصل همیلتون استخراج می
  انرژی پتانسیل میکروتیر - ۱- ۲- ۲

گرفتن اثر ردن معادلات حاکم بر سیستم با درنظرآو دست هب برای
و  لم شده توسط ارایهاندازه، از تئوری غیرکلاسیک گرادیان کرنش 

ژی استفاده شده است. با توجه به این تئوری، انر [21]همکاران
 ۱معادله  صورت به ،کند را اشغال می Լای که فضای  کرنشی ماده
   شود. نوشته می

  

)۱(   ܷ = ଵଶ ׬ ൫ߪ௜௝ߝ௜௝ + ௜ߛ௜݌ + ߬௜௝௞(ଵ)ߟ௜௝௞(ଵ) + ݉௜௝(௦)߯௜௝(௦)൯Լ ݀Լ 
  

ی تانسور کرنش کلاسیک هستند و از ها انالم ௜௝ߝ ،۱ در معادله
  آیند. دست میه ب ۲ رابطه

  

௜௝ߝ                                                    )۲( = ଵଶ ௜,௝ݑൣ +   ௝,௜൧ݑ
  

  .استام jبیانگر مشتق نسبت به مختصه  j,که در آن نماد 
 بخش متقارن تانسور انحنا، ترتیب به ௜௝௞(ଵ)ߟو  ௜ߛ، ௜௝(௦)߯ پارامترهای

ی تانسور گرادیان اتساع و بخش انحرافی تانسور گرادیان ها انالم



 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــی محمدرضا قضاوو  انیپور کین رضایعل ۲۵۰
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௜௝߯  :آیند دست میه ب زیرکشش هستند که از روابط  (ௌ) = ଵଶ ௜,௝ߠൣ + ௝,௜൧ߠ ௜ߠ                                                )۳( = ଵଶ ௞,௝ݑൣ − ௝,௞൧ݑ ௜ߛ                                                    )۴( = ௠௠,௜ߝ )۵(                                                                 
௜௝௞(ଵ)ߟ )۶( = 13 ൫ߝ௝௞,௜ + ௞௜,௝ߝ + −௜௝,௞൯ߝ 115 ௠௠,௞ߝ௜௝൫ߜ + −௠௞,௠൯ߝ2 115 ௠௠,௜ߝ௝௞൫ߜ + −௠௜,௠൯ߝ2 115 ௠௠,௝ߝ௞௜൫ߜ +  ௠௝,௠൯ߝ2

یی و دوران هستند و جا جابهی بردار ها انالم ௜ߠو  ௜ݑ، ۲-۶در روابط  نکر است. از این روابط پیداست که با داشتن ورنماد دلتای ک ௜௝ߜ
رهای آیند. پارامت دست میه نیز ب جایی، باقی پارامترها جابهبردار 

 ௜݌، بودهکه تانسور تنش کوشی  ݆݅ߪ از  ها نیز عبارت مرتبط با تنش
بخش متقارن تانسور  ௜௝(௦)݉تبه بالا و تانسورهای تنش مر ௜௝௞(ଵ)߬و 

محاسبه  ۷- ۱۰روابط  براساس ترتیب بهتنش کوپل است که 
  .[21]شوند می

  

௜௝ߪ                                            )۷( = ௜௝ߜ(ࢿ)ݎݐߣ +   ௜௝ߝߤ2
  

௜݌ )                                                               ۸( =   ௜ߛ଴ଶ݈ߤ2
  

)۹                                                           (߬௜௝௞(ଵ) =   ௜௝௞(ଵ)ߟଵଶ݈ߤ2
  

)۱۰                                                         (݉௜௝(௦) =   ଶଶ߯௜௝(௦)݈ߤ2
  

پارامترهای مقیاس طولی ماده هستند که  l2و  l0 ،l1، ۸- ۱۰در روابط 
 مسالهاثر اندازه با استفاده از همین پارامترها وارد فورمولاسیون 

، بودهجنس میکروتیر سیلیکون  این کهشود. با توجه به  می
در نظر گرفته  l0=l1=l2=0.15μmپارامترهای مقیاس طولی برابر با 

 ۱۱های لامه هستند که از طریق روابط  نیز ثابت μو  λ. [22]شده است
 ارتباط دارند. (߭)و ضریب پواسون  (E)با مدول یانگ  ۱۲و 

  

ߣ                                                           )۱۱( = ாజ(ଵାజ)(ଵିଶజ)  
  

ߤ)                                                                  ۱۲( = ாଶ(ଵାజ)  
 شده برای میکروتیر مورد نظر عبارت از جایی درنظرگرفته جابهمیدان 

  :رابطه زیر است
௫ݑ  )۱۳( = ,ݔ)ݑ (ݐ − ݖ ݔ௭߲ݑ߲  , ௬ݑ = 0, ௭ݑ = ଴ݓ + ,ݔ)ݓ  (ݐ
  

یی در راستای جا جابهنمایانگر  ترتیب به uzو  ux ،uy ،۱۳ رابطهدر 
تابع  w0=b0(1-2πx/L)/2هستند و  zو  x ،yمحورهای 
  شده برای انحنای اولیه میکروتیر است. درنظرگرفته
غیرصفر کرنش  ولفه، تنها م۲ در معادله ۱۳ رابطهگذاری  با جای

  آید. در می ۱۴ رابطه صورت به
ݔݔ_ߝ  )۱۴( = ′^ݑ + 2/2^〖′ݓ〗 + 0_〖′^ݓ〗 ′^ݓ −  ′′ݓݖ
  

 جایی و کرنش، کلیه جابههای  لفهوشدن م بدین ترتیب با مشخص
قابل محاسبه است و لذا انرژی پتانسیل بخش  ۱ رابطهپارامترهای 

  آید. دست میه اصلی میکروتیر ب
  های پیزوالکتریک ژی پتانسیل لایهانر - ۲- ۲- ۲

، [23]گرفتن معادلات ساختاری حاکم بر مواد پیزوالکتریکبا درنظر
رابطه زیر  های پیزوالکتریک عبارت از انرژی پتانسیل کرنشی لایه

  :[24]است
)۱۵(  

௣ܷ = 12 න ඵ ൭ܧ௣ ቆݑᇱ − ᇱᇱݓݖ + ᇱଶ2ݓ ቇଶ൱ ஺೛ݔ݀ ܣ݀
௅

଴  

− 12 න ඵ ൭ߝଷଷௌ ቆ ௣ܸℎ௣ቇଶ൱ ஺೛ݔ݀ ܣ݀
௅

଴  

− න ඵ ቌ ௣ܸℎ௣ ݁ଷଵ ቆݑᇱ − ᇱᇱݓݖ + ᇱଶ2ݓ ቇቍ ஺೛ݔ݀ ܣ݀
௅

଴  
  

عبارت اول مربوط به بخش مکانیکی انرژی کرنشی،  ،۱۵ رابطهکه در 
م مربوط به عبارت دوم مربوط به بخش الکتریکی و عبارت سو

ثابت نفوذپذیری  ଷଷௌߝدر این رابطه  بوده و کوپلینگ الکترومکانیک
 تحت کرنش ثابت است.

  های پیزوالکتریک انرژی جنبشی میکروتیر و لایه - ۳- ۲- ۲
 صورت بههای پیزوالکتریک  همراه لایه انرژی جنبشی میکروتیر به

  .آید دست میه ب ۱۶ رابطه
)۱۶(                                  ܶ = ଵଶ ௘௤(ܣߩ) ׬ ሶݑ) ଶ + ሶݓ ଶ)݀ݔ௅଴ 
  

های  همراه لایه جرم واحد طول معادل میکروتیر به ௘௤(ܣߩ)که 
  است:رابطه زیر  پیزوالکتریک بوده و عبارت از

  

௘௤(ܣߩ)        )۱۷( = ௕ܣ௕ߩ + ௣ܣ௣ߩ = ௕ܽℎߩ +   ௣(2ܽℎ௣)ߩ
  

بیانگر میکروتیر و  ترتیب به pو  bهای  زیرنویس ،۱۷ رابطهدر 
 پیزوالکتریک هستند.

  ر نیروی خارجیکا - ۴- ۲- ۲
شده به میکروتیر ناشی از تحریک نیروی خارجی وارد

  .[25]شود نوشته می ۱۸ صورت معادله بهالکتروستاتیک 
)۱۸(  

௘ܹ௦ = න ଴ܽߝ ௘ܸ௦ଶ2 ൬ 1(݃଴ + ଴ݓ + (ݓ − 1(݃଴ + ଴))൰ݓ ௅ݔ݀
଴  

  

଴ߝدر این رابطه  = 8.854 × 10ିଵଶ ି݉ܨଵ،  ضریب نفوذ خلأ
  .است
  اصل همیلتون - ۵- ۲- ۲

 معادلهی ویسکوز به شکل یگرفتن اثر میراهمیلتون با درنظرمعادله 
  .[26]شود نوشته می ۱۹

  

׬               )۱۹( ቀܶߜ − ܷߜ + ܹߜ − ௗܥ డ௪డ௧ ቁݓߜ ௧మ௧భݐ݀ = 0  
  

فرکانس طبیعی  ωضریب میرایی است که  Cd=2ζωدر این رابطه 
  .استسیستم 
آمده برای انرژی پتانسیل و جنبشی و  دست هگذاری روابط ب با جای

 سری عملیات ریاضی ام یکو انج ۱۹ رابطهکار نیروی خارجی در 
بدون بعد  معادلهانجام شده است،  [22]یک مرجع چه درمشابه آن 

گرفتن اثر اندازه به بر ارتعاشات عرضی میکروتیر با درنظرحاکم 
  شود. حاصل می ۲۰ معادلهشکل 
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)۲۰(  ߲ସݔ߲ݓସ + ߲ଶݐ߲ݓଶ − ଵߣ ߲଺ݔ߲ݓ଺ − ଶߣ) + ଷߣ න(൬߲ݔ߲ݓ ൰ଶଵ
଴  

+2 ݔ߲ݓ߲ ݔ଴݀ݓ݀ (ݔ݀( ቆ߲ଶݔ߲ݓଶ + ݀ଶݓ଴݀ݔଶ ቇ + ସߣ ݐݓ߲߲ ହߣ−  = ( ஽ܸ஼ + ஺ܸ஼ cos (Ω̃ݐ))ଶ(1 + ݓ + ଴)ଶݓ  

معادله از تئوری گرادیان کرنش استفاده شده،  این کهبا توجه به 
رد شرط مرزی مو ۶است. بنابراین  ۶ ) از درجه۲۰حاکم بر سیستم (

 معادلهشرایط مرزی نیز مطابق با  نیاز بوده (سه شرط در هر مرز) و
  است. ۲۱
ݓ  )۲۱( ฬݔ = 0,1 = 0 , ݔ߲ݓ߲ ฬݔ = 0,1 = 0 , ߲ଶݔ߲ݓଶ ฬݔ = 0,1 = 0 
  

شرایط مرزی هندسی کلاسیک هستند که مبین این  ،اول رابطهدو 
یی و شیب در مرزها برابر با صفر است. شرط مرزی جا جابهکه  بوده

مبین این است که  بوده،سوم که یک شرط مرزی غیرکلاسیک 
ضرایب  گرادیان کرنش در مرزها برابر با صفر در نظر گرفته شده است.

  :اند شده ارایه صورت زیر به ۲۰ رابطهبدون بعد موجود در 
ଵߣ  )۲۲( = ଶܮܭܵ ଶߣ,  = ൫−2݁ଷଵ ௣ܸܽ൯ ଷߣ  ଶܵܮ = ௘௤݃଴ଶ2ܵ(ܧܣ) ସߣ  ,     = ݐସܵ̃ܮௗܥ ହߣ   =  ,            ସ2ܵ݃଴ଷܮ଴ܽߝ

ݐ̃  = ඨ(ܣߩ)௘௤ܮସܵ  

ଵߣ = ଶܮܭܵ ଶߣ,   = ௣ܨ ଶܵܮ ଷߣ,   = ௘௤݃଴ଶ2ܵ(ܧܣ) ସߣ  = ݐସܵ̃ܮௗܥ ହߣ,   = ସ2ܵ݃଴ଷܮ଴ܽߝ   ,
ݐ̃ = ඨ(ܣߩ)௘௤ܮସܵ  

الکتریک است.  ثابت دی ଴ߝثابت پیزوالکتریک و  ଷଵ݁که در آن 
  :صورت زیر است بههای موجود در این رابطه نیز  ثابت

)۲۳(  ܵ = ௘௤(ܫܧ) + ܣߤ ൬2݈଴ଶ + 120225 ݈ଵଶ + ݈ଶଶ൰ ܭ = ܫߤ ൬2݈଴ଶ + 45 ݈ଵଶ൰ (ܧܣ)௘௤ = ௕ܣ௕ܧ + ௣ܣ௣ܧ = ௕ܽℎܧ + ௘௤(ܫܧ) ௣(2ܽℎ௣)ܧ = ௕ܫ௕ܧ) + (௣ܫ௣ܧ = ௕ܧ ܽℎଷ12 ௣ܽ(ℎℎ௣ܧ + ൬ℎ2 + ℎ௣൰ + 23 ℎ௣ଷ) 

بدون بعد  ۲۴پارامترهای  براساس ۲۰ معادلهلازم به ذکر است که 
  شده است.

ෝݓ )۲۴( = ଴ݓ݃   , ෝ଴ݓ = ଴݃଴ݓ   , ොݔ = ,   ܮݔ ݐ̂ = ݐ̃ݐ  , Ω෩ = Ω̃ݐ 

حرکت  معادلهکه به جهت سادگی، از آوردن کلاهک پارامترها در 
  نظر شده است. صرف

  حل معادله حاکم بر سیستم - ۳
حاکم بر حرکت سیستم تحت تحریک  معادله ۲در بخش 

دست آمد ه گرفتن اثر اندازه بلکتروستاتیک و پیزوالکتریک با درنظرا
به توضیح روش حل معادله استاتیک و  ). در این بخش٢٠ معادله(

معادله کاهش داده  مرتبه ابتدا پرداخته شده است. دینامیک
ز تفاده اشده با اس معادله کاهش مرتبه دادهشود و سپس  می
  د.شو های مناسب حل می روش
  معادله حاکم مرتبهکاهش  - ۱- ۳

حاکم بر حرکت سیستم  معادلهتوان  با استفاده از روش گلرکین می
سازی کرد. بدین ترتیب معادله با مشتقات جزئی تبدیل  را گسسته

شود. به عبارت دیگر سیستم پیوسته با  دیفرانسیل می معادلهبه 
شود.  جات آزادی محدود مدل میتقریب، توسط یک سیستم با در

در نظر گرفته  ۲۵ رابطه صورت به ۲۰ معادلهدر روش گلرکین پاسخ 
شود می [27]. 

ݓ   = ∑ ெ௜ୀଵ(ݔ)௜߮(ݐ)௜ݑ )۲۵(                                               
  

که پاسخ سیستم از مختصات  شود بدین ترتیب فرض می
ای  ند و توابع مقایسها مجهولمند) که  یافته (توابع زمان تعمیم

تشکیل شده است.  ،(توابع وابسته به مکان) که معلوم هستند
ای در نظر  توابع مقایسه عنوان بهمورد بررسی  شکل مود سازه معمولاً 

شوند. بنابراین یک انتخاب این است که شکل مود  گرفته می
ظر گرفته ای در ن توابع مقایسه عنوان بهمیکروتیر دارای انحنای اولیه 

اند که استفاده از  نشان داده [12]یونسو  اواکادشوند. با این حال 
جای میکروتیر دارای  به )۲۶ معادلهشکل مود میکروتیر تخت (

  دهد. انحنای اولیه در بسط گلرکین، جوابی با دقت بسیار بالا می
  

)۲۶(                                  ߮௜(௜௩) + ߱௜ଶ߮௜ − ଵ߮௜(௩௜)ߣ = 0  
  

௜(௡)߮، ۲۶ رابطهدر  = ௗ೙ఝ೔ௗ௫೙ است.  
اند در صورتی که  نشان داده [28]و همکاران میاندوآب مانیاز طرفی  ଵߣ ≪ شکل مود  معادلهبه پاسخ  ۲۶ معادله، پاسخ باشد 1
این شود. بنابراین حتی با وجود  تئوری کلاسیک همگرا می براساس

دست ه تئوری کلاسیک ب براساسشکل مود میکروتیر تخت که  که
، شرط مرزی مربوط به تئوری غیرکلاسیک را ارضا است آمده
ای از آن استفاده کرد.  تابع مقایسه عنوان بهتوان  کند، اما می نمی

، ضرب طرفین ۲۰ معادلهدر  ۲۵ معادلهگذاری  بدین ترتیب با جای
ول آمده روی ط دست هب معادلهگیری از  و انتگرال (ݔ)௡߮معادله در 
  آید. دست میه سیستم ب یافته مرتبه معادله کاهشمیکروتیر، 

  

ሷݑ  )۲۷( ௡(ݐ) + ሶݑସߣ ௡(ݐ) + ෍ ெ(ݐ)௜ݑ
௜ୀଵ න ߮௜(௜௩)߮௡݀ݔଵ

଴  
ଵߣ− ෍ ெ(ݐ)௜ݑ

௜ୀଵ න ߮௜ (௩௜)߮௡݀ݔଵ
଴  

ଶߣ− ቎෍ ெ(ݐ)௜ݑ
௜ୀଵ න ߮௜ ᇱᇱ߮௡݀ݔଵ

଴ + න ଴ݓ ᇱᇱ߮௡݀ݔଵ
଴ ቏ 

ଷ[෍ߣ− ෍ ෍ ௜ெݑ
௞ୀଵ ௝ெݑ

௝ୀଵ ௞ெݑ
௜ୀଵ න ߮௜ᇱ ௝߮ ᇱ݀ݔଵ

଴ න ߮௞ ᇱᇱ߮௡݀ݔଵ
଴  

+ ෍ ෍ ௜ெݑ
௝ୀଵ ௝ݑ න ߮௜ᇱ ௝߮ ᇱ݀ݔଵ

଴ න ଴ݓ ᇱᇱ߮௡݀ݔଵ
଴

ெ
௜ୀଵ  



 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــی محمدرضا قضاوو  انیپور کین رضایعل ۲۵۲

  ۱۳۹۷ بهمن، ۲ ، شماره۱۹دوره                                                                           پژوهشی مهندسی مکانیک مدرس                                                                                                     - ماهنامه علمی

+2 ෍ ෍ ௜ெݑ
௝ୀଵ ௝ݑ න ߮௜ᇱݓ଴ᇱ݀ݔଵ

଴ න ௝߮ ᇱᇱ߮௡݀ݔଵ
଴

ெ
௜ୀଵ  

+2 ෍ ௜ெݑ
௜ୀଵ න ߮௜ᇱݓ଴ ᇱ݀ݔଵ

଴ න ଴ݓ ᇱᇱ߮௡݀ݔଵ
଴ ] = )ହߣ− ஽ܸ஼ + ஺ܸ஼ cos(Ωݐ))ଶ න ߮௡(1 + ଴ݓ + ∑ ௜߮௜ெ௜ୀଵݑ )ଶ ଵݔ݀

଴  

که به  بودهیافته حاکم بر سیستم  مرتبه معادله کاهش، ۲۷  معادله
های مختلفی قابل حل است. لازم به ذکر است که حضور  روش

های  عبارت انتگرالی مربوط به تحریک الکتروستاتیک، بر پیچیدگی
با  بله با این مشکل، عبارت انتگرالیافزاید. برای مقا حل معادله می

آمده جایگزین  دست هب ۳/۱معادل عددی آن که به روش سیمپسون 
 mگیری به  انتگرال ، ابتدا بازه۳/۱شده است. در روش سیمپسون 

با  دهند). گره را تشکیل می m+1شود (که  قسمت تقسیم می
گرفتن یک درجه آزادی، معادل عبارت انتگرالی موجود در درنظر

  :صورت زیر است بهتحریک الکتروستاتیک 
)۲۸(  

න ൫1(ݔ)߮ + ଴ݓ + ൯ଶ(ݔ)߮ݑ ଵݔ݀
଴  

= 13݉ [ ߮(0)൫1 + ଴ݓ + ൯ଶ(0)߮ݑ     + ߮(1)൫1 + ଴ݓ +  ൯ଶ(1)߮ݑ

+4 ෍ ൫1(ଶ௜ݔ)߮ + ଴ݓ + ൯ଶ(ଶ௜ݔ)߮ݑ
௠ଶ ିଵ
௜ୀଵ  

+2 ෍ 1)(ଶ௜ିଵݔ)߮ + ଴ݓ + ଶ((ଶ௜ିଵݔ)߮ݑ
௠/ଶ
௜ୀଵ ] 

  معادله استاتیک - ۲- ۳
میکروتیر با اعمال تحریک مستقیم الکتروستاتیک به سیستم، 

منحرف و به سمت الکترود ثابت  ،خود مقداری از وضعیت اولیه
کند.  شود و در واقع وضعیت تعادل جدیدی پیدا می متمایل می

 معادله استاتیکبرای تحلیل رفتار سیستم در این حالت باید 
دادن معادله استاتیک سیستم با برابر صفرقرارسیستم حل شود. 

آیند.  دست میه ب ۲۷ معادلهمند موجود در  های زمان عبارت
ها دیگر  ௜ݑاست،  معادله استاتیک این کههمچنین با توجه به 

ای  . بدین ترتیب معادلههستندوابسته به زمان نیستند و ثابت 
 - که به روش نیوتن آید ه دست میها ب௜ݑغیرخطی بر حسب 

آمده در  دست ههای ب௜ݑدادن شود. در نهایت با قرار سون حل میراف
ازای ولتاژهای  شود و به یی میکروتیر حاصل میجا هجاب، ۲۵ معادله

  .آید می دسته مختلف الکتروستاتیک، نقاط تعادل سیستم ب
  معادله دینامیک - ۳- ۳

آید. با توجه  دست میه ، پاسخ فرکانسی سیستم ب۲۷ معادلهبا حل 
، حل تحلیلی برای آن وجود ندارد. لذا معادله دینامیکبه پیچیدگی 

استفاده شده است.  [29 ,1]ای وش عددی پرتابهدر این پژوهش از ر
های  که قادر است پاسخ بودهای روشی بسیار قدرتمند  روش پرتابه

تناوبی سیستم را چه از نوع پایدار و چه ناپایدار بیابد. پایداری 
آمده نیز با استفاده از تئوری فلوکت تعیین  دست ههای ب پاسخ
های زمانی  . در برخی موارد خاص نیز از روش مقیاس[1]شود می

چندگانه استفاده شده که روشی تحلیلی است. استفاده از روش 

 ه محدود به حالاتی است که دامنههای زمانی چندگان مقیاس
ر این حالت تحریک کم و ضریب کیفیت بالا باشد. چرا که تنها د

سخ معادله معتبر پا عنوان بهشده  است که بسط مجانبی درنظرگرفته
 خواهد بود.

  ای دی پرتابهروش عد - ۱- ۳- ۳
را به فرم فضای  ۲۷ معادلهای ابتدا  برای حل معادله به روش پرتابه

  حالت نوشته
ሶԦݔ                                                               )۲۹( = ,Ԧݔ)ܨ   (ݐ
  

  صورت بهای  و باید بردار شرایط اولیه
Ԧ(0)ݔ                                                                   )۳۰( =   Ԧߟ
  

های تناوبی با دوره تناوب  پاسخ این کهپیدا شود که با توجه به  ܶ = ߨ2   شود. برقرار ۳۱مورد توجه است، باید شرط  ⁄߱
  

,ܶ)Ԧݔ                                                               )۳۱( (Ԧߟ =   Ԧߟ
که  شود در نظر گرفته می (ሬሬሬԦ଴ߟ)ای  برای این منظور ابتدا حدس اولیه

 تفاوت دارد. Ԧߟδ از مقدار دقیق آن به اندازه
Ԧߟ                                                            )۳۲( = Ԧ଴ߟ + δߟԦ  

  

تیلور و حذف  صورت به، بسط معادله ۳۱در  ۳۲رابطه گذاری  با جای
  آید. دست میه ب ۳۳ معادلهعبارات غیرخطی، 

)۳۳(                              ቀడிԦడ௫Ԧ డ௫ԦడఎሬሬԦ − ቁܫ δߟԦ = Ԧ଴ߟ − ,ܶ)Ԧݔ   (Ԧ଴ߟ
  

یک دستگاه معادلات دیفرانسیل  ،۲۹همراه معادلات  به ۳۳معادله 
Ԧݔ߲دهند که تغییرات  را تشکیل می را بر حسب زمان نشان  ⁄Ԧߟ߲

 ۳۰ معادلهگیری از  نیز با مشتق ۳۳معادلات  اولیهدهد. شرایط  می
در یک  ۳۳و  ۲۹آید. با حل همزمان دستگاه معادلات  دست میه ب

و در نهایت با دقت  شود میدر هر مرحله اصلاح  Ԧߟδتکراری،  فرآیند
ای  مورد نیاز به مقدار نهایی خواهد رسید. بدین ترتیب شرط اولیه

آید.  دست میه ب ،شود می Tتناوب  هکه منجر به پاسخ تناوبی با دور
های محدوده فرکانسی مورد نظر  ازای تمام فرکانس این عملیات به

  شود. و پاسخ فرکانسی سیستم حاصل میاست دست آمده ه ب
آوردن پاسخ فرکانسی سیستم حول  دست های برای ب در روش پرتابه

 Tاوب تن آمده با دوره دست همعادلات ب است تا رزونانس اولیه کافی
آوردن پاسخ فرکانسی حول رزونانس ثانویه  دست هبرای ب حل شوند.

حل  2Tتناوب  ، معادلات باید با دوره۲/۱ مرتبهزیرهارمونیک از 
  شوند.
  های زمانی چندگانه روش مقیاس - ۲- ۳- ۳

استفاده از  یچندگانه، ابتدا معادله برا یزمان های یاسدر روش مق
حرکت که  معادلهمنظور حل  ین. بدشود یم یساز روش مناسب ینا

 صورت به ،شده است یلتشک ینامیکو د یکاز دو بخش استات
  شود. نوشته می ۳۴ معادله

,ݔ)ݓ                                    )۳۴( (ݐ = (ݔ)௦ݓ + ,ݔ)ௗݓ   (ݐ
  

ف عبارات مربوط به تعادل ، حذ۲۰در  ۳۴ معادلهدادن با قرار
معادله حاصله و انجام در  [25]دادن بسط گلرکیناستاتیک، قرار

گرفتن یک با درنظر انجام شد، ۱- ۳چه در بخش عملیات مشابه آن 
  آید. دست میه ب ۳۵ معادله ،مود

ሷݑ  )۳۵( + ሶݑସߣ + ݑܭ + ଶݑ௡௤ܭ + =ଷݑ௡௖ܭ ଵܨ ஺ܸ஼ cos(Ωݐ) + ݑଶܨ ஺ܸ஼ cos(Ωݐ)+ ଵ݂ ஺ܸ஼ ଶ +(ݐߗ)ଶݏ݋ܿ ଶ݂ݑ ஺ܸ஼ ଶ  (ݐߗ)ଶݏ݋ܿ
  

  :موارد زیر است عبارت از ۳۵ معادلهپارامترهای موجود در 
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 وضعیت حول ساناتنو دامنه بودن کوچک هب توجه با همچنین

  شود. می گرفته نظر در ۳۷ مجانبی بسط صورت به u ،استاتیک تعادل
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଴ܶای است و  انهخپارامتر کتاب ߝ، ۳۷در بسط مجانبی  = ، ݐ ଵܶ = ଶܶو  ݐߝ = های زمانی بزرگ، متوسط  مقیاس ترتیب به ݐଶߝ
  و کوچک هستند.

انجام  [30 ,25]دو پژوهش چه دربا انجام عملیات ریاضی مشابه آن 
  آید. دست میه ب ۳۸پاسخ فرکانسی  معادلهشده است، 
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فرکانس  فاصلهبیانگر  ߪپاسخ سیستم و  دامنه ଴ܽ، ۳۸ رابطهدر 

مشخص  ۳۹ رابطهکه در  بودهتحریک از فرکانس اصلی سیستم 
  شده است.

)۳۹(                                                            Ω = ߱ +   ߪଶߝ
  تحلیل فرکانسی - ۳- ۳- ۳

طبیعی سیستم تحت تحریک  آوردن فرکانس دست برای به
دادن عبارات برابر صفرقرار الکتروستاتیک و پیزوالکتریک، با

ه خطی سیستم ب معادله، ۳۵ معادلهغیرخطی و تحریک خارجی در 
فرکانس طبیعی  ،[27]مقدار ویژه مسالهآید. سپس با حل  دست می
گونه که از اولین رابطه در معادلات آید. همان  ه دست میسیستم ب

الکتروستاتیک بر سختی خطی میکروتیر  DCپیداست، ولتاژ  ۳۶
شده را  توان فرکانس طبیعی سیستم خطی می دارد. بنابراین تاثیر
  دست آورد.ه ازای ولتاژهای مختلف الکتروستاتیک ب به
  

 اعتبارسنجی مدل - ۴
باید از اعتبار آن دست بیاید، ه که پاسخ سیستم بپیش از آن 

های  اطمینان حاصل شود. بدین منظور نتایج حاصل از آزمایش
 [9]مرجعیک میکروتیر دارای انحنای اولیه که در  رویشده  انجام

 .عیار مقایسه در نظر گرفته شدم عنوان به، است گزارش شده
، a=30μm، عرض L=1000µmمیکروتیر مورد نظر دارای طول 

اولیه بین  فاصلهو  b0=3.5μm اولیه، خیز h=2.4μmضخامت 
  است. g0=10.1μmمیکروتیر و الکترود 

گونه که از این و همان نشان داده شده  ۱نمودار نتایج حاصله در 
آمده با نتایج  دست همشخص است، انطباق خوبی بین مدل ب نمودار

 ،۱نمودار با توجه به  وجود دارد. [9]و همکاران کرایلوفآزمایشگاهی 
خود که  اولیهبا افزایش ولتاژ الکتروستاتیک، میکروتیر از وضعیت 

مقداری به سمت الکترود  ،نشان داده شده نموداردر  A نقطهبا 
یابد تا  یی میکروتیر همواره افزایش میجا جابهو  شود میمنحرف 
با اندکی افزایش در ولتاژ الکتروستاتیک،  B نقطهدر  این که

 Cبه  B نقطهود. در این حرکت که از ش میکروتیر دچار پرش می
خود به  اولیهنشان داده شده است، میکروتیر از وضعیت تعادل 

شود. ولتاژ متناظر با این پرش را  وضعیت تعادل ثانویه منتقل می
یی جا جابه ،ولتاژ پرش گویند. با افزایش بیشتر ولتاژ الکتروستاتیک

دچار  D نقطهر تا جایی که د یابد میمیکروتیر همچنان افزایش 
شود که در این حالت میکروتیر به الکترود  ناپایداری پولین می

چسبد. ولتاژ متناظر با ناپایداری پولین را ولتاژ پولین گویند. از  می
مقدار ولتاژ اعمالی کاهش یابد،  Dسوی دیگر اگر از وضعیت 

پرشی را  ،E نقطهتا جایی که در  یابد مییی میکروتیر کاهش جا جابه
کند که مبین پرش میکروتیر از وضعیت تعادل  تجربه می F نقطه به

 آن است. این پرش را پرش بازگشتی اولیهثانویه به وضعیت تعادل 
گونه که از همان  را ولتاژ پرش بازگشتی گویند.و ولتاژ متناظر با آن 

ازای مقادیر ولتاژ الکتروستاتیک که کمتر  منحنی مشخص است، به
و  Fشتر از ولتاژ پرش بازگشتی هستند (بین نقاط از ولتاژ پرش و بی B سیستم دارای دو وضعیت تعادل پایدار است. این محدوده را ،(

  نامند. دوپایداری استاتیک می ناحیه
و  B ،E، نقاط ۱نمودار شده در  داده در منحنی پاسخ استاتیک نشان D در محل این نوع هستنداسبی  زین -نقاط انشعاب از نوع نقطه .

از انشعاب، یک شاخه حل پایدار با یک شاخه حل ناپایدار به هم 
  رسند. می

های  نظر از لایه گرفتن انحنای اولیه و صرفبا صفر درنظر
آید.  دست میه گیردار بمدل میکروتیر تخت دوسر ،پیزوالکتریک

های  برای این مدل نیز ولتاژهای پولین برای میکروتیر با طول
و  h=2.94μmامت ، ضخa=50μmمتفاوت و عرض 
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g0=1.05μm تنشی معادل  و پیشMpa۱۰ دست آمده و با ه ب
نمودار مقایسه شده و در  [31]یک پژوهش شده در ارایهنتایج تجربی 

شود مدل  همان گونه که مشاهده می نشان داده شده است. ۲
شده در این مورد نیز تطابق خوبی با نتایج تجربی  درنظرگرفته

  دارد. [31]یک پژوهش شده در ارایه
که میکروتیرهای دارای است های بعدی نشان داده شده  در بخش

توانند دوپایداری باشند. در غیر  انحنای اولیه با طراحی مناسب می
ازای هر ولتاژ  این صورت مانند میکروتیرهای تخت به

. همچنین یک وضعیت تعادل پایدار دارند صرفاً  ،الکتروستاتیک
  سیستم را کاهش یا افزایش داد. دوپایداری توان محدوده می

  

  
  [9]شده در این مقاله با مرجع اعتبارسنجی مدل درنظرگرفته )۱نمودار 

  

اعتبارسنجی مدل میکروتیر تخت بدون تحریک پیزوالکتریک با  )۲نمودار  
  [31]مرجع

  
 سازی و بحث در نتایج نتایج شبیه - ۵

شده  ارایهمیکروتیر با ابعاد و مشخصات  ،ها سازی برای انجام شبیه
 گرفتن اثر اندازهتاثیر درنظرابتدا  در نظر گرفته شده است. ۱در جدول 

و این کار با میکروتیر مورد بررسی قرار گرفته  بر رفتار استاتیک
تئوری کلاسیک با تئوری  براساسمیکروتیر  مقایسه رفتار استاتیک

 ۳نمودار که نتایج آن در  غیرکلاسیک گرادیان کرنش انجام شده
، تئوری گرادیان شود همان طور که مشاهده می شده است. ارایه

بینی  تری را برای میکروتیر پیش کرنش ولتاژ پرش و پولین بزرگ
کردن به اولین رابطه در  توان با نگاه یل این تفاوت را میکند. دل می

ری شده توسط تئو دریافت. سختی خمشی درنظرگرفته ۲۳معادلات 
بوده، این در حالی است که سختی  ௘௤(ܫܧ)کلاسیک عبارت از 

௘௤(ܫܧ)شده توسط تئوری غیرکلاسیک گرادیان کرنش عبارت از  درنظرگرفته + ܣߤ ቀ2݈଴ଶ + ଵଶ଴ଶଶହ ݈ଵଶ + ݈ଶଶቁ .بودهبنابراین واضح  است 
شده توسط تئوری گرادیان کرنش  که سختی خمشی درنظرگرفته

ای که وجود  تر از سختی خمشی تئوری کلاسیک است. نکته بزرگ

و به پارامتر  تر کوچک ،دارد این است که هر چه ابعاد سیستم
تر شود، تفاوت این دو سختی بیشتر  مقیاس طولی آن نزدیک

  یابد. و اختلاف بین نتایج حاصل از دو تئوری افزایش می شود می
  

 شده درنظرگرفته میکروتیر مکانیکی و هندسی مشخصات )١جدول 
 مقدار  مشخصه

  μm۶۰۰  (L)طول میکروتیر 
 μm۳۰  (a)عرض میکروتیر 

 μm۱  (hୠ)ضخامت میکروتیر 
 μm۳/۱  (b଴)خیز اولیه میکروتیر 

 μm۴  (g଴)فاصله اولیه 
 Kg/m3۲۳۳۲  (ρୠ)دانسیته میکروتیر 

 Gpa۱۶۶  (Eୠ)مدول یانگ میکروتیر 
 μm۰۱/۰  (h୮)ضخامت لایه پیزوالکتریک 

 Kg/m3۷۵۰۰  (ρ୮)دانسیته پیزوالکتریک 
  Gpa۶/۷۶ (E୮)مدول یانگ پیزوالکتریک 

 -۲۹/۹  (e31)ثابت پیزوالکتریک 
  F/m۱۲-۱۰×۸۴۵/۸  (ε଴)الکتریک  ثابت دی

  

  اثر اندازه بر رفتار استاتیک میکروتیر دارای انحنای اولیه) ۳نمودار 
  

بر فرکانس اصلی  گرفتن اثر اندازهتاثیر درنظرسپس به بررسی 
سیستم پرداخته شده است. بدین منظور فرکانس طبیعی سیستم 

دست آمده و منحنی ه ازای ولتاژهای مختلف الکتروستاتیک ب به
شود هر  که مشاهده می همان گونهرسم شده است.  ۴نمودار آن در 

های فرکانسی از دو بخش تشکیل شده است. بخش  یک از منحنی
میکروتیر و پیش از وقوع پرش  اولیهعادل وضعیت ت اول مربوط به

میکروتیر پس از  وم مربوط به وضعیت تعادل ثانویهو بخش د بوده
و این  هستندپوشانی این دو بخش دارای هم وقوع پرش است.

پایداری است. دوکه سیستم  بودهولتاژی  ناحیه متناظر با محدوده
تئوری شود که قبل از وقوع پرش منحنی متناظر با  مشاهده می

های بالاتری را نسبت به تئوری  غیرکلاسیک گرادیان کرنش فرکانس
بودن کند که علت آن بالاتر بینی می کلاسیک برای سیستم پیش

بودن در واقع بالاتر سختی خمشی در تئوری گرادیان کرنش است.
فرکانس  است تا سختی معادل در تئوری گرادیان کرنش باعث شده

از آن  بالاتر ،عیت تعادل اولیه قرار داردسیستم در حالتی که در موق
 باشد. ،کند بینی می چه تئوری کلاسیک پیش

 یک پیزوالکتریک بر رفتار استاتیکتحر تاثیرسپس به بررسی 
ازای سه حالت  میکروتیر به و پاسخ استاتیکمیکروتیر پرداخته 

نشان  ۵نمودار در  Vp=+50mvو  Vp=0 ،Vp=-50mvمختلف 
مثبت موجب  ولتاژ پیزوالکتریک با پولاریته داده شده است. اعمال

شود. بنابراین موجب  میکروتیر می ایجاد نیروی کششی محوری در
روتیر با چنین تحریک میک در نتیجهو  شود میآن  اولیهکاهش خیز 
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 ،نسبت به حالتی که تحریک پیزوالکتریک ندارد پیزوالکتریک
 شود. برعکس با اعمال ثابت متمایل می اندکی به سمت الکترود

 نیروی فشاری محوری در ،منفی ولتاژ پیزوالکتریک با پولاریته
 شود و در آن می اولیهشود که موجب افزایش خیز  میکروتیر القا می

 در این کهشود. دلیل  نتیجه میکروتیر اندکی از الکترود ثابت دور می
-=Vpاندکی به سمت پایین آمده و مبدأ منحنی مربوط به  Vp=0 نسبت به منحنی Vp=+50mvمبدأ منحنی مربوط به  ،۵نمودار  50mv  اندکی به سمت بالا رفته نیز همین است. از طرفی تحریک

پیزوالکتریک با پولاریته مثبت موجب افزایش سختی خمشی 
 میکروتیر و پولاریته منفی موجب کاهش سختی خمشی میکروتیر

شود که ولتاژ پیزوالکتریک مثبت  ه میمشاهد ۵نمودار شود. در  می
گشتی و بنابراین موجب کاهش ولتاژ پرش و افزایش ولتاژ پرش باز

ولتاژهای ازای  شود. حتی به ناحیه دوپایداری میشدن  باعث کوچک
 دوپایداری را از ناحیهتوان  کافی می پیزوالکتریک بزرگ به اندازه

مثبت موجب  پولاریتهبین برد. همچنین تحریک پیزوالکتریک با 
شود که علت آن افزایش سختی خمشی  افزایش ولتاژ پولین می

میکروتیر در اثر ایجاد نیروی کششی محوری در آن است. از سوی 
دیگر تحریک پیزوالکتریک با پولاریته منفی موجب افزایش ولتاژ 

و در نتیجه موجب است پرش و کاهش ولتاژ پرش بازگشتی شده 
 شود. ولتاژ پولین نیز در دوپایداری میکروتیر می ناحیهشدن تر بزرگ

کاهش در سختی خمشی  علت آن هم بهاین حالت کاهش یافته که 
  میکروتیر است.

  

  
  اثر اندازه بر فرکانس اصلی میکروتیر دارای انحنای اولیه) ۴نمودار 

  

  
  اولیه انحنای دارای میکروتیر استاتیک رفتار بر پیزوالکتریک تحریک اثر )۵ نمودار

  
 ولتاژ پیزوالکتریک بر فرکانس طبیعی مود اول میکروتیر در تاثیر

نشان داده شده است. تحریک پیزوالکتریک از طرفی باعث  ۶نمودار 
میکروتیر و از طرف دیگر موجب تغییر در سختی  اولیهتغییر در خیز 
شود. هر یک از دو عامل خیز اولیه و سختی خمشی  خمشی آن می

 ،ی که در نهایتتاثیر. بنابراین هستند طبیعی اثرگذاربر فرکانس 
یند دو آبر تاثیرمعادل  ،گذارد تحریک پیزوالکتریک بر فرکانس می

نشان داده شده است،  ۶نمودار که در  همان گونهعامل فوق است. 
مثبت در نهایت موجب کاهش  پولاریتهتحریک پیزوالکتریک با 

منفی موجب  پولاریتها فرکانس طبیعی و تحریک پیزوالکتریک ب
ولتاژ  تاثیرنیز  ۶نمودار های  . از منحنیشود افزایش آن می
همان دوپایداری میکروتیر قابل درک است.  ناحیهپیزوالکتریک بر 

-=Vp)که پیشتر نیز اشاره شد، تحریک منفی پیزوالکتریک  گونه 50mv) دوپایداری شده و تحریک  ناحیهشدن تر باعث بزرگ (Vp=+50mv) دوپایداری شده و منحنی  ناحیهرفتن  ب ازبینموج
 هیچ ازای بهو است پارچه بوده صورت یک بهمربوط به این تحریک 
  .یستدارای دو جواب ن ولتاژ الکتروستاتیک

شود. بدین  میکروتیر پرداخته می حال به بررسی رفتار دینامیک
ای  میکروتیر با استفاده از دو روش پرتابه اولیهمنظور ابتدا رزونانس 

دو مقدار مختلف  ازای به ζ=0.0005و ضریب میرایی  VDC=14vهای زمانی چندگانه تحت تحریک الکتروستاتیک  و مقیاس VAC=5mv  وVAC=50mv رسم شده  ۷نمودار در دست آمده و ه ب
 بیانگر ترتیب بهچین  خطوط پیوسته و خط نمودارهادر این  است.
 های حدی) پایدار و ناپایدار حاصل از های تناوبی (چرخه پاسخ

ر و های توپُ  های زمانی چندگانه است. همچنین دایره روش مقیاس
 آمده از دست ههای حدی پایدار و ناپایدار ب توخالی بیانگر چرخه

که مشخص است، پاسخ هر دو  همان گونه .استای  روش پرتابه
بر هم منطبق است. در حالی  ،بوده VAC=5mvروش در حالتی که 

، پاسخ VAC=50mvکه با افزایش ولتاژ متناوب الکتروستاتیک به 
 .هستندشدن از یکدیگر دو روش در حال دور

 های زمانی چندگانه بسیار ای که در استفاده از روش مقیاس نکته
 مرتبه بزرگی عبارات مختلف و نحوهگرفتن یز اهمیت است، درنظرحا

با یکدیگر است. تنها در این صورت است که  آنهاشدن  بالانس
های زمانی  توان انتظار پاسخ منطقی و معتبر از روش مقیاس می

ها مطابق با  مرتبه بزرگی عبارتگرفتن . با درنظر[30]چندگانه داشت
شود که پاسخ  ، مشخص میاست آمده [30]یک مرجع چه درآن 

ولتاژهای تحریک  ازای بهفرکانسی در همسایگی رزونانس اولیه 
 . دراستولت معتبر  مرتبه بزرگی میلیمتناوب الکتروستاتیک تا 

مشخص است  الف -۷نمودار که از  همان گونهچنین شرایطی 
تطابق  دارای ای و اغتشاشات آمده از دو روش پرتابه دست هپاسخ ب
 بزرگی تحریک متناوب الکتروستاتیک مرتبه. با افزایش هستند

طابق ندارند. آمده از دو روش ت دست هپاسخ ب شود که مشاهده می
شده در روش  دلیل این امر معتبرنبودن حل مجانبی درنظرگرفته

  اغتشاشات است.
  

  
  اثر تحریک پیزوالکتریک بر فرکانس اصلی میکروتیر دارای انحنای اولیه) ۶نمودار 
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    الف)(

  ب)(
و  VDC=14vرزونانس اولیه میکروتیر تحت تحریک الکتروستاتیک با  )۷نمودار  ζ=0.0005  

  

در  مورد بررسی در این پژوهشی ها پدیده این کهبا توجه به 
بزرگی  مرتبهتر از  های متناوب الکتروستاتیک بزرگ تحریک
های زمانی چندگانه قادر به  افتند، روش مقیاس ولت اتفاق می میلی
با  ها تم نخواهد بود. لذا باقی پاسخبینی صحیح رفتار سیس پیش

بعد  در مرحله دست آمده است.ه ای ب استفاده از روش عددی پرتابه
گرفتن اثر اندازه بر تاثیر تحریک پیزوالکتریک و درنظربه بررسی 
انسی سیستم در نزدیکی رزونانس اولیه پرداخته شده رفتار رزون

حول رزونانس اولیه با استفاده از روش  VAC=2vو  VDC=5vاست. برای این منظور پاسخ فرکانسی سیستم تحت تحریک 
این در  رسم شده است. ۸نمودار و در  ه دست آمدهای ب پرتابه
لاسیک و با استفاده از تئوری ک (a)های ردیف اول  منحنی نمودار،
سم با استفاده از تئوری گرادیان کرنش ر (b)های ردیف دوم  منحنی
توان به  های ردیف اول و دوم می منحنی اند. بنابراین با مقایسه شده
ها در هر  میکروتیر پی برد. منحنی اولیهاندازه بر رزونانس  تاثیر

اند.  سه تحریک پیزوالکتریک مختلف رسم شده ازای بهحالت 
مربوط به  ترتیب به) ۳) و سوم (۲، دوم ()۱(ستون اول  های منحنی

و  Vp=-50mv ،Vp=0mvتحریک پیزوالکتریک با ولتاژ  Vp=+50mv میکروتیر تحت چنین تحریکی رفتار  .است
دهد. بدین معنا که در  شوندگی از خود نشان می سخت -شوندگی نرم

حدی  ها که به چرخه دامنه پاسخنزدیکی فرکانس طبیعی مود اول، 
و به سمت چپ محور  کنند میشروع به افزایش  ،نیز مشهور هستند
های پایدار از  شوند. در این جریان یکی از شاخه فرکانس متمایل می

نمودار در  A نقطهاسبی ( زین - انشعاب از نوع نقطه نقطهطریق یک 
۸- a2شود.  ناپایدار تبدیل می ) به شاخه  
  

 a3 a2 a1 

  b3 b2 b1 

) Vp=-50mv ،۲ (Vp=0mv ،۳) ۱تئوری گرادیان کرنش،  b)تئوری کلاسیک،  VAC=2v ،(aو  VDC=5vرزونانس اولیه میکروتیر تحت تحریک الکتروستاتیک با  )۸نمودار 
Vp=+50mv  

  

VAC =50mv 

VAC=5mv 



 ۲۵۷ با در نظر گرفتن اثر اندازه هیاول یانحنا یدارا ریکروتیم یرخطیرفتار غ یبررســــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

Modares Mechanical Engineering                                                                                                                                      Volume 19, Issue 2, February 2019 

های مربوط  شوندگی ناشی از غیرخطی نظر فیزیکی، رفتار نرم از نقطه
بوده و رفتار به تحریک الکتروستاتیک و انحنای میکروتیر 

گاه دوسرگیردار میکروتیر است که به  شوندگی ناشی از تکیه سخت
 - دگیشون . رفتار نرم[1]شهرت داردغیرخطی هندسی نیز 

ر این است بیانگ ،دهد شوندگی که میکروتیر از خود نشان می سخت
شوندگی ناشی از  نرم میکروتیر، اثر دامنه های حدی کم که در چرخه
هندسی غلبه دارد. اما با  شوندگی سختشده بر اثر دو عامل ذکر

ناشی از  شوندگی سختاثر  ،های تناوبی سیکل دامنهافزایش 
حل  یابد و در نهایت هر دو شاخه میغیرخطی هندسی افزایش 

اسبی (نقاط  زین -انشعاب نقطه نقطهپایدار و ناپایدار از طریق دو  B  وC  ۸نمودار در - a2 (های ناپایدار و پایدار  به شاخه ترتیب به
  شوند. تبدیل می

این نتیجه حاصل  ،۸نمودار شده در  های رسم با مشاهده منحنی
شده، اثر اندازه و تحریک رخطی ذکشود که علاوه بر عوامل غیر می

 ، تاثیر دارد،دهد پیزوالکتریک بر رفتاری که سیستم از خود نشان می
 نیز شوندگی شوندگی یا سخت شدت و ضعف نرمهمچنین روی 

آمده از تئوری  دست ههای ب منحنی با مقایسهگذارد.  می تاثیر
دیان ) با همتای خود که از تئوری گرا۸نمودار کلاسیک (ردیف اول 

شود  مشاهده می ،)۸نمودار (ردیف دوم است دست آمده ه کرنش ب
شوندگی بیشتری را  رفتار سخت ،که تئوری گرادیان کرنش

بودن سختی خمشی در تر کند. علت این امر بزرگ بینی می پیش
 تئوری گرادیان کرنش نسبت به تئوری کلاسیک است که طبیعتاً 

تری از خود  ررنگگی پُ شوند  رفتار سخت ،شود میکروتیر باعث می
بروز دهد. از سوی دیگر با اعمال تحریک مثبت پیزوالکتریک از 

شود که  شوندگی بیشتر می شوندگی کاسته و سخت شدت رفتار نرم
افزایش سختی خمشی میکروتیر در اثر القای نیروی  ،علت آن

کششی محوری در آن است. از سوی دیگر با اعمال تحریک منفی 
شود که  روی محوری فشاری در میکروتیر القا مینی ،پیزوالکتریک

در نتیجه رفتار  وموجب کاهش سختی خمشی میکروتیر 
از شدت رفتار  شود. همچنین میتر  شوندگی در آن پررنگ نرم

 شود. شوندگی کاسته می سخت
  

  
و  VDC=10vاثر اندازه بر میکروتیر تحت تحریک الکتروستاتیک ) ۹نمودار  VAC=2v  ۲/۱در همسایگی رزونانس زیرهارمونیک مرتبه   

میکروتیر دارای انحنای اولیه  بر رزونانس ثانویه در نهایت اثر اندازه
رفتار میکروتیر  نمودار،در این  نشان داده شده است. ۹نمودار در 

در همسایگی  VAC=2vو  VDC=10vتحت تحریک الکتروستاتیک 
از  نشان داده شده است. ۲/۱ مرتبهرزونانس ثانویه زیرهارمونیک از 

 - شوندگی رفتار نرم ،مشخص است که میکروتیر ۹نمودار 
چه در مورد دهد. همانند آن  ی از خود نشان میشوندگ سخت

گرفتن اثر ا درنظررزونانس اولیه شرح داده شد، در این حالت نیز ب
و  یابد میفرکانس میکروتیر افزایش  این کهاندازه، علاوه بر 

های بدیهی  های بالاتری از پاسخ یربدیهی در فرکانسهای غ پاسخ
تری از  دگی ضعیفشون شوند، میکروتیر نیز رفتار نرم منشعب می

بودن سختی تر که علت این رفتار نیز بزرگ دهد خود نشان می
. استخمشی در تئوری گرادیان کرنش نسبت به تئوری کلاسیک 

روتیر پاسخی میکناحیه چندبودن تر کوچکهمین امر موجب 
سیستم چند پاسخ پایدار دارد)  آنها ازای بههایی که  (فرکانس
  شود. می تر کوچک

  
 گیری نتیجه - ۶

و دینامیک غیرخطی  بررسی رفتار استاتیک در این پژوهش به
میکروتیر دوسرگیردار دارای انحنای اولیه تحت تحریک 

دو لایه نازک پیزوالکتریک و الکتروستاتیک پرداخته شده است. 
طور کامل به سطوح بالایی و پایینی میکروتیر  پیزوالکتریک به

های پیزوالکتریک،  چسبیده است. با اعمال ولتاژ همسان به لایه
شود که خود موجب تغییر  نیروی محوری درون میکروتیر ایجاد می
 عنوان بهشود. از این پدیده  در سختی خمشی و مقدار انحنای آن می

ده شده است. معادلات حاکم بر سیستم عامل تنظیم فرکانس استفا
دست آمده و با استفاده از تئوری غیرکلاسیک ه به روش همیلتون ب

اثر اندازه نیز در فرمولاسیون سیستم در نظر گرفته  ،گرادیان کرنش
رافسون  -با استفاده از روش نیوتون معادله استاتیکشده است. 
آن مورد بررسی  اندازه و تحریک پیزوالکتریک بر تاثیرحل شده و 

ا اعمال ولتاژ مناسب نشان داد که بنتایج قرار گرفته است. 
ناحیه دوپایداری استاتیک میکروتیر را توان  می پیزوالکتریک

توان این ناحیه  را کاهش یا افزایش داد یا حتی میتنظیم کرد و آن 
نوسانات میکروتیر با  معادله دینامیکرا حذف کرد. همچنین 

های زمانی چندگانه حل و با  ای و مقیاس روش پرتابهاستفاده از دو 
تحریک متناوب  دامنهبا افزایش  طبق نتایجیکدیگر مقایسه شد. 

بینی  های زمانی چندگانه قادر به پیش الکتروستاتیک، روش مقیاس
تحریک پیزوالکتریک و  تاثیرصحیح رفتار میکروتیر نیست. سپس 

یستم در همسایگی رزونانس س بر رفتار دینامیک همچنین اثر اندازه
با اعمال تحریک  ها طبق یافتهاولیه مورد بحث قرار گرفت. 

شوندگی  مثبت بر شدت رفتار سخت پولاریتهپیزوالکتریک با 
منفی  پولاریتهسیستم و بالعکس با اعمال تحریک پیزوالکتریک با 

این شود. همچنین با توجه به  شوندگی افزوده می بر شدت رفتار نرم
تری برای  سختی خمشی بزرگ ،تئوری گرادیان کرنش در که
موجب  گرفتن اثر اندازهشود، درنظر یکروتیر در نظر گرفته میم

 تاثیرشود. در نهایت نیز بررسی  شوندگی می شدن رفتار سختبیشتر
نشان داد که  ۲/۱ مرتبهزیرهارمونیک از  بر رزونانس ثانویه اندازه

 دامنهنس بالاتر و همچنین تئوری غیرکلاسیک گرادیان کرنش فرکا
  کند. بینی می ی را برای میکروتیر پیشتر کوچکنوسانات 

  
 یاز جناب آقا دانند یبر خود لازم م سندگانینوتشکر و قدردانی: 

  .ندینما یقدردان دشانیمف یبابت رهنمودها یزیدکتر صابر عز
(به طور کامل  یگرید هیمقاله تاکنون در نشر نیا تاییدیه اخلاقی:

 ای یبررس برای نیاست. همچن دهیاز آن) به چاپ نرس یبخش ای
 یعلم اتیارسال نشده است. ضمنا محتو یگرید هیچاپ به نشر

 جیو صحت و اعتبار نتا بوده سندگانینو یعلم تیمقاله حاصل فعال
  .است سندگانیبر عهده نو

ها  با سازمان یرض منافعاتع گونه چیمقاله حاضر هتعارض منافع: 
  ندارد. گریو اشخاص د
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