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صورت تحلیلی و عددی مورد بررسی قرار گرفته شکل به Yدر این پژوهش راهگزینی جریان الکترواسموتیک در مواجه با یک سه راهی دوبعدی  
مجرا، مسیر عبور جریان از یک سه راهی را تعیین  توان تنها با تغییر ولتاژ اعمالی در دو انتهایاست. در این بررسی نشان داده شده است که می

نیاز جهت تغییر مسیر جریان و نمود. در بررسی تحلیلی جریان با معرفی یک سری فرضیات ساده کننده، روابطی تقریبی برای نسبت ولتاژ مورد
بعد لایه دوگانه ی از سه راهی و ضخامت بیدبی عبوری پیش و پس از تغییر مسیر ارائه گردیده است. در این تحلیل فاصله دو انشعاب خروج

ها بر شرایط نهایی جریان مورد بررسی قرار گرفته است. در بخش تحلیل عددی تمامی معادلات و اثرات آن عنوان متغیر انتخاب شدهالکتریکی به
صورت عددی و با کمک روش لتیس بولتزمن و لاپلاس در هندسه سه راهی به -استوکس، پواسون-حاکم بر جریان شامل معادلات ناویر

بولتزمن حل شده است. مقایسه نتایج روابط تقریبی استخراج شده و نتایج حاصل از حل عددی معادلات حاکم، حاکی از دقت بسیار خوب روابط 
را با هزینه محاسباتی بسیار نیاز برای تغییر مسیر جریان و دبی جریان بینی نسبت ولتاژ مورداستخراج شده است که در مقایسه با حل عددی پیش

 مکانیکی است.  الکتروهای میکروآورد. این امر خود موید مزیت استفاده از روابط معرفی شده، در طراحی سیستمتر فراهم میپایین
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 In this paper, switching process of electro osmotic flow is numerically and analytically investigated in a 
two dimensional Y-shape three-way channel. In this research, it is shown that changing the flow 

direction through a three-way channel can be simply conducted by varying applied electrical voltage at 

channel’s ends.  In theoretical approach, three equations are introduced to approximate switching 
voltage ratio and dimensionless flow rate before and after switching process, respectively. These 

equations are derived base on some simplifying assumptions when distance between output branches 

and dimensionless double layer thickness parameter are assumed to be flow variables. Numerical 
simulations are also conducted by using the lattice Boltzmann method to solve all governing equations 

including the Navier - Stokes, the Poisson - Boltzmann, and the Laplace equations in a 2D three-way 

channel geometry. Comparison between analytical and numerical results indicates that introduced 
approximated equations can successfully predict switching voltage ratio and dimensionless flow rate 

(before and after switching process) by employing considerably lower computational efforts in 

comparison with numerical approach. In this regard, the introduced semi-analytical equations can be 
useful for better understanding and to more effectively designing of micro electro mechanics systems. 
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 مقدمه  -1

از قبیل بیولوژی، هایی ها در زمینهامروزه با افزایش به کارگیری میکروسیستم

های مؤثر کارگیری روش، لزوم بههای آزمایشگاهیهای سوختی، تراشهپیل

منظور انتقال سیال بیش از پیش مورد توجه قرار گرفته است. یکی از به

. ریزمجراها دارای [1] باشندها می1ها، ریزمجرااجزای اساسی این گونه سیستم

                                                                                                                                  
1 Microchannel 

این ویژگی مهم، پدیده  هستند. نسبت سطح به حجم بالا توأم با حجم کم

که طوریدهد؛ بهانتقال را در درون این مجراها را به شدت تحت تأثیر قرار می

های فشار بسیار ایجاد یک جریان فشار محرک در این مجراها مستلزم گرادیان

های سطحی که در ابعاد بزرگ زیاد خواهد بود. از سوی دیگر برخی از پدیده

شند، در این مجراها سبب ایجاد اثرات قابل توجهی باحائز اهمیت نمی

شوند. یکی از این فرایندها که به بارهای الکترواستاتیکی موجود در می

های ها وابسته است، پدیده الکتروکینتیک است که شامل جریاندیواره

http://mjmec.ir/
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 باشد.می

که سطح جامد ساکن باشد و الکترولیت حاوی یون در مجاورت  هنگامی

سطح قرار گرفته و بر اثر اعمال میدان الکتریکی خارجی به حرکت درآید، 

دهد. در الکترواسموتیک عامل حرکت سیال پدیده الکترواسموتیک رخ می

ترین وسایل باشد. یکی از مهممیدان الکتریکی خارجی اعمال شده می

باشد که برای انتقال سیال مورد استفاده قرار ها مییزپمپریزجریانی ر

علت مسائل های مکانیکی بهگیرند. در این راستا استفاده از میکروپمپمی

بندی با مشکلات زیادی روبرو است. این مربوط به کنترل، ساخت و آب

های خاصی نظیر جریان الکترواسموتیک بدون نیاز به درحالی است که جریان

های مکانیکی و تنها با استفاده از یک میدان الکتریکی خارجی، امکان تمسیس

آورد. کشف این موضوع که میدان انتقال سیال را در ریزمجراها فراهم می

  [2]کار گرفته شود، به رئوس هتواند برای ایجاد جریان بالکتریکی خارجی می

نتقال آب در یک مشاهدات خود را از ا 1809شود که در سال نسبت داده می

بستر متخلخل تحت چنین تاثیری گزارش نمود. از آن پس این موضوع مورد 

توجه دانشمندان و مهندسان زیادی قرار گرفته و به یک تکنولوژی حیاتی در 

های ها گرفته تا رفع آلودگیسیستمای از موضوعات، از میکرو/نانوگستره

عنوان الکتریکی خارجی به محیطی مبدل گردیده است. از آنجایی که میدان

گیری جریان در پدیده الکترواسموتیک در خارج از مسیر عامل اصلی شکل

گردد، این امکان وجود خواهد جریان )دو انتهای مسیر جریان( اعمال می

داشت تا با تغییر هدفمند این میدان و بدون استفاده از ابزارهای مکانیکی 

نترل نمود. در این راستا دوتا و همکاران )ثابت و متحرک( الگوهای جریان را ک

اثر شدت میدان بر کنترل جریان الکترواسموتیک در یک چهار راهی و  [3]

صورت عددی و با کمک روش المان طیفی بررسی سه راهی متقاطع را به

از نوسانات میدان خارجی الکتریکی برای بهبود  [4]نمودند. لین و همکاران 

و وندرودن  [5]کل استفاده نمودند. پولسن و هیز ش Tاختلاط در یک مجرای 

[ به بررسی آزمایشگاهی کنترل جریان الکترواسموتیک در یک 6و همکاران ]

با استفاده از مدل توزیع  [7]چی و انگ شبکه ساده از ریزمجرا ها پرداختند. 

هوکل جریان الکترواسموتیک درون یک ریزمجرای -بولتزمن و تقریب دبای

بدون در نظر  [8]های موجی شکل را بررسی کردند، و درادامه  رهتخت با دیوا

کاری برای اساس تئوری روانگرفتن لایه دوگانه الکتریکی یک مدل ریاضی بر

بعدی سیال غیرنیوتنی درون یک ریزمجرای جریان الکترواسموتیک شبه یک

 یکنواخت ارائه کردند.های موجی و زتا پتانسیل غیرتخت با دیواره

جریان الکترواسموتیک درون یک ریزمجرای تخت  [9]یوشیدا و همکاران 

بولتزمن -صورت عددی و با استفاده از روش لتیسهای موجی را بهبا دیواره

هوکل و -ها همچنین با استفاده از تقریب دبایمورد بررسی قرار دادند. آن

بی جریان بینی دبراساس تئوری تقریبی روانکاری یک مدل تحلیلی برای پیش

ارائه کردند. و نشان دادند که، در حالت زتا پتانسیل ثابت، با افزایش دامنه 

یابد و این دبی از دبی جریان در حالت موج دیواره، دبی جریان کاهش می

 مجرا با دیواره صاف کمتر است.

دهد که عموماً آنچه مورد بررسی مطالعات تحقیقات گذشته نشان می

وسیله تغییرات میدان الکتریکی هسنجی کنترل جریان بقرار گرفته است امکان

خارجی بوده است و در مقابل شرایط جریان پیش و پس از تغییر مسیر و 

طور اثرات پارامترهای مؤثر در این شرایط نادیده گرفته شده است. در همین

                                                                                                                                  
1 Electroosmotic 
2 Electrophoretic 
3 Streaming potential 

سازی جریان الکترواسموتیک در یک سه راهی به تحقیق حاضر ضمن شبیه

شود. گزینی جریان و پارامترهای مؤثر بر آن پرداخته میاهبررسی عددی ر

باشد. علاوه روش عددی مورد استفاده در این تحقیق روش لتیس بولتزمن می

تقریبی برای  -بر این با ارائه یک سری از فرضیات مناسب، یک حل تحلیلی

نیاز برای تغییر مسیر و بینی شرایط جریان به خصوص نسبت ولتاژ موردپیش

 گردد.دبی عبوری از مجرا، پیش و پس از تغییر مسیر استخراج می

شود و به در ادامه، معادلات حاکم بر پدیده الکترواسموتیک معرفی می

تقریبی برای جریان  -دنبال آن با ارائه فرضیات مناسب یک حل تحلیلی

گردد. سپس به روابط لتیس بولتزمن لازم برای حل عددی استخراج می

اکم پرداخته خواهد شد؛ و در نهایت با مقایسه نتایج عددی و معادلات ح

بینی شرایط جریان تقریبی ارائه شده، در پیش -تحلیلی دقت روابط تحلیلی

 گیرد.مورد بررسی و ارزیابی قرار می

 معادلات حاکم  -2

را در نظر بگیرید که  μm 90و طول  μm 30سه ریزمجرای تخت به ضخامت 

اند. شکل به یکدیگر متصل شده Yاز طریق یک سه راهی  "1شکل "مطابق 

در مجاورت یک الکترولیت با غلظت  μm 210این مجموعه با طول نهایی 

گیرد. در این قرار می 𝜀𝑟و ثابت دی الکتریک نسبی 𝑛0ای یونی برابر با توده

گردد. فاصله دو مجرای باردار می 𝜁حالت دیوارهای این هندسه به میزان 

ها را انشعاب بالایی راست که از این پس با توجه به موقعیت مکانی، آن سمت

خواهد بود که مقدار آن در این پژوهش به ترتیب  𝑑نامیم، برابر با و پایینی می

 گردد.میکرومتر انتخاب می 150و  120، 90، 60، 30

های ریز مجرا، موجب تغییر در چیدمان یونی وجود بار سطحی در دیواره

الکترولیت و پیدایش لایه دوگانه الکتریکی و نهایتاً یک میدان الکتریکی در 

 گردد.ها میداخلی در مجاورت دیواره

 (𝜓)های الکتریکی، توزیع پتانسیل الکتریکی اساس تئوری میدانبر

از طریق یک معادله پواسون به  (𝜓)وجود آمده در الکترولیت مجاور دیوار هب

 .[10] باشد، مرتبط می𝜌𝑒 چگالی بار خالص الکتریکی

(1) ∇2𝜓 = −
𝜌𝑒
𝜀0𝜀𝑟

 

چگالی بار خالص الکتریکی در یک الکترولیت متقارن متناسب با اختلاف 

𝜌𝑒های مثبت و منفی غلظت عددی یون = 𝑧𝑒(𝑛
+ − 𝑛−)   است که تعیین

پلانک -نیازمند حل معادله عمومی نرنستها در حالت کلی این غلظت

 ، بار"1شکل "که در هندسه نشان داده شده در باشد. با توجه به اینمی
 

 

Fig. 1 Geometry and boundary conditions for electroosmotic flow 

through a Y-shaped three-way channel 

 Yهندسه و شرایط مرزی جریان الکترواسموتیک عبوری از یک سه راهی  1شكل 

 شکل
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توان نتیجه گرفت که تغییرات غلظت سطحی در امتداد سطوح ثابت است می

قابل توجه است. در این حالت  (𝛽)یونی تنها در راستای عمود بر سطح 

 شود.ساده می (2)صورت رابطه پلانک به -معادله عمومی نرنست 

(2) 1

𝑛±
𝑑𝑛±

𝑑𝛽
+
𝑧±𝑒

𝑘𝑏𝑇

𝑑𝜓

𝑑𝛽
= 0 

ای در میان مجرا که در گیری از معادله فوق با فرض وجود نقطهانتگرال

و  𝑛0ای آن توزیع یونی کاملًا خنثی بوده و غلظت یونی برابر با غلظت توده

𝜓پتانسیل الکتریکی متناظر با آن  = باشد، منتهی به توزیع بولتزمن  0

 خواهد شد. (3)صورت رابطه به

(3) 𝑛± = 𝑛0exp (
−𝑧±𝑒𝜓

𝑘𝑏𝑇
) 

نشان  "1شکل "گونه که در در حوزه حل آن (1)شرایط مرزی معادله 

م است، داده شده 𝜓مقادیر معلو = 𝜁  در دیوارها و گرادیان صفر

𝜕𝜓 𝜕𝑥 =  باشد.در ورودی و خروجی مجرا می ⁄0

انتهای مجرا اعمال وسیله الکترودها در ابتدا و  هب 𝜙میدان الکتریکی خارجی 

کند معادله لاپلاس تبعیت می گردد. توزیع این میدان در درون ریزمجرا ازمی

[10]. 

(4) ∇2𝜙 = 0 

𝜙صورت مقادیر ثابتشرایط مرزی پتانسیل الکتریکی خارجی به
0

در ورودی،  

𝜙
up

𝜙در انتهای انشعاب بالایی،  
down

در انتهای انشعاب پایینی و گرادیان  

𝜙��نرمال صفر  𝜕𝑛 = در دیوارها خواهد بود. اعمال میدان الکتریکی  ⁄0

ها در مجاورت واسطه تجمع یونهشود تا بخارجی در ریز مجرا موجب می

دیوار باردار، به سیال نیرو وارد شود. اعمال این نیروی حجمی در معادله 

 .[9]صورت زیر خواهد شد استوکس به-ممنتوم منجر به تعمیم معادله ناویر

(5) 𝜌(𝑣 ∙ 𝛻)𝑣 = −𝛻𝑝 + 𝜇𝛻2𝑣 − 𝜌𝑒𝛻𝜙 

∗𝑥 صورتبه بعدمعرفی کمیات بی با = 𝑥 𝐻⁄  ،𝑦∗ = 𝑦 𝐻⁄ ،𝜙∗ = 𝜙 𝐸𝐻⁄  

،𝜓∗ = 𝑧𝑒𝜓 𝑘𝑏𝑇⁄ ،𝐴 = 𝐸refHze𝑛0 (𝜌𝑈ref
2 ∗𝑃و   ⁄( = 𝑝 (𝜌𝑈ref

2 و پس از   ⁄(

صورت زیر ( برای اختصار، معادلات حاکم بر جریان به*حذف بالانویس )

 .خواهد بود

(6) ∇2𝜓 = 𝑘2sinh (𝜓) 

(7) ∇2𝜙 = 0 

(8) ∇ ∙ 𝑣 = 0 

(9) (𝑣 ∙ ∇)𝑣 = −∇𝑝 +
1

Re
∇2𝑣 + 2𝐴sinh(𝜓)∇𝜙 

𝑘  (6)در رابطه = 𝐾𝐻 بعد ضخامت لایه دوگانه الکتریکی و پارامتر بی𝐾 =

√2𝑧2𝑒2𝑛0 𝑒𝑟𝑒0𝑘𝐵𝑇⁄ (9)در رابطه  باشد.هوکل می-پارامتر دبای Re =

𝜌𝑈ref𝐻 𝜇⁄  ،عدد رینولدز𝑈ref = −𝑒𝑟𝑒0𝐸𝜁 𝜇⁄  سرعت مرجع و 𝐸ref  شدت

 باشد.میدان الکتریکی خارجی می

 کنترل عامل آن دنبال به و جریان پیدایش عامل (9)معادله  به توجه با

 عبارت این در است.   2𝐴sinh(𝜓)∇𝜙عبارت بررسی مورد هندسه در جریان

(𝜓) سطحی بار تغییر  گرادیان در تغییر و مجرا جنس در تغییر نیازمند 

است.  مجرا انتهای دو در اعمالی ولتاژ در تغییر نیازمند (𝜙) الکتریکی پتانسیل

 تنها یا خروجی انشعاب دو هر از عبور برای جریان مسیر تغییر کهاین به توجه با

 هایسیستم عملکرد با متناسب که است فرآیندی دو آن از یکی

 مجرا جنس در تغییر گردد، تکرار تناوب به ممکن است میکروالکترومکانیکی،

 نقطه در گردد. جریان تلقی مسیر تعیین در عملی راهکار یک عنوانبه تواندنمی

 کمک به و سادگی به تواندمی مجرا انتهای دو بر اعمالی ولتاژ در تغییر مقابل

 این در رو این از شود. اعمال جریان بستر در تغییر بدون الکترونیکی مدارهای

 مجرا سوی دو در اعمالی ولتاژ در تغییر کمک به جریان مسیر تعیین پژوهش

 گرفته نظر در جریان از حالت دو منظور این خواهد گرفت. برای صورت

 :شودمی

 با برابر و مساوی انشعاب دو انتهای در اعمالی ولتاژ حالت این درکامل:  جریان

 𝜙down = 𝜙up =  در اعمالی ولتاژ که حالی در شود.می گرفته نظر در0

𝜙0  با  برابر مجرا ورودی = 𝐸ref𝐿آن در است؛ که شده انتخاب 𝐿  فاصله میان

 شدت حالت این در باشد.می میکرومتر 210 با برابر و ابتدا و انتهای سیستم

 هاآن از عبوری جریان متعاقباً  و بوده برابر انشعاب دو هر در الکتریکی میدان

 ورودی مجرای از عبوری دبی حالتدر این  دیگر عبارت بود؛ به خواهد یکسان

 از انشعاب دو طریق از و شده تقسیم مساوی قسمت دو به راهی سه با مواجه در

 شد. خواهد خارج حل حوزه

 انشعاب دو از یکی از تنها الکترواسموتیک جریان حالت این : درمنفرد جریان

 بالایی مجرای از منفرد جریان که است شده فرض تحقیق این کند. درمی عبور

 به تعمیم قابل فرض این از حاصل نتایج هندسی، تقارن به توجه با کند.می عبور

 در ولتاژ حالت این در بود. خواهد نیز پایینی مجرای از عبوری منفرد جریان

 با برابر ترتیب به قبل حالت مشابه مجرا ابتدای در و بالایی انشعاب انتهای

 𝜙up = 𝜙0 و 0 = 𝐸ref𝐿 لازم منفرد جریان ایجاد برای گردد.می انتخاب 

 از عبوری دبی که شود انتخاب ایگونه به پایینی انشعاب انتهای در ولتاژ تا است

 آن نسبت صورت به توانمی را خصوص به ولتاژ این برسد. صفر به انشعاب این

 :داد نمایش  λبعد عدد بی صورت به و ورودی ولتاژ به

(10) 

𝜙down
𝜙0

= 𝜆 

در این تحقیق هدف تعیین سه کمیت اساسی در جریان عبوری از سه 

نسبت ولتاژ -2دبی عبوری از انشعابات در حالت جریان کامل،  -1راهی است: 

جهت توقف جریان در انشعاب پایینی و تبدیل جریان از حالت  (𝜆)موردنیاز 

حالت  دبی عبوری از انشعاب فوقانی در -3کامل به جالت منفرد و در نهایت 

جریان منفرد. در دو بخش بعدی این کمیات به صورت تقریبی و عددی 

 تعیین خواهند شد.

 تقریبی -حل تحلیلی  -3

مبنای حل تمامی معادلات سازی جریان الکترواسموتیک برجزئیات شبیه

( در بخش بعدی به تفصیل بیان خواهد شد. با این وجود 9تا  6حاکم )روابط 

اگر بپذیریم که حل کامل معادلات حاکم از لحاظ دور از واقعیت نیست 

« طراحی»محاسباتی فرآیندی پرهزینه است، خصوصاً زمانی که بحث 

 های میکروالکترومکانیکی در میان باشد.سیستم

در این بخش قصد داریم با در نظر گرفتن یک سری از فرضیات به یک  

کامل و منفرد  های جریانحل تحلیلی برای تقریب شرایط جریان در حالت

دست یابیم. پیش از پرداختن به این فرضیات ابتدا جریان الکترواسموتیک در 

یک ریزمجرای تخت و مستقیم را در نظر بگیرید که در آن جریان از نظر 

های ها، سرعت و پتانسیل الکتریکی کاملًا توسعه یافته بوده و لایهغلظت یون

گونه تداخلی با یکدیگر نداشته دوگانه الکتریکی در دو طرف ریزمجرا هیچ

باشند. اگر بار سطحی دیوارها در طول ریزمجرا یکنواخت و پتانسیل الکتریکی 

ولت باشد؛ حل معادلات حاکم منتهی به میلی 30متناظر با آن کوچکتر از 

 .[11] گرددپروفیل سرعت زیر می

(11) 
𝑢(𝑦) = −

𝜀𝑟𝜀0𝐸𝑥𝜁

𝜇
[1 −

cosh (𝑘𝑦 − 𝑘𝐻/2)

cosh (𝑘𝐻/2)
] 

از شرایط جریان در یک مجرای  «دقیق»یک حل تحلیلی  (11)رابطه 
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گیرد این است مستقیم است. تقریبی که در این بخش مورد استفاده قرار می

های مستقیم هندسه مورد بررسی )شکل را بتوان در قسمت (11)که معادله 

یف کمیات را با توجه به تعار ((11( نیز اعمال نمود. برای این منظور رابطه 1

 نماییم:صورت زیر بازنویسی میبعد شده، بهبی

(12) 
𝑢(𝑦) =

𝑢

𝑢ref
= −

𝐸

𝐸ref
[1 −

cosh (𝑘𝑦 − 𝑘𝐻/2)

cosh (𝑘𝐻/2)
] 

 میدان شدت با (𝐸) خارجی الکتریکی میدان شدت مستقیم مجرای در

 تخت ریزمجرای یک در (𝐸/𝐸ref) عبارت است؛ بنابراین برابر (𝐸ref) مرجع

 باشد؛ امامی (11) رابطه شده بعد بی فرم همان (12) معادله و بوده واحد با برابر

 از یک هر در الکتریکی میدان شدت تحقیق این در بررسی مورد هندسه در

 سایر باشد. مرجع میدان شدت با متفاوت تواندمی مجرا مستقیم هایبخش

 نظر در جریان تحلیلی حل به رسیدن مبنای عنوانبه بخش این در که فرضیاتی

 :است زیر شرح به اند،شده گرفته
واسطه تغییرات هنظر از شرایط جریان در مناطقی که جریان ببا صرف -1

دهد، جریان سیال در تمامی مناطق ورودی و هندسی تغییر جهت می

 یکنواخت بوده، یافتگی توسعه به نزدیک شرایط دارای جداگانه طور به انشعابات

 .گرددمی تلقی

 نظرصرف جریان مسیر تغییر از ناشی آمده وجودهب فشار تغییرات اثر از -2

سکون جریان در مواجهه با سه راهی یک ناحیه پرفشار در این ) .شودمی

منطقه ایجاد خواهد کرد. با توجه به کوچک بودن عدد رینولدز در جریان 

نظر شده الکترواسموتیک از اثرات این منطقه پرفشار بر شرایط جریان صرف

 ست.(ا

تغییرات عرضی شدت میدان الکتریکی خارجی در قسمت سه راهی در  -3

 پوشی است.مقایسه با تغییرات طولی آن قابل چشم

 جریان تحلیلی بررسی فوق، فرضیات از ناشی خطای پذیرش با

 ( بنا2 شکل در شده داده کلیدی )نشان مقطع چهار حول الکترواسموتیک

 C مقطع راهی، سه میانه در B مقطع مجرا، ابتدای بر واقع A مقطع شد: خواهد

 با مشابه F و E آن )مقاطع انتهای در D مقطع و انشعاب بالایی ابتدای در

 کمیات تمام پس این از قابل تعریف است(. پایینی انشعاب برای بالایی انشعاب

 شود.می مشخص مقاطع نام زیرنویس با هاآن واسط حد یا مقاطع این به مربوط

لازم به ذکر است که هرکدام از پارامترهای مؤثر در تعریف سرعت مرجع 

الکتریک و ... در شرایط نهایی جریان مؤثر خواهد از قبیل بارسطحی، ثابت دی

بود. با این وجود برای حفظ عمومیت نتایج حاصل از این پژوهش، بحث خود 

 (∗𝑄)بعد شده بی ، دبی(𝜆)بعد شده نظیر نسبت ولتاژ مبنای مقادیر بیرا بر

𝛼)و فاصله بی بعد دو انشعاب  = 𝑑 𝐻⁄  متمرکز خواهیم نمود. (

 

Fig. 2 Schematic of flow sections in semi-analytical approach  
 شکل Yتقریبی جریان عبوری از سه راهی  –نامگذاری مقاطع در حل تحلیلی 2شكل 

 تحلیل جریان کامل -3-1

حاکم بر پتانسیل الکتریکی خارجی از نوع لاپلاس جایی که معادله از آن

های مستقیم مجرا  باشد، برای تعیین شدت میدان الکتریکی درقسمتمی

. طبق این تئوری [12]توان از تئوری مدار الکتریکی معادل استفاده نمود می

عنوان یک کند بهمجراهایی که میدان الکتریکی خارجی از آن عبور می

سازی مدل (𝐻)و معکوس عرض آن  (𝐿)طول مجرا  مقاومت متناسب با

𝑅 گرددمی = 𝐿 𝐻⁄ با  "2شکل ". به این ترتیب هندسه نشان داده شده در

نشان داده شده است، تقریب  "3شکل "یک مدار الکتریکی مشابه با آنچه در 

زده خواهد شد. در این تقریب فرض بر این است که میدان پتانسیل الکتریکی 

کند. بدیهی است چنین تقریبی از درک بعدی تغییر میصورت یکخارجی به

خصوص در نواحی تغییر مسیر عاجز تغییرات عرضی میدان الکتریکی به

توان با پیش از این ارائه گردید، میخواهد بود اما با توجه به فرضیاتی که 

نظر از تغییرات عرضی شدت میدان الکتریکی از تئوری مدار الکتریکی صرف

 معادل استفاده نمود.

 ، روابط هندسی زیر برقرار است:"1شکل "در هندسه نشان داده شده در 

(13) 𝐻𝐴𝐵 = 𝐻𝐵𝐶 = 𝐻𝐶𝐷 = 𝐻𝐵𝐸 = 𝐻𝐸𝐹 = 𝐻 

(14) 𝐿𝐴𝐵 = 𝐿𝐶𝐷 = 𝐿𝐸𝐹 = 3.5𝐻 

(15) 𝐿𝐵𝐶 = 𝐿𝐵𝐸 = (𝐻 + 𝑑) 2 =⁄ (1 + 𝛼)𝐻 2⁄  𝛼 = 1,2,3,4,5 

، شدت میدان "3شکل "با حل مدار الکتریکی نشان داده شده در 

 گردد:صورت زیر محاسبه میبه ABالکتریکی در بخش 

(16) 
𝐸𝐴𝐵 =

𝜙𝐵 − 𝜙𝐴
𝐿𝐴𝐵

≈
28

22 + 𝛼
𝐸ref 

که در  جای تساوی در رابطه فوق و روابطیبه (≈)استفاده از عبارت 

آور این نکته است که روابط استخراج شده در این گردد یادادامه ذکر می

گذاری مبنای یک سری فرضیات ساده کننده استوار است. با جایبخش بر

گیری از آن دبی عبوری از بخش و سپس انتگرال (12)در معادله  (16)رابطه 

AB .مشخص خواهد شد 

(17) 
𝑄in
∗ ≈

28

22 + 𝛼
(1 −

tanh(𝑘 2⁄ )

𝑘 2⁄
) 

𝑄in جریان عبوری از هریک از انشعابات در حالت جریان کامل برابر با نصف
و  ∗

 برابر با عبارت زیر خواهد بود.

(18) 𝑄up
∗ = 𝑄𝑑𝑜𝑤𝑛

∗ ≈
14

22 + 𝛼
(1 −

tanh(𝑘 2⁄ )

𝑘 2⁄
) 

 

 

Fig. 3 The equivalent electrical circuit used in the calculation of 

external electric field for full-flow condition 

 مدار الکتریکی معادل هندسه جریان الکترواسموتیک در حالت جریان کامل 3شكل 
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 تحلیل جریان منفرد-3-2

باشد. برابر با صفر میدر حالت جریان منفرد، دبی عبوری از انشعاب پایینی 

برای ایجاد چنین شرایطی لازم است تا عامل جریان در این انشعاب یعنی 

عبارت دیگر لازم است تا ولتاژ شدت میدان الکتریکی خارجی به صفر برسد؛ به

برابر باشد. برای تعیین این  𝜙𝐵با  𝜙downاعمالی در انتهای این انشعاب 

 گردد.ترسیم می "4شکل "مقدار، مدار معادل جریان در حالت منفرد مطابق 

( نسبت ولتاژ لازم برای قطع جریان 4با حل مدار معادل جریان )شکل       

 گردد:صورت زیر محاسبه میدر انشعاب پایینی به

(19) 𝜆 =
𝜙down
𝜙0

≈
𝜙B
𝜙A

=
8 + 𝛼

15 + 𝛼
 

صورت زیر خواهد به ABدر این حالت شدت میدان الکتریکی در بخش 

 بود:

(20) 𝐸𝐴𝐵 =
𝜙𝐵 − 𝜙𝐴
𝐿𝐴𝐵

≈
14

15 + 𝛼
𝐸ref 

( دبی جریان در 12در توزیع سرعت )رابطه ( 20)با جایگذاری معادله       

گردد )با توجه به صفر بودن دبی عبوری ورودی و انشعاب بالایی مشخص می

پایینی، تمام دبی ورودی از طریق انشعاب بالایی منتقل خواهد از انشعاب 

 شد(.

(21) 𝑄up
∗ = 𝑄in

∗ ≈
14

15 + 𝛼
(1 −

tanh(𝑘 2⁄ )

𝑘 2⁄
) 

 حل عددی -4

 روش لتیس بولتزمن -4-1

( از چهار مدل مختلف لتیس 9تا  6برای حل عددی معادلات حاکم )روابط 

-استاندارد برای حل معادله ناویر BGKبولتزمن استفاده شده است: مدل 

 استوکس و پیوستگی، مدل لتیس بولتزمن معرفی شده توسط گینزبورگ

برای حل معادله لاپلاس و در نهایت مدل پواسون بولتزمن معرفی شده  [13]

برای حل معادله پواسون که در ادامه به  [14]توسط محمدی پور و همکاران 

 اختصار معرفی خواهند شد.

استوکس  -لتیس بولتزمن هم ارز با معادلات پیوستگی و ناویرمعادله 

 باشد.صورت زیر میتعمیم یافته به

(22) 𝑓𝑖(𝑟 + 𝑐𝑖𝛿𝑡, 𝑡 + 𝛿𝑡) − 𝑓𝑖(𝑟, 𝑡) = Ω𝑖 + 𝛿𝑡𝐹𝑖 

 𝑖تابع توزیع چگالی جرم ذرات و اندیس  𝑓𝑖گام زمانی حل،  𝛿𝑡 رابطه در این

 𝑐𝑖معرف جهات مشخصه حرکت این ذرات با بردارهای سرعت میکروسکوپی 

اپراتور برخورد  Ω𝑖نیروی حجمی و  𝐹𝑖باشد. می 𝑡در زمان  و 𝑟در مکان 

 .[15]گردد صورت زیر تعریف میبه BGKباشد که در مدل می

 

Fig. 4 The equivalent electrical circuit used in the calculation of 

external electric field for single-flow condition 

 مدار الکتریکی معادل هندسه جریان الکترواسموتیک در حالت جریان منفرد 4شكل 

 

(23) Ω𝑖 =
1

𝜏𝑓
(𝑓𝑖

eq(𝑟, 𝑡) − 𝑓𝑖(𝑟, 𝑡)) 

𝑓𝑖ثابت تخفیف زمانی و  𝜏𝑓 (23)در رابطه 
eq تابع توزیعی تعادلی ماکسول- 

جهت مشخصه حرکت ذرات  9بولتزمن خواهد بود. در یک شبکه دوبعدی با 

(D2Q9) [16]گردد صورت زیر تعریف میهای میکروسکوپی بهسرعت. 

(24) {
 
 

 
 
𝑐0 = (0,0)                                                                             

𝑐𝑖 = (cos𝜃, sin𝜃)𝑐 ,    𝜃 =
(𝑖 − 1)π

2
,       𝑖 = 1 − 4      

𝑐𝑖 = √2(cos𝜃, sin𝜃)𝑐, 𝜃 =
(𝑖 − 1)π

2
+
π

4
 , 𝑖 = 5 − 8  

 

𝑐در روابط فوق  = 𝛿𝑥 𝛿𝑡⁄  اندازه سرعت میکروسکوپی ذرات و𝛿𝑥  گام

تابع توزیع تعادلی و ضرایب وزنی مربوط به  D2Q9باشد. در شبکه شبکه می

 .[17]شوند صورت زیر بیان میآن به

(25) 𝑓𝑖
eq
= 𝑤𝑖𝜌[1 +

𝑐𝑖 ∙ 𝑈

𝑐𝑠
2 +

(𝑐𝑖 ∙ 𝑈)
2

2𝑐𝑠
4 −

𝑈2

2𝑐𝑠
2] 

(26) 
𝑤𝑖 = {

4 9⁄ 𝛼 = 0        
1 9⁄ 𝛼 = 1 − 4
1 36⁄ 𝛼 = 5 − 8

 

چگالی سیال و  𝜌بردار سرعت ماکروسکوپی، 𝑈  ،(26)و  (25)در روابط 

𝑐𝑠 = 𝑐 های ماکروسکوپی جریان از باشد. کمیتسرعت صوت مدل می  ⁄3√

محاسبه  توان از روابط زیر، برحسب توابع توزیعقبیل چگالی و سرعت را می

 :[17]نمود 

(27) 
𝜌 =∑𝑓𝑖

𝑖

 

(28) 
𝑈 =

1

𝜌
∑𝑓𝑖𝑐𝑖
𝑖

 

در رینولدزهای پایین، فشار از ناپذیر سازی جریان سیال تراکمدر شبیه

𝑝آل، معادله حالت گاز ایده = 𝜌𝑐𝑠
قابل محاسبه خواهد بود. تحلیل چاپمن  2

دهد که در صورت تعریف ثابت تخفیف زمانی و بردار انسکاگ نشان می –

(، 22صورت زیر، معادلات ماکروسکوپی هم ارز با معادله )نیروی حجمی به

 ( خواهد بود9و  8بعد شده )استوکس بی -ناویرهمان معادلات پیوستگی و 

[18]: 

(29) 𝜏𝑓 =
3

Re

𝛿𝑡

𝛿𝑥2
+
1

2
 

(30) 𝐹𝑖 = 2𝐴sinh(𝜓)
𝑤𝑖

𝑐𝑠
2 𝑐𝑖 ∙ ∇𝜙 

، شکل [13]برمبنای مدل گینزبورگ  (7)برای حل معادله لاپلاس 

دهنده توزیع مقدار شود که نشانمعرفی می  𝑔𝑖جدیدی از تابع توزیع به نام 

𝜙  در جهتi باشد می(∑ 𝑔𝑖 = 𝜙
8
𝑖=0 . معادله حاکم بر این تابع توزیع، (

 .[13]باشد می BGKمعادله عمومی لتیس بولتزمن و مبتنی بر تقریب 

(31) 

𝑔𝑖  (𝑟 + 𝑐𝑖𝛿𝑡, 𝑡 + 𝛿𝑡) = 

    𝑔𝑖  (𝑟, 𝑡) +
1

𝜏𝜙
(𝑔𝑖

eq(𝑟, 𝑡) − 𝑔𝑖(𝑟, 𝑡)) 

توان نشان داد که اگر شکل تعادلی انسکاگ می -به کمک بسط چاپمن

صورت زیر تعریف شوند، و ثابت تخفیف زمانی متناسب با آن به 𝑔  توزیعتابع 

 خواهد بود. (7)معادل با حل معادله لاپلاس  (31)حل معادله 

(32) 

𝑔𝑖
eq
=

{
 
 

 
 
𝜙𝑤𝑖

′

𝑘𝑔
                𝑖 > 0

𝜙 −∑𝑔𝑖
eq

𝑖≠0

  𝑖 = 0
 

(33) 𝜏𝜙 = 𝑘𝑔
𝛿𝑡

𝛿𝑥2
+
1

2
 

باشد که متناسب با یک ثابت عددی دلخواه می 𝑘𝑔در روابط فوق 



  

 و همکاران پورامیدرضا محمدی شکل Yبررسی تحلیلی و عددی راهگزینی جریان الکترواسموتیک در یک سه راهی 

 

 12شماره  17، دوره 1396اسفندمهندسی مکانیک مدرس،  013
 

𝑤𝑖شود و های ثابت تخفیف زمانی انتخاب میمحدودیت
ضرایب وزنی مرتبط  ′

به صورت  D2Q9باشد که در شبکه دو بعدی و نه سرعته با شبکه سرعت می

 :[13] شودزیر تعریف می

(34) 
𝑤𝑖
′ = {

1

3
      𝑖 = 1 − 4

1

12
    𝑖 = 5 − 8

 

های متفاوتی از معادلات لتیس بولتزمن برای حل معادله تا به امروز مدل

. در این مقاله از مدل معرفی شده توسط [21-19]پواسون ارائه شده است 

منظور حل معادله پواسون حاکم بر پتانسیل به [14]محمدی پور و همکاران 

 استفاده شده است: 𝜓الکتریکی داخلی 

(35) 

ℎ𝑖(𝑟 + 𝑐𝑖𝛿𝑡, 𝑡 + 𝛿𝑡) = ℎ𝑖(𝑟, 𝑡) 

+
ℎ𝑖
eq(𝑟, 𝑡) − ℎ𝑖(𝑟, 𝑡)

𝜏ℎ
− (

2𝜏ℎ − 1

𝜏ℎ
) 𝛿𝑡𝑤𝑖𝑘

2sinh(𝜓) 

صورت زیر تعریف در این رابطه تابع توزیعی تعادلی و ثابت تخفیف زمانی به

 خواهند شد.

(36) 

ℎ𝑖
eq
=

{
 
 

 
 𝜓𝑤𝑖

′

𝑘ℎ
                𝑖 > 0

𝜓 −∑ℎ𝑖
eq

𝑖≠0

  𝑖 = 0
 

(37) 𝜏ℎ = 𝑘ℎ
𝛿𝑡

𝛿𝑥2
+
1

2
 

باشد که با توجه به یک ثابت عددی دلخواه می khدر این روابط 

 شود و مقدار ماکروسکوپیانتخاب می 𝜏ℎمحدودیت عددی ثابت تخفیف زمانی

𝜓 از رابطه𝜓 = ∑ ℎ𝑖 − 𝛿𝑡𝑘
2sinh (𝜓)𝑖  .محاسبه خواهد شد 

 شرایط مرزی و اعتبارسنجی -4-2
و  [22]هی -در حوزه جریان سیال برای اعمال شرط مرزی فشار از مدل زو

ها از مدل محمدی پور و همکاران برای شرط مرزی عدم لغزش روی دیواره

ها نیز از تعاریف است. برای اعمال شرط مرزی سایر مدلشده استفاده  [23]

 کمیات ماکروسکوپی برحسب مقادیر تابع توزیع مربوط به هر مدل استفاده

𝜓 و 𝜙wallعنوان نمونه با اختصاص دادن کمیات شده است.  به
wall

به یک   

برای جهات مجهول  (39)تا  (38)گره مرزی واقع در دیواره پائینی مجرا روابط 

بیانگر مقادیر معلوم تابع  𝑖زیرنویس  (39)تا  (38)روابط در  شود،حاصل می

 . [12]توزیعی در گره مرزی است 

(38) {
 
 

 
 𝑔2 =

2

3
(𝜙wall −∑𝑔𝑖)

𝑖

𝑔5,6 =
1

6
(𝜙wall −∑𝑔𝑖)

𝑖

 

(39) {
 
 

 
 ℎ2 =

2

3
(𝜓

wall
− 𝛿𝑡 (

𝑘2𝜌𝑒
4
) −∑ℎ𝑖)

𝑖

ℎ5,6 =
1

6
(𝜓

wall
− 𝛿𝑡 (

𝑘2𝜌𝑒
4
) −∑ℎ𝑖)

𝑖

 

یافته هیدرودینامیکی و منظور اعتبارسنجی جریان الکترواسموتیک توسعهبه

شده سازی یونی درون یک میکروکانال مستقیم با زتا پتانسیل یکنواخت شبیه

ه شود که با برقراری رابطای انتخاب میگونهاست. میزان بار سطحی به

𝑧𝑒𝜁 𝑘𝐵𝑇⁄ ≤ هوکل معتبر باشد. در این حالت حل معادلات  -تقریب دبای 1

حاکم منجر به ارائه حل تحلیلی برای سرعت و پتانسیل الکتریکی مطابق 

 :[11] خواهد شد (40)روابط 

 الف( -40)
𝜓(𝑦)

𝜁
=
cosh(𝑘𝑦 − 𝑘𝐻/2)

cosh(𝑘𝐻/2)
 

 ب( -40)
𝑢(𝑦)

𝑈ref
= 1−

cosh(𝑘𝑦 − 𝑘𝐻/2)

cosh(𝑘𝐻/2)
 

نتایج عددی و تحلیلی موجود برای پروفیل سرعت و " 5 هایشکل"در 

با هم مقایسه  45و  30، 15از  kپتانسیل الکتریکی در سه مقدار مختلف 

خوب نتایج حاصل از حل  شود تطابق بسیارطور که مشاهده میاند، همانشده

سازی صورت گرفته موید صحت شبیه (40)شبکه بولتزمن و حل تحلیلی 

 .است

 برای تبدیل حالت جریان λتعیین نسبت ولتاژ  -4-3
طور یکپارچه و از یک در این پژوهش فرض شده است که بستر جریان به

جنس ساخته شده است؛ بنابراین بار سطحی ناشی از مجاورت با الکترولیت 

توزیع میدان  "6شکل "خواهد بود.  ζدر تمام سطوح یکسان و برابر با 

دهد. پارامترها و خواص ز این بار سطحی را نشان میالکتریکی داخلی ناشی ا

ذکر  1اند، در جدول سازی مورد استفاده قرار گرفتهسیالی که در این شبیه

 شده است.

 

 
Fig. 5 Comparison of numerical an analytical profiles for different 

values of Debye-Hückel a) velocity profiles b) internal potential 
distribution 

سازی عددی و روابط تحلیلی موجود برای جریان نتایج حاصل از شبیه مقایسه 5شكل 

الکترواسموتیک در میکروکانال مستقیم الف( پروفیل سرعت ب( توزیع میدان پتانسیل 

 الکتریکی داخلی
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 سازی جریان الکترواسموتیکثوابت خواص سیال در شبیه 1جدول 
Table 1 Constants and physical properties 

 )واحد( مقدار پارامتر

𝑘 5, 15 

𝛼 1, 2, 3, 4, 5 

𝜀𝑟 80 

𝜁 −25(mV) 
𝐸 −30(V/mm) 

𝜌 1 × 103(kg/m3) 
𝜇 1 × 10−3 (Pa. s) 

 

 

Fig. 6 Internal potential (𝜓) field in the Y-shaped three-way channel for 

𝑘 =15 and 𝛼 =1  
𝑘بعد شده( به ازای )بی 𝜓خطوط هم تراز   6شكل  = 𝛼و  15 = 1 

نشان داده شده است، میدان الکتریکی  "6شکل "طور که در همان

داخلی که ناشی از تجمع یونی در مجاورت سطوح باردار است، تنها بخش 

دهد. با این وجود همین کوچکی از حوزه حل را تحت تأثیر خود قرار می

حوزه محدود اگر در معرض یک میدان الکتریکی خارجی قرار گیرد عامل 

توان با قرار لکتریکی خارجی را میگیری جریان خواهد شد. میدان اشکل

دادن الکترود در دو سوی هندسه ایجاد نمود. در حالت جریان کامل شرایط 

 گردد:مرزی زیر به عنوان ولتاژهای اعمالی در دو سوی مجرا لحاظ می

(41) 𝜙0 = −𝐸ref𝐿, 𝜙up = 0,     𝜙down = 0 

، توزیع میدان الکتریکی حاصل از حضور الکترودها در دو انتهای "7شکل "

 سازد.( را مشخص می41هندسه )رابطه 

در مجرای ورودی  𝜙شود توزیع مشاهده می "7شکل "طور که در همان

کند اما در ناحیه ارتباط بعدی تغییر میصورت یکو دو انشعاب خروجی به

. نکته دیگری که در این تصویر به بین این مجاری توزیع دوبعدی خواهد شد

 بین (𝜙∇)وضوح نشان داده شده است، تغییر در شدت میدان الکتریکی 
 

 

Fig. 7 External potential (𝜙) field for full-flow condition when α is set 

to be 𝛼 =1 
𝛼)بی بعد شده( به ازای  𝜙خطوط هم تراز  7شكل   در حالت جریان کامل 1=

در  𝜙طوری که تغییرات مقادیر ورودی و انشعابات خروجی است. به مجرای

ناحیه ورودی تقریباً دو برابر تغییرات خطوط مشابه در انشعابات است. این 

( توجیه 3توان به راحتی با مدل مدار الکتریکی معادل )شکل تغییر را می

 نمود.

در  (𝜓)خلی و دا (𝜙)با اعمال نتایج حاصل از میدان الکتریکی خارجی 

شکل "( میدان سرعت در حالت جریان کامل مطابق 9حل جریان )معادله 

طور که در این شکل نشان داده شده است، در گردد. همان، مشخص می"8

حالت جریان کامل، شرایط جریان در هر دو انشعاب یکسان بوده و طبیعتاً هر 

 انشعاب نیمی از دبی ورودی را انتقال خواهد داد.

 0.2𝜙0هایی برابر با رط مرزی ولتاژ در انشعاب پایینی را با گامحال ش

سازی را تا رسیدن به شرایط پایای جریان افزایش داده و در هر گام شبیه

گیری از توزیع سرعت دبی دهیم. در نهایت در هرگام با انتگرالادامه می

 (𝑄down)و پایینی   (𝑄up)، انشعاب بالایی (𝑄in)جریان در مسیر ورودی 

تغییرات دبی را به ازای مقادیر متفاوت ولتاژ در  "9شکل "گردد. محاسبه می

 دهد.انتهای انشعاب پایینی نشان می

نشان داده شده است، به ازای  "9شکل "طور که در همان

𝜙down 𝜙0⁄ = جریان عبوری از انشعابات یکسان و برابر با نصف دبی  0

𝜙downورودی است. با افزایش نسبت ولتاژ  𝜙0⁄  دبی عبوری از انشعاب ،

 یابد. این تغییرات بهپایینی کاهش و بالعکس دبی انشعاب فوقانی افزایش می
 

 

Fig. 8 Velocity vectors in full-flow condition for 𝑘 = 15 and 𝛼 = 1 
𝑘بردارهای سرعت در حالت جریان کامل به ازای   8شكل  = 𝛼و  15 =1 

 

Fig. 9 Flow rate variation as a function of lower channel’s voltage 
𝑘تغییرات دبی برای مقادیر متفاوت ولتاژ در انتهای انشعاب پایینی ) 9شكل  = و  15

𝛼 = 1) 
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ای است که در نهایت دبی ورودی )مجموع دبی هر دو انشعاب( کاهش گونه

تغییرات نسبت ولتاژ،  خواهد یافت. با توجه به تغییرات خطی دبی به ازای

توان با میانیابی نسبت ولتاژ موردنیاز برای توقف جریان در انشعاب پایینی می

(𝜆)  9شکل "را محاسبه نمود. در مثال نشان داده شده در"(𝛼 = 𝑘 و 1 =

λ، این نسبت ولتاژ برابر با  (15 = باشد. با افزایش بیشتر این می 0.5616

نسبت ولتاژ، دبی در انشعاب پایینی منفی خواهد شد که به معنای پمپاژ 

مشخص شده است اما  𝜆معکوس جریان در این انشعاب است. به این ترتیب 

برای ارزیابی صحت این نسبت لازم است تا شرایط جریان مجدداً و با شرایط 

 سازی گردد.مرزی زیر شبیه

(42) 𝜙0 = −𝐸ref𝐿, 𝜙up = 0,     𝜙down = 𝜆𝜙0 

را نشان  (42)توزیع میدان الکتریکی حاصل از شرط مرزی  "10شکل "

در انشعاب  𝜙شود در این حالت تغییرات طور که مشاهده میدهد. همانمی

رغم وجود میدان الکتریکی داخلی در رسد؛ بنابراین علیپایینی به صفر می

 انشعاب، نیروی حجمی بر سیال وارد نخواهد شد.مجاورت سطوح این 

دهد. توزیع سرعت در جالت جریان منفرد را نشان می "11شکل "

محاسبه شده از میانیابی، دبی جریان در در  λمطابق این شکل با اعمال مقدار 

انشعاب پایینی به صفر رسیده است؛ بنابراین نسبت ولتاژ محاسبه شده از 

عنوان نتیجه حاصل از تحلیل عددی تلقی خواهد درونیابی صحیح بوده و به

 شد.

 تقریبی -ارزیابی حل تحلیلی  -5

گردد دی مقایسه میدر این قسمت نتایج حاصل از تحلیل تقریبی و تحلیل عد

 تا میزان دقت معادلات ارزیابی گردد.

این نسبت را به  (19)پردازیم. معادله می 𝜆در ابتدا به بررسی نسبت ولتاژ 

 کند؛ اما در حل عددی علاوهبیان می (𝛼)عنوان تابعی از تنها یک متغیر 
 

 

Fig. 10 External potential (𝜙) field for single-flow condition when α is 

set to be 𝛼 = 1  
𝛼)بی بعد شده( به ازای  𝜙خطوط هم تراز   10شكل   در حالت جریان منفرد 1=

 

Fig. 11 Velocity vectors in single-flow condition for 𝑘 = 15 and 𝛼 =1  
𝑘بردارهای سرعت در حالت جریان منفرد به ازای   11شكل  = 𝛼و  15 = 1 

نیز در  k، دو مقدار متفاوت از 𝛼برای انتخاب پنج مقدار متفاوت برای 

ها مورد استفاده قرار گرفته است. در هر یک از این حالات مطابق سازیشبیه

از یک سری از نتایج میانیابی و  𝜆با آنچه در بخش قبل ذکر شد، ابتدا مقدار 

دست آمده هدهنده مقادیر بنشان 2گردد. جدول سپس صحت آن ارزیابی می

 سازی عددی و حل تقریبی است.از شبیه

با دقت بالایی  (19)دهد، معادله تقریبی نشان می 2طور که جدول همان

تواند نسبت ولتاژ مورد نیاز برای توقف جریان ( می%1)با بیشینه خطای نسبی 

 در یک انشعاب را محاسبه نماید.

در مرحله بعدی میزان دبی عبوری از انشعاب بالایی در حالات جریان 

دست هنتایج ب 6تا  3گیرد. جداول کامل و جریان منفرد مورد بررسی قرار می

به ازای  (21)و  (18)دست آمده از هسازی عددی را با مقادیر بآمده از شبیه

𝑘بعد ضخامت لایه دوگانه الکتریکی پارامترهای بی = 𝑘و  5 = مقایسه  15

 کند.می

 نسبت ولتاژ مورد نیاز برای توقف جریان در انشعاب پایینی 2جدول 
Table 2 Required voltage ratio (λ) to stop flow in the lower channel 

𝜆 ( 15) رابطه 𝜆 (𝑘 = 15) 𝜆 (𝑘 = 15) 𝛼 

0.5625 0.5612 0.5616 1 
0.5882 0.5886 0.5914 2 
0.6111 0.628 0.6160 3 
0.6316 0.6340 0.6375 4 
0.6500 0.6532 0.6566 5 

 
 k=5دبی عبوری از انشعاب بالایی در حالت جریان کامل به ازای  3جدول 

Table 3 Upper channel flow rate in full-flow condition for k=5.  

 𝛼 )حل عددی(𝑄up رابطه  𝑄up(14) درصد خطا

6.0 0.3685 0.3920 1 
5.3 0.3531 0.3730 2 
5 0.3390 0.3571 3 

4.9 0.3260 0.3429 4 
4.7 0.3139 0.3295 5 

 

 k=5دبی عبوری از انشعاب بالایی در حالت جریان منفرد به ازای  4جدول 
Table 4 Upper channel flow rate in single-flow condition for k=5 

 𝛼 )حل عددی(𝑄up رابطه  𝑄up(17) درصد خطا

6.1 0.5297 0.5640 1 
5.3 0.4985 0.5264 2 
4.9 0.4708 0.4953 3 
4.7 0.4461 0.4683 4 
4.5 0.4237 0.4440 5 

 

 k=15دبی عبوری از انشعاب بالایی در حالت جریان کامل به ازای  5جدول 
Table 5 Upper channel flow rate in full-flow condition for k=15 

 𝛼 )حل عددی(𝑄up رابطه  𝑄up(14) درصد خطا

6.9 0.5275 0.5667 1 
6.9 0.5056 0.5428 2 
6.7 0.4853 0.5203 3 
6.5 0.4667 0.4992 4 
6.3 0.4494 0.4796 5 

 

 k=15دبی عبوری از انشعاب بالایی در حالت جریان منفرد به ازای  6جدول 
Table 6 Upper channel flow rate in single-flow condition for k=15  

 𝛼 )حل عددی(𝑄up رابطه  𝑄up(17) درصد خطا

7 0.7583 0.8151 1 
6.7 0.7137 0.7646 2 
6.4 0.6741 0.7201 3 
6.1 0.6386 0.6802 4 
5.8 0.6067 0.6443 5 
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تواند می (21)و  (18)های معرفی شده در رابطه دهد که تقریبنتایج نشان می

( دبی عبوری از انشعاب را در %7)با بیشینه خطای نسبی  قبولیبا دقت قابل 

بینی نماید. نکته دیگری که در حالات جریان کامل و منفرد پیش هر یک از

 (21 و 18)های این نتایج مشهود است، کاهش خطای نسبی حاصل از تقریب

( است. علت این رفتار به 𝛼به ازای افزایش فاصله میان دو انشعاب )افزایش 

گردد که در ر استخراج معادلات مذکور باز میفرضیات در نظر گرفته شده د

بعدی در نظر صورت یکهای رابط بهآن شرایط جریان در هریک از قسمت

و نزدیک شدن دو انشعاب به یکدیگر طبیعتاً  𝛼گرفته شده است. با کاهش 

گردد و به دنبال تر میبعدی بودن شرایط جریان در محل سه راهی پررنگدو

 بعدی افزایش خواهد یافت.قریب یکآن خطای حاصل از ت

 گیرینتیجه -6

صورت شکل به Yدر این تحقیق فرآیند راهگزینی جریان در یک سه راهی 

تحلیلی و عددی مورد بررسی قرار گرفته است. در حل تحلیلی با انجام یک 

صورت تک های مستقیم سه راهی بهسری از فرضیات، جریان در قسمت

کمک تئوری مدار الکتریکی معادل، یک حل و بهبعدی در نظر گرفته شده 

نظر قبل و نیاز و دبی عبوری از انشعاب موردتقریبی برای نسبت ولتاژ مورد

بعد از راهگزینی استخراج گردیده است. در مرحله بعدی شرایط جریان با حل 

سازی شده و پارامترهای مورد اشاره مجدداً عددی معادلات حاکم شبیه

های عددی و تقریبی است. نتایج حاصل از مقایسه داده محاسبه گردیده

بینی نسبت ولتاژ مورد نیاز برای حاکی از دقت بالای حل تقریبی در پیش

راهگزینی جریان و دقت قابل قبول حل تقریبی در محاسبه دبی عبوری از 

انشعاب پیش و پس از راهگزینی است. با توجه به هزینه محاسباتی بسیار 

تقریبی در مقایسه با حل عددی معادلات حاکم و در عین حال  هایاندک حل

توانند ابزار مناسبی در زمینه طراحی ها، این روابط میدقت مناسب آن

 مکانیکی تلقی گردند.های میکرو الکتروسیستم

 سپاسگذاری -7

دانند از دکتر نیازمند، استاد گروه مکانیک دانشگاه نویسندگان برخود لازم می

 های بی دریغشان تشکر نمایند.مشهد به خاطر زحمات و راهنماییفردوسی 

  فهرست علایم -8

𝐸 میدان الکتریکی خارجی (V/m) 

𝐻  ارتفاع میکروکانال(μm) 

𝐿 طول میکروکانال (μm) 

𝑃  فشار(kPa) 

𝐾  هوکل  –پارامتر دبای(1/m) 

𝑘  پارامتر بی بعد ضخامت لایه دوگانه الکتریکی 

Q∗  بی بعد شدهدبی 

n0 ای یونی غلظت توده(ion/m3) 

𝑢ref  سرعت مرجع(m/s) 

𝑢  سرعت(m/s) 

z عدد والانس 

𝑥,y های طول و عرض مولفه(m) 

 علائم یونانی

𝜀0  1)ضریب گذردهی خلا/kg. m3) 

𝜀𝑟 الکتریک سیالثابت نسبی دی 

α نسبت فاصله دو انشعاب به ضخامت مجرای ورودی 

𝜁  زتاپتانسیل(V) 

λ نسبت ولتاژ مورد نیاز برای تغییر حالت جریان 

𝜇  لزجت دینامیکی(kg/m. s) 

𝜌  چگالی(kg/m3) 

𝜌𝑒  (C/m3)خالص بار الکتریکی   چگالی 

𝜎  مقدار انحراف معیار توزیع غلظت(mol/m3) 
𝜙  میدان پتانسیل خارجی(V) 

𝜓 میدان پتانسیل الکتریکی داخلی (V) 

 هازیرنویس

down پایین 

in ورودی 

out خروجی 

ref حالت مرجع 

up بالا 
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