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 چکیده  اطلاعات مقاله
 مقاله پژوهشی کامل

 1396 مرداد 22دریافت: 
 1396 مهر 62پذیرش: 

 1396 آبان 27ارائه در سایت: 

برای حل مسائل با مرز نامشخص یا متحرک بسیار مناسب است. در این تحقیق، های اساسی، یک روش مرزی بدون شبکه است که روش جواب 
-سازی شکل هندسی مقاطع تحت پیچش به کار گرفته شده است. هدف این پژوهش، یافتن شعاعهای اساسی در زمینه مسائل بهینهروش جواب

شود که برای مقدار ش برشی است. در ابتدا، نشان داده میی مقاطع توخالی تحت پیچش، برای به حداقل رساندن حداکثر تنهای بهینه گوشه
های داخلی برابر باشد. با توجه به این واقعیت، بایست حداکثر تنش برشی در مرز خارجی با حداکثر تنش برشی در گوشهبهینه شعاع گوشه، می

سازی مبتنی بر گرادیان است، تابع یک روش بهینهمارکوارت، که -یک تابع هدف مناسب تعریف شده است و سپس با استفاده از روش لونبرگ
اساسی دارد. در اینجا، برای  هایرسد. نحوه چیدمان نقاط متمرکز و چشمه، تأثیر بسیار مهمی بر دقت جواب در روش جوابهدف به حداقل می

دقت کد توسعه یافته برای تحلیل پیچشی تعیین مناسب محل نقاط چشمه و متمرکز از یک روش دوقیدی استفاده می شود. به منظور ارزیابی 
های اساسی، یک مثال با دامنه بیضی توخالی ارائه شده است. نتایج عددی حاصل با نتایج حاصل از اعضای توخالی با استفاده از روش جواب

ه برای عضوهای با مقاطع مربع، دهد. مقادیر بهینه شعاع انحنای گوشجواب دقیق مسأله مقایسه شده است که انطباق بسیار خوبی را نشان می
های بهینه سپس با توجه به نتایج به دست آمده، فرمولی برای تعیین شعاع های مختلف به دست آمده است ومستطیل و ذوزنقه در ضخامت

  های داخلی مقاطع مستطیل توخالی استخراج شده است.گوشه
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 های اساسیروش جواب
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 The method of fundamental solutions is a boundary-type mesh-free method, which is very suitable for 

problems with unknown or moving boundaries. In this paper, the method of fundamental solutions is 

employed for shape optimization in torsion problems. The objective of this work has been to find 

optimum corners radii of hollow cross-sections under torsion for minimizing the maximum stress. First, 

it is shown that for the optimum value of the corner radius, the maximum shearing stress on the outer 

boundary should be equal to the shearing stress at internal corner. Considering this fact, a suitable 

objective function is defined and then it is minimized using the Levenberg-Marquardt method, which is 

a gradient-based optimization method. The configuration of collocation and source points has a very 

important effect on the accuracy of the solution in the method of fundamental solutions. Here, a two-

constraint method is used for proper configuration of source and collocation points. To verify the 

accuracy of the developed code for torsion analysis of hollow members using the method of 

fundamental solutions, an example with a hollow elliptical domain is presented. The obtained numerical 

results are compared with the results of exact solution, which show a very good agreement. The 

optimum values of corners radii for members with square, rectangle and trapezoid cross-sections and 

different thicknesses have been successfully found. Then, using the obtained results, a formula for the 

optimum value of the radius of internal corners of hollow rectangle cross sections is constructed.  
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 مقدمه 1- 

های سازی مقاطع استاندارد )قوطی، نبشی، ناودانی و پروفیلاز دیرباز بهینه
ای مناسب و کاهش ماده مصرفی استاندارد(، به منظور رسیدن به رفتار سازه

بسیار حائز اهمیت بوده است و از روش المان محدود، المان مرزی و چند 

همچنین امروزه با توجه روش تحلیلی، برای این منظور استفاده شده است و 

سازی بیش از پیش های تولید، رویکرد صنایع به اختصاصیبه گسترش روش
سازی مقاطع اختصاصی روشی سریع و ساده مورد شده است و لذا برای بهینه

 ها به کار گیرند.باشد تا طراحان به راحتی هنگام طراحی سازهنیاز می

http://mjmec.ir/
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های انتقال ها و مکانیزمسازه مسأله پیچش به دلیل کاربرد بسیاری که در
های هوایی و غیره دارد، از اهمیت بالایی برخوردار است. گشتاور و ساختار

ها تحت بارهای پیچشی همواره مورد توجه محققان بوده بینی رفتار سازهپیش

 .[1]های مختلف انجام شده است است و تحلیل عددی و تجربی آنها با شیوه

کنون در مسائل پیچش انجام شده است، عبارت هایی که تاسازیبهینه
سازی ها، بهینهسازی ضخامت شافتسازی شرط مرزی، بهینهاست از بهینه

سازی ها. بهینهسازی سطح مقطع بیرونی و درونی شافتتوزیع نیرو و بهینه

تر از دیگر مسائل است زیرا در هر مرحله از سطح مقطع تحت پیچش پیچیده

 سازی، باید مسأله تحلیل پیچش از ابتدا حل شود.د بهینهمراحل تکرار فراین
باشد. ها میسازی سازهبهینه کردن شکل هندسی از مسائل مهم در بهینه

ها و بال های مهندسی، مانند تیرها، شفتاز آنجا که بسیاری از اجزاء و سازه

گیرند، تجزیه و تحلیل سازه تحت هواپیما، تحت بارهای پیچشی قرار می

سازی شکل هندسی، برای مدت طولانی مورد توجه چش به منظور بهینهپی
محققان بوده است. برای اولین بار اشکال همبند ساده مورد تحلیل قرار گرفت 

اثبات شد که بهترین شکل همبند ساده تحت پیچش دایره  1956و در سال 

یله کردن اشکال توپر به وسروشی عددی برای بهینه 1988. در سال [2]است 

 .[3]مینیمم کردن تمرکز تنش ارائه گردید 
های توخالی، تحت پیچش نیز مورد کردن شکل هندسی میلهبهینه

روشی برای بهینه کردن مرز درونی و  1980بررسی قرار گرفته است. در سال 

یابی به بیشترین مقاومت پیچشی با بیرونی اشکال توخالی به منظور دست

شود براساس این روش ابتدا تابع مرز تعیین می مساحت سطح ثابت، ارائه شد.
گردد کردن چند پارامتر از تابع مرز شکل بهینه میو سپس به وسیله بهینه

[4]. 

های منشوری به منظور کردن میلهروشی برای بهینه 1992در سال 

. در سال [5]دستیابی به بیشترین مقاومت پیچشی و کمترین جرم ارائه شد 
چند شکل همبند دوگانه تحت پیچش مورد ارزیابی قرار گرفت و شکل  2000

سازی، افزایش مقاومت پیچشی با ها بهینه شد که هدف بهینههندسی آن

-روشی جدید برای بهینه 2001. در سال [6]داشتن سطح مقطع بود ثابت نگه

کردن مقاطع همبند چندگانه با مینیمم کردن تنش برشی در مساحت سطح 
 .[7]ارائه شد  ثابت،

یکی از موضوعاتی که در بهینه کردن شکل هندسی اهمیت دارد گرد 

روشی تحلیلی برای بهینه کردن  2013باشد. در سال ها میکردن گوشه

های منتظم به منظور افزایش مقاومت پیچشی و کاهش های چندضلعیگوشه
 .[8]سطح مقطع ارائه گردید 

هندسی تاکنون مورد استفاده قرار هایی که برای بهینه کردن شکل روش

 گرفته عبارتند از:

 برشی بیشینه با استفاده از روش المان محدود کمینه کردن تنش
 ؛[7,6,4]

 برشی روی مرز با استفاده از تقریب زدن کمینه کردن انتگرال تنش

 تنش برشی با توابع مرز و سپس کمینه کردن توابع مرزی؛  

  ؛[3]کمینه کردن تمرکز تنش با استفاده از روش المان مرزی 
  [8]کمینه کردن تنش در گوشه با استفاده از روش تحلیلی ریتز. 

های زیادی به منظور در زمینه مسائل کاربردی و صنعتی نیز فعالیت

سازی مقاطع تحت پیچش انجام شده است، به عنوان مثال در سال بهینه

وضعی، یک مقطع با دو جنس متفاوت، تحت پیچش، سازی مبا بهینه 2017
سازی های اخیر در چند پژوهش به بهینه. همچنین در سال [9]بهینه گردید

-12]پارامترهای هندسی مقاطع کامپوزیتی تحت پیچش پرداخته شده است 

10]. 

های فلزی و همچنین های ساخت قوطی و پروفیلامروزه با توجه به روش

آن ابتدا شکل کلی مقطع هندسی را تعیین و سپس به  کاربردهای چندگانه

شود. اندازه انحنای بهینه کردن برخی از پارامترهای هندسی پرداخته می
های مقاطع، تأثیر به سزایی در میزان مقاومت پیچشی سازه دارد و گوشه

دهی کاری و شکلهای فولادی با فرایند خمهمچنین با توجه به اینکه قوطی

وند، انتخاب شعاع بهینه خم موجب افزایش استحکام سازه شتولید می

های اساسی ای جدید بر اساس روش جوابگردد. در این تحقیق، شیوهمی
سازی پارامترهای هندسی مقاطع توخالی تحت پیچش ارائه برای بهینه

شود که این نوع مسأله شود. با توجه به تحقیقات گذشته ملاحظه میمی

فت حل آن جدید بوده و نتیجه آن از کاربرد فراوانی در سازی و رهیابهینه

های مکانیکی برخوردار است. هدف این پژوهش، یافتن طراحی قطعات و سازه
هایی با مقطع مربع توخالی، یِ سطح مقطع میلههای بهینه گوشهشعاع

های مختلف تحت مستطیل توخالی و مقطع ذوزنقه توخالی در ضخامت

شود که است و همچنین نشان داده می 1های اساسیپیچش، با روش جواب

 باشد.سازی مقاطع میحلی مناسب و ساده برای بهینهاین روش راه

 های اساسیمعرفی روش حل جواب2- 

های اساسی یک روش عددی برای حل مسائل مختلف مهندسی و روش جواب

بیان ها معادلات حاکمه بصورت معادلات دیفرانسیلی علمی است که در آن

های اساسی برای حل مسأله استفاده شوند. از آنجا که این روش از جوابمی
کند، شبیه روش المان مرزی است ولی از جهاتی نیز با این روش متفاوت می

است به این معنی که برای  2های اساسی روشی تجمیعیاست. روش جواب

باشد نیاز میحل مسأله به شرایط مرزی در تعداد محدودی از نقاط روی مرز 

شود و در نتیجه تنها مرز های اساسی برای حل مسائل استفاده میو از جواب
گیرد و این از مزایای این روش و روش المان مرزی مورد بررسی قرار می

باشد، در صورتی که در روش المان محدود، روش تفاضل متناهی و می

گیرد. در قرار می های بدون المان، کل دامنه مورد بررسیبسیاری از روش

گیری های اساسی برخلاف روش المان مرزی نیازی به انتگرالروش جواب
که روش المان  [13]گیری تکین روی مرز نیست و در نتیجه مشکلات انتگرال

  کند، در این روش وجود ندارد.مرزی را پیچیده می

 توسط کوپرادزِ و الکسایدزِ 1964های اساسی در سال ایده روش جواب

های محاسباتی و حل عددی این روش نیز در سال . تکنیک[14]طرح گردید 
ی و به تدریج به وسیله [15]توسط مِیسِن و جانسِن مطرح شد  1977

مقالاتی که توسط مِیسنِ، جانسِن و گریم فِیروِتِر در زمینه مسائل کاربردی 

ی حل های اساسی به ابزاری مناسب برا، روش جواب[16-19]ارائه گردید 

 مسائل فیزیک و مهندسی تبدیل شد.

های اساسی بدین صورت است که برای مدل اساس روش حل جواب 

بایست کردن مسأله با معادله حاکمه و شرایط مرزی مشخص، در ابتدا، می

نظر از شرایط مرزی مسأله را بدست جواب اساسی معادله حاکمه با صرف

کند معادله دیفرانسیل را ارضا میآورد. جواب اساسی در واقع جوابی است که 
باشد. جواب ( می3و نظیر یک مسأله با دامنه بیکران و یک بار متمرکز )چشمه

 است: (1)اساسی برای عملگر لاپلاس دوبعدی به صورت رابطه 

                                                                                                                                           
1 Method of fundamental solutions 
2 Collocation method 
3 Source 



  

 عبدالرحمان حقیقی و محمدرحیم همتیان های اساسی توخالی تحت پیچش با استفاده از روش جواب هایسازی سطح مقطع میلهبهینه

 

 072 11شماره  17، دوره 1396 بهمنمهندسی مکانیک مدرس، 
 

 باشد.فاصله از چشمه می rکه در آن 
روی مرز فیزیکی تعدادی  1پس از تعیین جواب اساسی، مطابق شکل 

در نظر گرفته شده است و شرط مرزی روی هر نقطه تعیین  1نقطه متمرکز

شود و پس از آن یک مرز مجازی اطراف مرز اصلی فرض شده و بر روی می

 قرار داده شده است. 2آن، نقاط چشمه
وجود دارد و با  (1)به ازای هر نقطه چشمه یک جواب به صورت معادله 

ها نیز ها و ضریبی از جوابتوجه به خطی بودن معادله لاپلاس مجموع جواب

کند و به این ترتیب معادله دیفرانسیل به ازای مجموع در معادله صدق می

شود. ضریب هر های اساسی به صورت دقیق ارضاء میضرایب دلخواه از جواب
مرزی ارضا گردد. در نتیجه یک شود که شرایط ای تعیین میجواب به گونه

های اساسی آید که مجهولات آن ضرایب جوابدستگاه معادلات بدست می

باشد. تعداد مجهولات برابر با تعداد نقاط چشمه است و تعداد معادلات می

 ها مشخص است.همان تعداد نقاط متمرکز است که جواب بر روی آن
بر باشد برای حل دستگاه در صورتی که تعداد نقاط چشمه و متمرکز برا

بایست معکوس ماتریس ضرایب را در ماتریس جواب ضرب کرد، معادلات می

گردد. جواب هر نقطه تا ضریب هر چشمه )ضریب هر جواب اساسی( تعیین 

های اساسی در آن نقطه به ازای هر درون مرز برابر است با مجموع جواب
 چشمه ضربدر ضریب هر چشمه.

های اساسی شدیداً تحت تأثیر مکان جواب دقت و همگرایی روش

قرارگیری نقاط متمرکز و نقاط چشمه است. در این پژوهش از نحوه چیدمان 

ارائه شد، استفاده  [20]توسط همتیان و همکاران  2017نقاطی که در سال 
شود، که بر اساس آن، چیدمان نقاط با رعایت دوقید هندسی انجام می

نماید که جواب مسأله بین دو اطمینان را حاصل میشود. قید اول، این می

نقطه متمرکز متوالی روی مرز، نوسانی نباشد. قید دوم نیز شرایط عمومی 

بخشد. به عبارت دیگر قید دوم عدد شرط سیستم معادلات را بهبود می
 دهد. های اساسی را کاهش میسیستم معادلات روش جواب

 به صورت زیر است: به طور خلاصه مراحل حل در این روش

 گام اول( قرار دادن نقاط متمرکز به صورت مناسب روی مرز هندسی؛

 گام دوم( چیدن نقاط چشمه در اطراف مرز و در مکان مناسب؛
گام سوم( تعیین معادله جبری برای هر نقطه متمرکز به ازای هر چشمه 

 )محاسبه ماتریس ضرایب(؛

 وردن شدت هر چشمه؛آگام چهارم( حل دستگاه معادلات و بدست 

 گام پنجم( محاسبه جواب در نقاط دلخواه درون یا روی مرز.
های دیگر های اساسی نسبت به روشهای روش حل جوابترین مزیتاز مهم

 سرعت بالای رسیدن به جواب و حجم محاسبات کم است، به همین دلیل
 

 
Fig. 1 Basic concepts of the method of fundamental solutions 

 های اساسیمفاهیم اولیه روش جواب 1 شكل

                                                                                                                                           
1 Collocation point 
2 Source points 

سازی که نیاز به چندین بار حل دارد، استفاده از این روش در مسائل بهینه

بندی است های عددی، شبکهبر در روشمفید است. یکی از مراحل حل زمان
هندسی زمان قابل توجهی از حل مسأله به سازی که در مسائل بهینه

بندی های اساسی نیازی به شبکهیابد. در روش جواببندی اختصاص میشبکه

بایست نقاط متمرکز و چشمه، روی مرز و اطراف مرز بصورت نیست، ولی می

مناسب چیده شوند. در این روش اگر قسمتی از هندسه مسأله تغییر کوچکی 
و چشمه مربوط به همان ناحیه و نزدیک آن تغییر کند، مکان نقاط متمرکز 

شود، این ویژگی در کنار کند و در چیدمان نقاط دیگر تغییری ایجاد نمیمی

های اساسی موجب برتری این روش در حل مسائل سرعت بالای روش جواب

 گردد.سازی میبهینه

 های اساسی برای معادله لاپلاسروش جواب بندیفرمول 3-

در حالت  Γو شرایط مرزی تعریف شده بر روی مرز  Ωلاس با دامنه معادله لاپ
 شود:بیان می (3,2)کلی به صورت روابط 

(2) ∇2ϕ
'
=0  →  Ω 

(3) f
1
ϕ

'
+f

2

∂ϕ
'

∂n
=f

3
 → Γ 

𝑓که در آن 
1

 ،𝑓
2

𝑓و  
3

 2∇باشند. توابعی هستند که بر روی مرز معلوم می 
متغیر میدانی در  'ϕبردار عمود بر مرز و به سمت بیرون و  nعملگر لاپلاس، 

 های اساسی است.روش حل جواب

های اساسی های اساسی، جواب به صورت مجموع جوابدر روش جواب

 آمده است: (4)شود که در رابطه تخمین زده می

(4) ϕ
'(X)= ∑ 𝒂iϕ̂

'
(X,ξi)

N

i=1

 

𝜉 (4)در رابطه 
𝑖

، ′Γام روی مرز مجازی iبه ترتیب مکان و شدت چشمه  𝑎𝑖و  

N  تعداد نقاط چشمه و𝑋 های مکان یک نقطه از دامنه است. ثابت𝑎𝑖  در واقع
مجهولات مسأله هستند که باید مشخص شوند. جواب اساسی برای معادله 

 :[21]شود بیان می (5)لاپلاس دو بعدی به صورت رابطه 

(5) ϕ̂
'
(X,ξi)=-

1

2π
ln(r)   

𝜉و  𝑋فاصله بین نقطه   rکه در آن 
𝑖

 است. 

 آید:بدست می (6)رابطه  (3)در رابطه  (4)با جایگذاری رابطه 

(6) 
∑ ai

N
i=1 f

1
(Cj)ϕ̂

'
(Cj,ξi)+f

2
(Cj)

∂ϕ̂
'
(Cj,ξi)

∂n
=f

3
(Cj)  

j=1,2,…,M 

𝐶𝑀، (6)در رابطه  , … , 𝐶
2

, 𝐶1  نقاط متمرکز هستند. برای پیدا کردن مجهول
ai تعداد معادلات که برابر با تعداد نقاط متمرکز است باید بیشتر یا مساوی ،

𝑁)تعداد مجهولات یا تعداد نقاط چشمه  ≤ 𝑀)  یک دستگاه  (6)باشد. رابطه

M  معادله خطی وN توان آن را به صورت مجهول است که در حالت کلی می

 نوشت: (7)رابطه 

(7) [B][X]=[F] 

به  [F]و  [𝑋]های بردارهای است و مؤلفه Nدر  Mیک ماتریس  [B]که در آن 

 شوند:بیان می (9,8)صورت روابط 

(8) Bij=f
1
(Ci)ϕ̂

'
(Ci,ξj) +f

2
(Ci)

∂ϕ̂
'
(Ci,ξj)

∂n
  

(9) Xi=ai , Fi=f
3
(Ci) 

𝑁زمانی که  = 𝑀  شود:حل می (10)باشد، دستگاه معادلات به صورت رابطه 

(10) [X]=[B]-1[F]    

𝑁و اگر  < 𝑀  [22]شود حل می (11)دستگاه به صورت رابطه: 

(11) [X]=([B]T[B])
-1

[B]T[F] 

(1) ϕ̂
′

=
1

2π
l n (

1

r
) 
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با محاسبه ضرایب نقاط چشمه، جواب هر نقطه درون مرز با استفاده از معادله 
 ( قابل محاسبه است.4)

های اساسی برای معادلات پیچش روش جواببندی فرمول 4-

 مقاطع توخالی

معادله   3و رابطه سازگاری 2، قانون هوک1جاییبا استفاده از روابط کرنش جابه

 آید:بدست می (12)رابطه های منشوری به صورت کلی حاکم بر پیچش میله

(12) ∇2ϕ=-2μα  →  Ω 

 μ، 5تابع تنش پرانتل ϕاست که در آن  4ی پواسونیک معادله (12)معادله 
 دامنه مسأله است. Ωو  7زاویه پیچش بر واحد طول α،  6مدول برشی

شرط مرزی مسأله پیچش برای مقاطع توخالی و روابط تنش برشی، بر حسب 

 شود:بیان می (13-15)روابط به صورت  ϕتابع تنش پرانتل 

(13) ϕ=0   → Γout     ,    ϕ=ϕ
1
  → Γin 

(14) ∮ τ ds =2μαAΓin
  → Γin 

(15) T=2∬
𝜴
ϕ dx dy +2ϕ

1
A

Γin

   

𝐴𝛤inمرز داخلی،  𝛤inمرز خارجی،  𝛤outکه در آن 
 Rمساحت داخل مقطع و  

ϕمساحت سطح مقطع است و 
1

به صورت  τثابتی است که باید تعیین شود و  

 گردد:بیان می (16)رابطه 

(16) τ=-
∂ϕ

∂n
 

 باشد.ثابت و به سمت بیرون می ϕراستای عمود بر کانتور  nکه در آن 

مسأله اصلی به دو زیر مسأله با دو  [23]برای حل مسأله فوق براساس مرجع 
شود که مقدار تابع شود، که در مسأله اول فرض میتقسیم می 𝜓̂ و 𝜓مجهول 

𝜓 شود که روی مرز داخلی و خارجی صفر باشد و در مسأله دوم فرض می

روی مرز خارجی صفر و روی مرز داخلی برابر یک باشد. معادله  𝜓̂مقدار تابع 

 شود:بیان می (18,17)حاکمه و شرایط مرزی دو مسأله به صورت روابط 

(17) ∇2ψ=-2μα  →  Ω   ,   ψ=0   → Γout   ,   ψ=0  → Γin 

(18) ∇2𝝍̂=0  →  Ω   ,   𝝍̂=0   → Γout   ,   𝝍̂=1  → Γin 

های اساسی و با تبدیل مسأله پواسون به جوابمسأله اول به کمک روش 

شود و های اساسی حل میلاپلاس حل شده و مسأله دوم نیز با روش جواب
 شود:بیان می (19)رابطه در نهایت جواب مسأله به صورت 

(19) ϕ=ψ+ϕ
1
ψ̂ 

ϕمقدار 
1

 :[18]شود محاسبه می (20)رابطه به صورت  

(20) ϕ
1
=

2μαAΓin
 +∫Γin

∂ψ

∂n
dΓ

-∫Γin

∂𝝍̂

∂n
dΓ

 

باشد. راستای عمود بر مرز داخلی و به سمت بیرون می n، (20)که در معادله 

 گردد.محاسبه می (16)تنش برشی نیز از رابطه  ϕبا محاسبه مقدار 

 سازی هندسه مقاطع توخالی تحت پیچشبهینه روش 5-

های سازی شکل هندسی مقطع توخالی میلههدف اصلی این پژوهش بهینه

های های داخلی میلهباشد. میزان تنش برشی در گوشهتحت پیچش می

های خارجی توخالی بسیار زیاد است و همچنین میزان تنش برشی در گوشه

های خارجی سهم ناچیزی از تنش برشی را بسیار کم است و در واقع گوشه

                                                                                                                                           
1 Strain-displacement relations 
2 Hooke’s law 
3 Compatibility equation 
4 Poisson equation 
5 Prandtl stress function 
6 Shear modulus  
7 Angle of twist per unit length 

ها انحنادار شوند، هم مقدار تنش برشی در کنند. اگر گوشهتحمل می
های خارجی که سهم ناچیزی از شود و هم گوشهمیهای داخلی کم گوشه

شوند. لذا هدف این پژوهش یافتن کردند، حذف میتنش برشی را تحمل می

باشد. بیشترین تنش شعاع بهینه اشکال منشوری توخالی تحت پیچش می

افتد لذا شعاع های داخلی بر روی اضلاع خارجی اتفاق میبرشی پس ازگوشه
ی است که حداکثر تنش برشی در گوشه داخلی با بهینه مربوط به شرایط

 حداکثر تنش برشی روی اضلاع خارجی برابر شود. 

که مستطیلی  2تر شدن مسأله، به عنوان مثال، مطابق شکل برای واضح

باشد، متر میسانتی 0.1متر و ضخامت سانتی 1متر و عرض سانتی 2به طول 
داخلی و ضلع خارجی بر مقدار قدرمطلق بیشینه تنش برشی روی انحنا 

𝜇𝛼آمده است )با در نظر گرفتن  3حسب شعاع انحنا در شکل  = 1.) 

هنگامی که گوشه داخلی تیز باشد )شعاع انحنا گوشه کم  3مطابق شکل 

باشد(، مقدار تنش برشی در گوشه بسیار زیاد است و با افزایش شعاع انحنا 
ضلع خارجی نیز با افزایش یابد. بر روی مقدار تنش برشی در گوشه کاهش می

شعاع انحنا مقدار بیشینه تنش برشی تغییرات ناچیزی دارد و با شیب ملایمی 

های انحنای کمتر از یابد. مقدار تنش برشی بیشینه برای شعاعافزایش می

های انحنای افتد و برای شعاعمتر روی گوشه داخلی اتفاق میسانتی 0.186
ترین مقدار تنش رز خارجی قرار دارد. لذا کممتر روی مسانتی 0.186بیش از 

برشی هنگامی است که بیشینه تنش برشی روی مرز خارجی با بیشینه تنش 

  0.186برشی در گوشه داخلی برابر باشد که در این مثال به ازای شعاع انحنای 

 باشد.متر میسانتی

 
Fig. 2 A hollow rectangular section with rounded corners 

 شکل مستطیل توخالی انحنادار به همراه شعاع انحنا 2شكل 

 

Fig. 3 The variation of the maximum shearing stress at outer boundary 

and inner corner with respect to corner radius 
نمودار تغییرات تنش برشی بیشینه در مرز خارجی و در گوشه داخلی تسبت  3شكل 

  گوشهبه شعاع 
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 هدف و متغیر طراحی تعیین تابع 1-5-

های سطح سازی مقدار شعاع انحنا در خط میانی در گوشهمتغیر اصلی بهینه

چین نشان داده خط میانی با خط 2مقطع میله تحت پیچش است. در شکل 
ها در سطح مقطع، متغیر طراحی وجود شده است. به طور کلی به تعداد گوشه

گردد. شکل هندسی موجب کاهش متغیرهای طراحی میدارد و متقارن بودن 

به عنوان مثال مقطع مستطیل توخالی به علت تقارن تنها یک متغیر طراحی 

تر دارد. محدوده تغییرات هر شعاع انحنا از صفر تا نصف طول ضلع کوچک
 باشد. متصل به انحنا می

 یتابع هدف مجموع قدرمطلق تفاضل حداکثر تنش برشی در هر گوشه

بایست بهینه داخلی با حداکثر تنش برشی در هر ضلع خارجی است که می

گردد که در تعریف می (21)گردد. در حالتی کلی تابع هدف به صورت رابطه 
 بیانگر تعداد اضلاع است.  neآن 

(21) 𝑓 = ∑|(𝜏in)max − (𝜏out)max|𝑖

𝑛𝑒

𝑖=1

 

 سازی بهینه الگوریتم 2-5-

 سازی شعاعبه منظور بهینه 1مارکوارت-لونبرگدر این پژوهش از الگوریتم 

مارکوارت روشی است برای -شود. الگوریتم لونبرگهای انحنا استفاده می

یافتن کمینه یک تابع غیر خطی چند متغیره که به عنوان یک روش 

استاندارد برای حل مسأله کمینه مربعات برای توابع غیرخطی مطرح شده 
 .[24]است 

توسط کِنث لونبرگ مطرح گردید و در سال  1944ال این الگوریتم در س

توسط دونالد مارکوارت با دو تکنیک متفاوت توسعه داده شد. الگوریتم  1963

( و روش GNA) 2نیوتون-( بین الگوریتم گاوسLMAمارکوارت )-لونبرگ
مارکوارت مورد -. در الگوریتم لونبرگ[25]کند درونیابی می 3نزول گرادیانی

-اصلاح می (22)ین پژوهش، بردار جواب در هر مرحله با رابطه استفاده در ا

 گردد.

(22) [𝛽]
𝑘+1

= [𝛽]
𝑘

− ([𝐽][𝛽]
𝑘
T[𝐽][𝛽]

𝑘
+ 𝜆[𝐼])[𝐽][𝛽]

𝑘
T𝑓([𝛽]

𝑘
) 

شود، بردار جواب است که شامل متغیرهای طراحی می [𝛽]، (22)در معادله 

[𝛽]
𝑘+1

ام است. kبردار جواب در مرحله  𝑘[𝛽]ام و k+1بردار جواب در مرحله  

𝑓([𝛽]𝑘)  تابع هدف در مرحلهk ام و[𝐽]  ژاکوبین تابعf  به ازای[𝛽]𝑘  .است[𝐼] 

شود. نامیده می 4یک عدد مثبت است که ضریب میرایی 𝜆ماتریس همانی و 
در  5سازیمارکوارت مستقیماً با دستور بهینه-در این پژوهش الگوریتم لونبرگ

 لب مورد استفاده قرار گرفته شده است. افزار متنرم

 نتایج 6-

سازی شعاع انحنا در گوشه مقاطع توخالی مربع، در این قسمت به بهینه

شود. هدف در این مسائل مستطیل و ذوزنقه تحت پیچش پرداخته می

ای که های مقاطع است به گونههای بهینه گوشهمحاسبه شعاع و یا شعاع

 تنش بیشینه حداقل شود.

های اساسی  برای در ابتدا به منظور ارزیابی دقت و همگرایی روش جواب

مقاطع توخالیِ تحت پیچش به حل مسأله سطح مقطع بیضی توخالی در 

بارگذاری پیچش پرداخته شده است، با توجه به وجود جواب تحلیلی برای 

های اساسی و چیدمان توان ارزیابی دقیقی از روش حل جواباین مسأله می

                                                                                                                                           
1 Levenberg-Marquardt 
2 Gauss-Newton 
3 Gradient descent 
4 Damping factor 
5 Optim set 

اط به روش دوقیدی به دست آورد و همچنین در ادامه به حل مسائلی که نق

های ای بین روش جوابها وجود دارد پرداخته شده و مقایسهمقدار تجربی آن
 های دیگر انجام شده است.اساسی با روش

شده برای تحلیل مسأله پیچش توسط روش  ارزیابی کد تدوین 1-6-

 های اساسی جواب

و درونی  4سطح مقطع بیضی توخالی با قطر بزرگ بیرونی  در این قسمت یک

، تحت پیچش بررسی 4، مطابق شکل 1و درونی  2و قطر کوچک بیرونی  2
 .[26]شود محاسبه می (23)شده است. تابع تنش با توجه به معادله 

(23) ϕ(x,y)=-
a2b

2
μα

a2+b
2

(
x2

a2
+

y2

b
2

-1) 

 است. (24)های برشی به صورت روابط و مقدار تنش

(24) τxz=
∂ϕ

∂y
    ,   τyz=-

∂ϕ

∂x
  

نصف قطر کوچک خارجی  bنصف قطر بزرگ خارجی و  a، (23)در معادله 

 شود.در نظر گرفته می 2را برابر  𝜇𝛼باشد و می

 شود.می (25)پس مقادیر تنش برشی برای مسأله فوق به صورت روابط 

(25) τxz=-3.2y   ,   τyz=0.8x   ,   τ=3.2(y2+
x2

16
)𝟏/𝟐 

های اساسی و با رعایت دستورالعمل دوقیدی برای این مسأله با روش جواب

چیدمان نقاط چشمه و نقاط متمرکز حل گردیده است که چیدمان نقاط در 

 1و خطای نسبی جواب برای تعداد مختلف نقاط چشمه در جدول  5شکل 
ی شود خطای نسبی جواب برای همهطور که مشاهده میآمده است. همان

 ها بسیار اندک است.حالت

های اساسی و دستورالعمل شود با روش جوابطور که مشاهده میهمان

نقطه جواب مناسبی بدست  122چیدمان نقاط توسط روش دو قیدی و تنها با 
 آید و همچنین با افزایش نقاط چشمه مقدار جواب به جواب دقیق همگرامی

 

 

Fig. 4 A hollow elliptical cross-section 
 سطح مقطع بیضی شکل توخالییک  4شكل 

 
Fig. 5 The configuration of source and collocation points for the hollow 

ellipse 
 نقاط چشمه و متمرکز برای بیضی توخالی چیدمان 5شكل 
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 خطای نسبی جواب برای سطح مقطع بیضی توخالی تحت پیچش 1جدول 

Table 1 The relative error of the solution for the hollow elliptical cross-

section under torsion 
عدد شرط ماتریس 

 ضرایب
ترین خطای بیش

 نسبی تنش برشی

ترین خطای بیش
 ϕنسبی متغیر 

تعداد نقاط 
 چشمه

2.40 × 103 1.50 × 10-1 1.06 × 10-2 48 

3.20 ×103 1.60 × 10-2 1.00 ×  10-3 70 

5.30 ×103 9.06 × 10-3 2.40 × 10-4 122 

9.30 ×103 6.07 × 10-3 7.60 × 10-5 222 

 

های اساسی در صورت رعایت دستورالعمل دوقیدی شود. لذا روش جوابمی

در چیدمان نقاط چشمه و متمرکز روشی مطمئن برای حل مقاطع توخالی 

 تحت پیچش است.

مقدار زاویه پیچش در نقطه تسلیم برای تر نتایج، به منظور ارزیابی دقیق
گردد. در چندین مستطیل توخالی با مقدار تجربی و عددی آن مقایسه می

های مختلف، تحت پیچش به رفتار چندین قوطی با ابعاد و جنس 1مرجع 

و تئوری مقاطع جدار  1صورت تجربی و همچنین با روش المان محدود

مقادیر تجربی و  2. در جدول مورد بررسی قرار گرفته شده است 2ضخیم

 1عددی زاویه پیچش در نقطه تسلیم برای چندین مقطع بر اساس مرجع 

و مقدار  θExآمده است که مقدار تجربی زاویه پیچش در زمان تسلیم با 
محاسبه شده با روش المان محدود و تئوری مقاطع جدار ضخیم به ترتیب با 

θFE  و باθTWT ین مقدار زاویه پیچش در زمان نشان داده شده است و همچن

( در ستون آخر θMFSهای اساس نیز برای همان مقاطع )تسلیم به روش جواب

شود، مقادیر بدست آمده به روش طور که مشاهده میآمده است. همان
تر گیری شده نزدیکهای اساسی نسبت به دو روش دیگر به مقدار اندازهجواب

 های اساسی مناسب است. ل روش جوابباشد و در نتیجه برای این مسائمی

 سازی سطح مقطع مربع توخالی تحت پیچشبهینه 2-6-

شود، سازی آن پرداخته میاولین سطح مقطع توخالی که در اینجا به بهینه
گیرد. در این است که تحت پیچش قرار می 6یک مربع توخالی طبق شکل 

های مختلف ضخامت ها درمثال هدف یافتن شعاع بهینه خط میانی در گوشه

است. شعاع بهینه مقداری است که به ازای آن بیشینه تنش برشی در گوشه 

شود. در این شرایط داخلی با بیشینه تنش برشی در اضلاع خارجی برابر می
شود. در این مثال برای تنش بیشینه ایجاد شده در کل مقطع حداقل می

های اساسی برای روش جوابمارکوارت و از -سازی از الگوریتم لونبرگبهینه

 یافتن تنش برشی در سطح مقطع استفاده شده است.

مارکوارت برای این مثال -های مورد استفاده در الگوریتم لونبرگپارامتر
اند. مقدار بدست آمده برای شعاع در کد الگوریتم وارد شده 3طبق جدول 

 طورهمانارائه شده است.  4های مختلف در جدول بهینه مقطع در ضخامت
 

مقادیر تجربی و عددی زاویه پیچش در نقطه تسلیم برای چندین مقطع  2جدول 

 1براساس مرجع 
Table 2 Experimental and numerical values of the angle of twisting at 

the yield point for several hollow rectangles based on reference 1 

 ابعاد مقطع
a × b × t × rc (mm) 

 جنس

 گرید فولاد

 (/°mتسلیم ) در نقطهزاویه پیچش 

θEx θFE θTWT θMFS 

197.5 × 99.5 × 7.79 × 8.85 S275J2H 1.6 2.1 2.14 1.62 
149 × 149 × 6.09 × 8 S275J2H 1.35 1.8 1.83 1.40 

199 × 100 × 7.93 × 8.75 S335J2H 1.8 2.25 2.26 1.70 
149.5 × 149.5 × 5.79 × 8 S335J2H 1.9 2.2 2.20 1.71 

                                                                                                                                           
1 Finite element 
2 Thick wall theory 

  
Fig. 6 Hollow square cross section 

 سطح مقطع مربع توخالی 6شكل 

 مارکوارت -پارامترهای مورد استفاده در الگوریتم لونبرگ 3جدول 
Table 3 Parameters used in Levenberg-Marquardt algorithm 

 عنوان پارامتر عنوان پارامتر در متلب مقدار

10-6 X tolerance دقت متغیر طراحی 

10-6 Function tolerance دقت تابع هدف 

0.01 Initial Damping  ضریب میراییمقدار اولیه 

 بر حسب ضخامت برای مربع توخالی تحت پیچش شعاع بهینه گوشه 4جدول 
Table 4 The optimal corner radius with respect to thickness for the 

hollow square under torsion 
 a (t/a) نسبت ضخامت سطح مقطع به )a /a)crنسبت شعاع بهینه به 

0.133 0.02 

0.136 0.04 

0.139 0.06 

0.141 0.08 

0.143 0.10 
0.144 0.12 
0.145 0.14 
0.146 0.16 

0.147 0.18 

0.148 0.20 
0.151 0.22 

0.153 0.24 
0.156 0.26 
0.159 0.28 

شود با افزایش ضخامت اندازه شعاع بهینه گوشه نیز افزایش که ملاحظه می

 کند.پیدا می

 سازی سطح مقطع مستطیل توخالی تحت پیچشبهینه 3-6-

شود، سازی آن پرداخته میدومین سطح مقطع توخالی که در اینجا به بهینه

گیرد. در است که تحت پیچش قرار می 7یک مستطیل توخالی طبق شکل 
های ها در ضخامتاین مثال هدف یافتن شعاع بهینه خط میانی در گوشه

مارکوارت -سازی لونبرگمختلف است. مانند مثال قبل از الگوریتم بهینه

های اساسی برای یافتن تنش برشی در استفاده شده است و از روش جواب

 سطح مقطع استفاده شده است.
( برای این مقطع با 3طور که قبلاً نشان داده شد )مطابق شکل همان

𝑡ضخامت  = 0.1𝑎  زمانی که شعاع انحنا کوچک باشد و برابر ،𝑡 = 0.05𝑎 

برابر زمانی است که شعاع گوشه برابر با مقدار  1.5باشد، مقدار تنش برشی 

𝑡بهینه آن یعنی  = 0.186𝑎 سازی شعاع انحنا، عبارت دیگر با بهینه باشد و به
 توان تا یک و نیم برابر افزایش داد.مقاومت برشی مقطع را می

 ارائه شده 5های مختلف در جدول مقدار شعاع بهینه مقطع در ضخامت
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Fig. 7 Hollow rectangle cross section 

 سطح مقطع مستطیل توخالی 7شكل 

های های مستطیل توخالی تحت پیچش بر حسب ضخامتشعاع بهینه گوشه 5جدول 

 مختلف
Table 5 The optimal corner radius with respect to thickness for the 

hollow rectangle under torsion 
 a (t/a) نسبت ضخامت سطح مقطع به )a /a)crنسبت شعاع بهینه به 

0.178 0.02 

0.179 0.04 

0.181 0.06 

0.184 0.08 

0.186 0.10 
0.187 0.12 
0.188 0.14 
0.188 0.16 

0.188 0.18 

0.189 0.20 

0.189 0.22 

0.189 0.24 

0.190 0.26 
0.191 0.28 

0.192 0.30 
 

سازی برای این مثال طبق های مورد استفاده در الگوریتم بهینهاست. پارامتر

 اند.در کد الگوریتم وارد شده 3جدول 

ای برای تعیین شعاع بهینه مقاطع مستطیل شكل استخراج رابطه 4-6-

 توخالی تحت پیچش
و با استفاده از برازش منحنی،  5و  4با توجه به مقادیر ارائه شده در جداول 

برای یافتن شعاع بهینه مقاطع مستطیل شکل توخالی استخراج  (26)فرمول 

 شده است.
 
 

(26) 

𝑟optimum

𝑎
= 0.045 (

𝑏

𝑎
− 1) + 0.07

𝑡

𝑎
+ 0.135     

  1 ≤
𝑏

𝑎
≤ 2 

 t طول ضلع کوچک آن و  aطول ضلع بزرگ مستطیل و  bدر رابطه فوق 

است. این رابطه برای مقاطع مقدارشعاع بهینه  roptimumضخامت مقطع و 
باشد قابل می 2ها حداکثر مستطیل توخالی که نسبت طول به عرض آن

برابر  5و  4 نتایج جدولبرای  (26)ترین خطای فرمول استفاده است. بیش

مقطع  20سازی درصد است. به منظور ارزیابی فرمول پیشنهادی به بهینه 3.5

 (26)قوطی استاندارد پرداخته و نتایج حاصل با نتایج حاصل از معادله 
های مقدار شعاع بهینه مقاطع با استفاده از روش جواب مقایسه شده است.

های قبل تعیین مارکوارت، مشابه مثال-لونبرگسازی اساسی و الگوریتم بهینه

شده است و مشاهده شده است که مقدار شعاع بهینه با مقدار محاسبه شده از 

برای مقاطع  (26)ترین خطای فرمول بسیار نزدیک است و بیش (26)فرمول 
توان شعاع بهینه می (26)باشد، لذا با استفاده از فرمول درصد می 3تر از کم

 تطیل شکل توخالی تحت پیچش را با دقت مناسب تعیین نمود.مقاطع مس

 سازی سطح مقطع ذوزنقه توخالی تحت پیچشبهینه 5-6-

شود، سازی آن پرداخته میسطح مقطع توخالی دیگری که در اینجا به بهینه

است که تحت پیچش  8یک ذوزنقه متساوی الساقین توخالی مطابق شکل 
سازی وجود دارد که شامل متغیر برای بهینه گیرد. در این مثال دوقرار می

های متصل های متصل به قاعده بزرگ و شعاع بهینه گوشهشعاع بهینه گوشه

های مختلف های بهینه در ضخامتشود. مقدار شعاعبه قاعده کوچک می

های بهینه از های قبل به منظور یافتن شعاعمحاسبه شده است. همانند مثال
مارکوارت استفاده شده است و از روش -ی لونبرگسازالگوریتم بهینه

 های اساسی برای یافتن تنش برشی در سطح مقطع استفاده شده است.جواب

های متصل به های متصل به قاعده بزرگ و گوشهمقدار شعاع بهینه گوشه

ارائه شده است.  6های مختلف در جدول قاعده کوچک در ضخامت
در کد  3ن الگوریتم برای این مثال طبق جدول های مورد استفاده در ایپارامتر

 الگوریتم وارد شدند.

با  2به بررسی تغییرات تنش برشی مقاطع جدول  7در جدول 

سازی شعاع انحنا پرداخته شده است. مقدار شعاع انحنا بهینه از معادله بهینه
شود مقدار تنش برشی در طور که مشاهده میمحاسبه شده است. همان (26)

سازی شعاع انحنا، باشد و با بهینهانحناهای داخلی بیش از اضلاع خارجی می

یابد و همچنین تنش درصد کاهش می 20مقدار تنش برشی بیشینه بیش از 

برشی بیشینه روی اضلاع خارجی مقدار کمی )حدود یک درصد( افزایش 
 یابد. می

 
Fig. 8 Hollow trapezoidal section 

 ذوزنقه توخالیسطح مقطع  8شكل 
های های ذوزنقه توخالی تحت پیچش بر حسب ضخامتشعاع بهینه گوشه 6جدول 

 مختلف
Table 6 The optimum corner radii with respect to thickness for the 

hollow trapezoidal section under torsion 
نسبت شعاع بهینه 

های متصل به گوشه
 )a /a)cbrقاعده بزرگ به 

نسبت شعاع بهینه 

های متصل به گوشه
 )a /a)csrقاعده کوچک به 

نسبت ضخامت سطح 
 a (t/a) مقطع به

0.156 0.155 0.02 

0.158 0.158 0.04 

0.161 0.160 0.06 

0.164 0.160 0.08 

0.167 0.159 0.10 

0.170 0.157 0.12 

0.174 0.155 0.14 

0.174 0.153 0.16 

0.177 0.151 0.18 

0.179 0.149 0.20 

0.180 0.150 0.22 

0.182 0.150 0.24 
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با تنش برشی بیشینه همان  2مقایسه تنش برشی بیشینه مقاطع جدول  7جدول 

 مقاطع با شعاع انحنا بهینه
Table 7 Comparison of the maximum shear stresses of the sections of 

table 2 with the maximum shear stresses of the sections with optimum 

curvature radius 

 ابعاد مقطع

a × b × t (mm) 

شعاع انحنا 
cr گوشه 

(mm) 

به  θMFSدر  بیشینه نسبت تنش برشی
 تنش تسلیم 

 در اضلاع خارجی داخلیدر انحناهای 

197.5 × 99.5 × 7.79 
8.85 1 0.76 

18.9 0.77 0.77 

149 × 149 × 6.09 
8 1 0.77 

20.6 0.78 0.78 

199 × 100 × 7.93 
8.75 1 0.755 
18.5 0.76 0.76 

149.5 × 149.5 × 5.79 
8 1 0.78 

20.6 0.79 0.79 

مستطیل توخالی با  شود، برای مقاطع مربع وطور که مشاهده میهمان

افزایش ضخامت، شعاع بهینه تغییرات نسبتأ کمی دارد و به صورت تقریباً 

در صورتی که شعاع انحنا بیش از  3یابد و مطابق شکل خطی افزایش می

شعاع بهینه باشد، مقدار تنش برشی ماکزیمم افزایش کمی دارد و در عوض 
شد، مقدار تغییرات تنش در حالتی که شعاع انحنا کمتر از شعاع بهینه با

توان به را می 0.2عدد  5و جدول  4برشی زیاد است و با توجه به نتایج جدول 

عنوان شاخص برای شعاع انحنا مقاطع مستطیلی عنوان کرد و به عبارت دیگر 

 0.2برای مقاطع مستطیل توخالی تحت پیچش بهتر است که شعاع انحنا برابر 
 کل باشد تر مقطع مستطیل شطول ضلع کوچک

ای شکل هم تغییرات کمی دارد و مقدار شعاع شعاع بهینه مقطع ذوزنقه

های متصل های متصل به قاعده بزرگ بیش از شعاع بهینه گوشهبهینه گوشه

 6باشد و برای ذوزنقه مورد بررسی نیز، مطابق جدول به قاعده کوچک می
 0.18و عدد های متصل به قاعده کوچک برای شعاع بهینه گوشه 0.16عدد 

 باشد.های متصل به قاعده بزرگ مناسب میبرای شعاع بهینه گوشه

 گیرینتیجه 7-

سازی مقاطع مربع، مستطیل و ذوزنقه توخالی تحت در این پژوهش به بهینه

ای تعیین شد که پیچش پرداخته شد. مقدار شعاع بهینه گوشه مقاطع به گونه

داخلی با مقدار بیشینه تنش برشی های مقدار بیشینه تنش برشی در گوشه

روی اضلاع خارجی برابر باشد. به منظور محاسبه تنش برشی، از روش 
های اساسی و چیدمان نقاط متمرکز و چشمه با رعایت اصول دوقیدی، جواب

استفاده گردید. مقدار شعاع بهینه برای مربع توخالی و مستطیل توخالی با 

ای برای شد و همچنین رابطه های مختلف تحت پیچش محاسبهضخامت

های مقاطع مستطیل توخالی استخراج گردید. به تعیین شعاع بهینه گوشه
منظور ارزیابی نتایج، مقدار زاویه پیچش در نقطه تسلیم برای چندین مقطع 

گیری شده و مقادیر محاسبه شده با روش المان محاسبه شد و با مقادیر اندازه

خیم مقایسه گردید و نشان داده شد که روش محدود و تئوری مقاطع جدار ض

باشد. در این پژوهش های اساسی برای این منظور روش مناسبی میجواب
سازی نشان داده شد، لذا در های اساسی برای مسائل بهینهکارایی روش جواب

سازی مسائل مختلفی استفاده توان در بهینههای آتی از این روش میپژوهش

 کرد.
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