
 

 374-367 صص ،10شماره  ،17، دوره 1396 دی ،مهندسی مکانیک مدرس مجله
        

 
 

 ماهنامه علمی پژوهشی 

 مدرس مکانیکمهندسی 

  mme.modares.ac.ir 

 

  

  

  

  
        

 

 

 :Please cite this article using :برای ارجاع به این مقاله از عبارت ذیل استفاده نمایید

A. Mashayekhi, S. Behbahani, F. Ficuciello, B. Siciliano, A novel Lyapunov function for stability of haptic device in simulating virtual objects, Modares Mechanical Engineering, Vol. 

17, No. 10, pp. 367-374, 2017 (in Persian) 

 سازي اجسام مجازياي در شبيهتابع لياپانوفي جديد براي پايداري واسط لامسه

 4برونو سيسيليانو، 3، فني فيکوچيلو*2، سعيد بهبهاني1احمد مشايخي

 دانشجوي دکتري، مهندسي مکانيک، دانشگاه صنعتي اصفهان، اصفهان -1
 مهندسي مکانيک، دانشگاه صنعتي اصفهان، اصفهاندانشيار،  -2
 دانشگاه ناپولي فدریکو دوم، ناپل، ایتاليا استادیار، مهندسي برق، -3
 استاد، مهندسي برق، دانشگاه ناپولي فدریکو دوم، ناپل، ایتاليا -4

 behbahani@cc.iut.ac.ir، 8415683111* اصفهان، صندوق پستي 

 چکیده  اطلاعات مقاله
 مقاله پژوهشي کامل

 1396 مرداد 28دریافت: 
 1396 مهر 02پذیرش: 

 1396 آبان 05ارائه در سایت: 

سازي اجسام سخت است. در این مقاله بخصوص در شبيه ،اي ناپایداري استلامسه هايسازي اجسام مجازي با واسطهاي شبيهیکي از چالش 
شده، که وظيفه  مدلاي به صورت جرم و ميرائي استفاده از روش لياپانوف ارائه شده است. واسط لامسه ااي بمعيار پایداري یک واسط لامسه

بودن  کوچکو معادلات فضاي حالت با فرض  سازي نماید. معادلات دیناميکيدارد تماس با جسم مجازي با فنریت و ميرائي مشخص را شبيه
تابع لياپانوفي متشکل از مجموع انرژي جنبشي و انرژي  اند.برداري، تاخير زماني و ضریب ميرایي مجازي استخراج گردیدهمقادیر زمان نمونه

هاي سيستم )مکان یا بع یکي از حالتپتانسيل سيستم، به علاوه دو تابع مجهول در نظر گرفته شده است. این دو تابع مجهول، هر کدام تا
معين باشد و از سوي دیگر با منفي قرار دادن مشتق زماني اند که از یکسو تابع لياپانوف مثبتسرعت( هستند. این دو تابع به شکلي تعيين شده

-خطي بين بيشينه سفتي قابل شبيه يمعياردست آمده از این روش، هاي بدست آید. شرط پایداري بتابع لياپانوف، معيار پایداري واسط لامسه

هاي اي، زمان نمونه برداري و تاخير زماني است، که با روابطي که قبلا توسط روشسازي، ضریب ميرایي جسم مجازي، ميرایي واسط لامسه
کردن ن روش را تعميم داده و با اضافهتوان ایشده در این مقاله از این حيث حائز اهميت است که ميگردد. تحليل ارائهخطي بدست آمده تایيد مي

پایداري لحاظ نمود. معيار ارائه  تحليل هاي موجود در مساله را برطرف نموده و برخي عوامل غيرخطي را نيز درهایي به تابع لياپانوف محدویتترم
 اند.گذاري شدهشده و نتایج حاصل از آن توسط آزمایشاتي بر روي ربات کوکا صحه
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 One of the main challenges of simulating virtual objects by haptic devices is instability, especially in 

simulating stiff objects. In this paper, a stability criterion for a haptic device is derived using Lyapunov 

approach. The haptic device is modeled as a mass and viscous friction, which has to simulate the 

touching of a virtual environment (VE) with specified stiffness and damping. Dynamic equations and 

state-space equations are derived with assumption of small values of sampling time, time delay and 

virtual damping. A Lyapunov function is proposed, consisting of summation of kinetic and potential 

energy of the system, plus two unknown terms. Each one of these two unknown terms is a function of 

one system states (i.e. position and velocity). These two functions are determined so that, from one side 

the Lyapunov function is positive definite, and from the other side the stability criterion is reached with 

putting time derivation of the Lyapunov function negative. The stability condition determined by this 

method is a linear criterion between maximum permissible virtual stiffness, virtual damping of the VE, 

physical damping of the haptic device, sampling time and time delay, and is consistent with the results 

of previous researches with linear methods. The importance of the presented analysis in this paper is 

that this method can be extended by adding new terms to the Lyapunov function, to remove some 

limitations and to take into account nonlinear effects. Presented criterion and its results are verified by 

experiments on a KUKA robot. 
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 مقدمه  -1

شود. امروزه اي براي ايجاد مجازي حس لمس اجسام استفاده ميواسط لامسه

ها دارند. اي کاربردهاي فراواني در زندگي روزمره انسانهاي لامسهواسط

، کمک [3] عمل از راه دور ،[2]هاي مجازي ، ساخت نمونه[1]آموزش جراحي 

ها، ها هستند. در اين رباتگونه ربات هاي اينبرخي از کاربرد [4]به معلولين 

شود. نظر گرفته ميصورت فنر و ميراگر گسسته در عموما جسم مجازي به
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هرچه مقدار فنريت و ضريب ميرايي جسم مجازي بيشتر باشد، شفافيت 

؛ اما اگر اين پارامترها از حد مشخصي فراتر [5]شود اي بيشتر ميواسط لامسه

شود، که بروند، ارتعاشات شديد در ربات ايجاد شده و سيستم ناپايدار مي

 برساند. تواند به ربات و يا حتي به کاربر آسيبمي

هاي هاي پايداري در سيستمدر بخش بعدي، ابتدا به مروري بر تحليل

اي و فرضيات رايج اي پرداخته شده است. مدل غيرخطي واسط لامسهلامسه

سازي اين مدل در بخش سوم ارائه شده است. در بخش چهارم براي در ساده

د که دربردارنده شواي، تابع لياپانوفي ارائه ميتحليل پايداري واسط لامسه

مجموع انرژي جنبشي و پتانسيل سيستم، به علاوه دو تابع انرژي مجهول 

است. با فرض منفي بودن مشتق زماني تابع لياپانوف، اين دو تابع تعيين 

شود. فصل پنجم اي تعيين مينهايت شرط پايداري واسط لامسهشوند و درمي

ام شده است و معيار بدست حاوي آزمايشاتي است که بر روي ربات کوکا انج

بندي شوند. نهايتا مقاله با جمعگذاري ميآمده و نتايج حاصل از آن صحه

 اند.ذکر شده 1استفاده شده در اين مقاله در جدول  يابد. پارامترهايخاتمه مي

 مروري بر ادبيات  -2

اگر ربات زيرا  ،اي پايداري شرطي ضروري استهاي لامسهدر استفاده از واسط

و  1مينسکي. تواند به خود و يا به کاربر آن آسيب برساندناپايدار شود، مي

اي را اولين کساني بودند که پايداري واسط لامسه 1990همکارانش در سال 

اي آزادي از واسط لامسه ها مدلي پيوسته و يک درجه. آن[6]بررسي کردند 

(. واسط 1را در نظر گرفتند که با يک ديوار مجازي در تماس است )شکل 

باشد که ديواري مجازي و مي  𝑏𝑑و ضريب ميرايي 𝑚𝑑اي داري جرم لامسه

را به ربات  𝐹𝐻کند. کاربر نيروي سازي ميرا شبيه 𝐾𝑤پيوسته با ضريب فنريت 

نيروي خالص وارد  (𝐹𝑉𝐸) کند. تفاضل اين نيرو با نيروي جسم مجازيوارد مي

کند. همچنين در ربات را ايجاد مي 𝑥دهد، که جابجايي بر ربات را تشکيل مي

 است که لحاظ شده است. 𝑡𝑑سيستم داراي تاخير زماني 

برداري باشد، که تاخير زماني برابر يک زمان نمونهها با فرض اينآن

 پايداري را تحليل کردند.

 پارامترها و نمادهاي استفاده شده در مقاله 1جدول 

Table 1 Parameters and symbols used in the paper 
 علامت اختصاري نام کميت

 𝑇 برداريزمان نمونه

 𝑡𝑑 تاخير زماني

 𝑚𝑑 ايجرم موثر واسط لامسه

 𝑏𝑑 ايضريب ميرايي واسط لامسه

 𝑐𝑑 ايضريب اصطکاک کولومب واسط لامسه

 𝑚𝐻 جرم موثر دست کاربر

 𝑏𝐻 ضريب ميرايي موثر دست کاربر

 𝑘𝐻 فنريت موثر دست کاربر

 𝐵𝑤 ضريب ميرايي جسم مجازي

 𝐾𝑤 فنريت جسم مجازي

 𝐹𝐻 نيروي وارده از طرف دست کاربر

𝐹𝑉𝐸 نيروي وارده از طرف جسم مجازي  

 ∆ رزولوشن موثر در سنسورها

                                                                                                                                      
1 Minsky 

 
Fig.  1 Block diagram of the haptic device used by Minsky et al. 

 اي استفاده شده توسط مينسکي و همکارانمدل بلوکي واسط لامسه 1شکل 

صورت تئوري در فضاي اي بهو همکاران به بررسي پايداري واسط لامسه 2ژيل

شکل "ها، مطابق توسط آن مدل ربات مطالعه شده. [7]گسسته پرداختند 

ديده شده  3دارنده مرتبه صفر، اما بدون تاخير زماني است. در اين مدل نگه"2

-که در ربات سنسور تعيين سرعت وجود ندارد، سرعت با مشتقجاييو از آن

 گيري از مکان محاسبه شده است.

نتيجه اين تحليل رسيدن به معياري بود که به ازاي مقادير کوچک زمان 

فرضي که در اکثر  -برداري، تاخير زماني و ميرايي مجازي صادق است مونهن

اي صادق است. همچنين در اين مقاله هاي لامسهکاربردهاي عملي واسط

صورت حقيقي و چه به صورت چه به -نشان داده شده که افزايش ميرايي

 ايسازي توسط واسط لامسهباعث افزايش بيشينه سفتي قابل شبيه -مجازي

شود. البته افزايش ميرايي مجازي بايستي محدود باشد، زيرا در غير مي

برداري . همچنين افزايش زمان نمونه[7]صورت اثر معکوس خواهد داشت اين

 شود. و يا تاخير حلقه کنترلي موجب کم شدن اين کميت مي

ها براي مقادير زياد ضريب ميرايي مجازي، معادلاتي پيچيده و آن

دست آوردند. هصورت عددي حل کرده و مرز پايداري را ببهغيرخطي را 

-اي از مرز پايداري را براي مقادير عدي ذکر شده نشان مينمونه" 3شکل "

 (𝐵𝑤)توان دريافت که افزايش ضريب ميرايي مجازي مي" 3شکل "دهد. از 

ما با کند، اابتدا اثر مثبت بر روي پايداري دارد و ناحيه پايداري را بزرگتر مي

شود. همچنين افزايش تاخير افزايش بيش از حد آن، پايداري تضعيف مي

 زماني، اثر منفي بر روي پايداري دارد.

در ادامه، بررسي تاثير ميرايي مجازي و تاخير حلقه کنترلي بر روي 

هاي پايداري توسط . محدوده[8]پايداري توسط ژيل و همکاران انجام شد 

ها بسيار ي تعيين شدند. اگر چه اين محدودهچندين روش و به صورت عدد

سازي، غيرخطي هستند، لکن يک رابطه خطي بين بيشينه سفتي قابل شبيه

دست آمده است. هميرايي مجازي و تاخير زماني تحت شرايط خاصي ب

اي، بالا بودن فرضيات استفاده شده لحاظ کردن مدل خطي براي واسط لامسه

 دن تاخير زماني و کم بودن مقادير ميراييبرداري، کم بونمونه فرکانس
  

 
Fig.  2  Block diagram of the haptic device used by Gil et al 

 دياگرام بلوکي مدل استفاده شده توسط ژيل و همکاران 2شکل 

                                                                                                                                      
2 Gil 
3 Zero order hold 
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 باشند. حقيقي و مجازي مي

آن است. بر  1بودناي، نافعالپايداري واسط لامسهيک راه براي تضمين 

اي هاي لامسهو همکاران فرمول نافعالي خود براي واسط 2اين اساس کالگيت

. اين معيار در مقايسه با معيارهاي پايداري بسيار [10,9]را بدست آوردند 

شود. تر از واقع تخمين زده ميتر است؛ يعني مرز پايداري پايينمحتاطانه

-کنترل -گر نافعاليو همکاران مشاهده 3کردن اين تفاوت، هانافورداي کمبر

را معرفي کردند، که مقدار انرژي توليد شده در هر زمان  4کننده نافعالي

برداري را تعيين کرده و سپس با يک ميراگر مجازي با ضريب متغير آن نمونه

شود تا ف ميکند. بدين ترتيب انرژي توليد شده در سيستم تلرا تلف مي

موجب ناپايداري نشود. در ادامه، اين کار تعميم داده شد و فرض ثابت بودن 

. در تحقيقات بعدي در [11]برداري برداشته شد سرعت در يک زمان نمونه

کردن ارتعاشات با فرکانس بالاي ربات، انرژي توليد همين زمينه، براي کم

برداري( تعيين و سپس توسط نمونهشده در يک بازه زماني )نه در هر زمان 

 . [12]ميراگر مجازي تلف گرديد 

شدن در سنسورها و اصطکاک بررسي اثرات غيرخطي مانند پلکاني

. نتيجه [13]و همکاران انجام شده است  5کولمب بر روي نافعالي توسط ابوت

اي براي هاي لامسهها بدست آوردن دو قيد براي نافعالي در واسطکار آن

اثرات خطي و غيرخطي است. هر دو اين قيود بايد برقرار باشند تا لحاظ 

 ها تاخير زماني را در نظر نگرفتند.نافعالي سيستم برقرار باشد؛ لکن آن

کاري مشابه اين تحليل، اما جامعتر با در نظر گرفتن تاخير زماني توسط 

 ده و تلفشها از ميزان انرژي توليد. آن[14]و همکاران انجام شد  6ديوليتي

گيري نمودند. سپس، با توجه به برداري انتگرالي زماني نمونهشده در هر بازه

ي زماني، انرژي تلف شده بايستي بيش از که در هر بازهتعريف نافعالي )اين

اي بدست هاي لامسهانرژي توليد شده باشد(، معياري براي نافعالي در واسط

سازي و بيشينه سرعت اي دخيل در شبيهآوردند. اين معيار تابعي از پارامتره

که ها با توجه به اينآن گيرد.ربات است، اما اثر ميرايي مجازي را دربر نمي

هايي بر روي سازينافعالي شرط کافي براي پايداري است، با آزمايشات و شبيه

                                                                                                                                      
1 Passivity 
2 Colgate 
3 Hannaford 
4 Passivity Observer/Passivity Controller (PO/PC) 
5 Abbott 
6 Diolaiti 

ها همچنين نشان دادند پايداري صحت معادله نافعالي خود را تاييد کردند. آن

ها اثر سازياي تجاري و مشهور، در شبيههاي لامسهتمامي واسطکه در 

تواند ساده شود شدن در سنسورها ميربات با اثر پلکانيکولمب اصطکاک 

 تر و خطي تحليل شود.وسيستم معادل ربات ساده

فنر و -آزادي شامل جرمهاي يک درجههاي پايداري مدلدر تحليل

. دليل استفاده از مدل [15]شوند استفاده ميعنوان مدل دست کاربر ميراگر به

تر شدن مدل ربات و دست کاربر ها، سادهگونه تحليلآزادي در اينيک درجه

که و همچنين بيشتر شدن امکان دست يافتن به حل تحليلي است؛ ضمن اين

آزادي توسط آزمايشات متعددي از قبيل  صحت استفاده از مدل يک درجه

 .تاييد شده است [16]

ها مدل انگشت چندين مدل براي دست کاربر ارائه شده است. برخي از آن     

بر  برخي مچ دست و انگشتان و نيز کل مجموعه دست را در [17]به تنهايي 

فنر و -. مقدار عددي پارامترهاي امپدانسي دست کاربر )جرم[18]دارند 

اي لامسهي گرفته شدن واسط ميراگر(، به عوامل متعددي از قبيل نحوه

توسط کاربر، سن، جنسيت و همچنين ميزان نيروي اعمالي از کاربر به واسط 

. بر اين اساس مقادير مختلف پارامترهاي [19]اي بستگي دارد لامسه

انسان تاثير مثبت بر روي  ارائه شده است. دست [15]امپدانسي دست کاربر در 

. تحليل [19,7]شود مياي پایداري دارد و موجب پایدارتر شدن سيستم لامسه
انجام شده است.  [20,7]اي در حالت حضور دست کاربر در پایداري واسط لامسه

- ميراگر براي دست کاربر و یک مدل یک درجه -فنر -ها از یک مدل خطي جرمآن
که اي استفاده کردند. با فرض اینآزادي جرم و ميرایي ویسکوز براي واسط لامسه

اي ميرایي دست کاربر با جرم موثر و ضریب ميرایي واسط لامسهجرم موثر و ضریب 
ي عملکرد پایدار ربات را براي مقادیر زیاد ضریب ميرایي جمع زده شود، محدوده

 دست آوردند.ههاي عددي بکارگيري روشهمجازي و تاخير زماني با ب

شود، اي ميکه دست کاربر موجب پایداري بيشتر سيستم لامسهبا توجه به این

فرض را برابر با صفر  𝐹𝐻کنند )نظر ميهاي پایداري از آن صرفدر بسياري از تحليل

. [15,8,7]کنند اي به صورت مجزا را تحليل ميکنند( و صرفا مدل واسط لامسهمي
تر از واقع نتيجه این عمل، رسيدن به معياري براي پایداري است که قدري محطاتانه

 است. 

هاي رباتيکي و مکاترونيکي در بررسي پايداري سيستم تابع لياپانوف

،  [21]هاي دو پاي راه رونده کاربردهاي فراواني دارد. اثبات پايداري در ربات

اي از کاربردهاي تابع نمونه [23,22]  هاي مارساناثبات پايداري در ربات

هاي ها هستند. از توابع لياپانوف در سيستمگونه سيستملياپانوف در اين

عنوان مثال طراحي کنترلر تطبيقي براي اي نيز استفاده شده است؛ بهلامسه

و استفاده از تابع لياپانوف براي بررسي پايداري در  [24]اي در واسط لامسه

ارائه  [26,25]اي عمل از راه دور با تاخير زماني متغير در هاي لامسهسيستم

 شده است.

اند، در حالتي که مقدار تاخير تاکنون انجام شدههاي پایداري که اساس تحليلبر
هاي حل عددي براي رسم مرز زماني و ضریب ميرایي مجازي زیاد باشند از روش

هاي پایداري استفاده شده است. براي مقادیر کوچک این پارامترها با استفاده از تحليل
که قابل  دست آمدهههاي فرکانسي، معيارهایي بخطي، همانند روش راوث و روش

تعميم به حالت حضور عوامل غيرخطي نيستند. در این مقاله با تحليل انرژي )روش 
مبتني بر لياپانوف(، که قابل تعميم براي لحاظ کردن عوامل غيرخطي است، پایداري 

  شود.اي تحليل شده و معيار پایداري استخراج ميواسط لامسه

 ايمدل واسط لامسه -3

 "4شکل "و کاربري که در تماس با آن است، در اي شماتيک واسط لامسه

 شود.ديده مي

 
Fig. 3 Results of  numerical solution for boundary of stability for 

large values of 𝐵𝑤 for different time delays 

 نتايج حاصل از حل عددي معادلات براي مرز پايداري براي مقادير زياد 3شکل 

𝐵𝑤 و مقادير مختلف تاخير زماني 
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Fig. 4 Schematic view of a 1-DOF haptic device with the operator 

 آزادي و کاربراي يک درجهشماتيک يک واسط لامسه 4شکل 

 
Fig.  5 Nonlinear model of a Haptic device 

 ايمدل غيرخطي يک واسط لامسه 5شکل 

 خواهد شد. "5شکل "اي مطابق بر اين اساس، مدل غيرخطي واسط لامسه

آزادي  اي به صورت سيستمي با يک درجهواسط لامسه "5شکل "مطابق 

شود. مدل مي 𝑏𝑑و اصطکاک ويسکوز  𝑐𝑑، اصطکاک کولمب 𝑚𝑑شامل جرم 

خوانده شده و از روي  ∆ 1موقعيت واسط در هر لحظه توسط سنسور با تفکيک

و يک  𝐾𝑤آيد. جسم مجازي يک فنر با ضريب فنريت دست ميهآن، سرعت ب

اي داراي در فضاي گسسته است. واسط لامسه 𝐵𝑤ميراگر با ضريب ميرايي 

شود. علاوه بر مي است، که باعث تاخير در حلقه کنترلي 𝑇برداري زمان نمونه

تواند ناشي از نيز لحاظ شده است، که مي dtآن، در حلقه کنترلي تاخير 

ارتباطات، محاسبات و تاخير در سنسورها باشد. نيروي ناشي از جسم مجازي 

(𝐹𝑉𝐸)  با نيروي دست کاربر(𝐹𝐻) دهد. دست ترکيب شده و به ربات شتاب مي

تماس است، به صورت يک سيستم يک اي در کاربر نيز که با واسط لامسه

پيشتر  مدل شده است. (𝑏𝐻) و ميراگر(𝑘𝐻) ، فنر (𝑚𝐻)آزادي شامل جرمدرجه

تواند اي، اصطکاک کولمب ميهاي لامسهنشان داده شده است که در واسط

. ,14][13در سنسورها را تلف کند  2شدنشده در اثر پلکاني انرژي توليد

هاي پايداري تر اثبات شده است که در تحليلدقيقهمچنين در يک تحقيق 

. [27]توانند يکديگر را خنثي کنند )و نه نافعالي( اين دو عامل غيرخطي مي

شود، اي ميپيشتر ديديم که دست کاربر موجب افزايش پايداري واسط لامسه

اي مطابق نظر نمود. با اين فرضيات مدل واسط لامسهتوان از آن صرفلذا مي

 شود.ساده مي "6ل شک"

                                                                                                                                      
1 Resolution 
2 Quantization 

 
Fig.  6 Simplified model of a haptic device 

 ايمدل ساده شده يک واسط لامسه 6شکل 

تنها جزیي که در فضاي پيوسته نيست، جسم مجازي است، که به  "6شکل "در 
 عنوان معادل لاپلاس آن جایگزین کرد. ( را به1توان معادله )سادگي مي

(1) 𝐾𝑤 + 𝐵𝑤

𝑧 − 1

𝑇𝑧
≈ 𝐾𝑤 + 𝐵𝑤𝑠 

برداري معادل تاخيري با نصف زمان نمونه 3دارنده مرتبه صفراز دید کنترلي، نگه

اي برداري، مدل پيوسته واسط لامسهلذا با فرض کوچک بودن زمان نمونهاست. 
 خواهد شد." 7شکل "مطابق 

 تعيين معيار پايداري -4

در این بخش با استفاده از روش انرژي، یک تابع لياپانوف براي تحليل پایداري 
شود. جمع انرژي جنبشي ذخيره پيشنهاد مي" 7شکل "سيستم نشان داده شده در 

در ربات و انرژي پتانسيل ذخيره شده در فنر مجازي به عنوان انرژي کل سيستم  شده
معين، یکي در نظر گرفته شده است. انرژي کل سيستم با دو تابع مجهول مثبت نيمه

دهند. با توجه به تابعي از مکان و دیگري تابعي از سرعت، تشکيل تابع لياپانوف را مي
اي لياپانوف، نهایتا شرط پایداري در واسط لامسهمنفي بودن مشتق زماني این تابع 

 آید.دست ميهب

نظر کردن از دست کاربر، قانون دوم نيوتن براي ، با صرف"7شکل "با توجه به      
 شود.( نوشته مي2اي به صورت معادله )واسط لامسه

(2) 𝑚𝑑𝑥̈ = −𝑏𝑑𝑥̇ − 𝐹𝑉𝐸(𝑡) 
 آيد.( بدست مي3از معادله ) 𝐹𝑉𝐸(𝑠) "7شکل "از طرفي مطابق      
(3) 𝐹𝑉𝐸(𝑠) = 𝑋(𝑠). (𝐾𝑤 + 𝐵𝑤𝑠)𝑒−(𝑇/2+𝑡𝑑)𝑠 
برداري بالاست )عموما بيشتر اي نرخ نمونههاي لامسهکه در واسطبا توجه به این     

، لذا با فرض کوچک بودن تاخير زماني، نيروي جسم مجازي  [28]کيلو هرتز(  1از 
 شود.( ساده مي4در فضاي لاپلاس به شکل معادله )

(4) 𝐹𝑉𝐸(𝑠) = 𝑋(𝑠)(𝐾𝑤 + 𝐵𝑤𝑠)(1 − (𝑇/2 + 𝑡𝑑)𝑠) 
𝑥1با تعریف متغيرهاي حالت       = 𝑥  و𝑥2 = 𝑥̇  نيروي جسم مجازي به شکل

 شود.( ساده مي5معادله )
 𝐹𝑉𝐸(𝑡) = 𝐾𝑤𝑥1 + (𝐵𝑤 − 𝐾𝑤(𝑇/2 + 𝑡𝑑))𝑥2 

(5)                      −𝐵𝑤 (
𝑇

2
+ 𝑡𝑑) 𝑥̇2 

 

 
Fig. 7 Equivalent  model of the haptic device 

 اي مدل معادل واسط لامسه 7شکل 

                                                                                                                                      
3 Zero-order-hold 
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سازي، شکل فضاي حالت (، پس از ساده2( در معادله )5با جايگذاري معادله )

 شود.( مي6اي مطابق معادله )لامسهواسط 
 𝑥̇1 = 𝑥2 

 𝑥̇2 =
−2𝐾𝑤

2𝑚𝑑 − 𝐵𝑤 (
𝑇

2
+ 𝑡𝑑  )

𝑥1 

(6)                                       +
𝐾𝑤 (

𝑇

2
+ 𝑡𝑑) − 2𝐵𝑤 − 2𝑏𝑑

2𝑚𝑑 − 𝐵𝑤 (
𝑇

2
+ 𝑡𝑑  )

𝑥2 

 ( صادق باشد.7کنيم که مخرج کسر فوق مثبت باشد، یعني معادله )فرض مي     

(7) 𝐵𝑤 <
2𝑚𝑑

𝑇

2
+ 𝑡𝑑

 

اي موجود در هاي لامسههاي عملي با واسطشود که در کاربردحال نشان داده مي    
توان دریافت که با کاهش ( مي7( به راحتي برقرار است. از معادله )7بازار، معادله )

𝑚𝑑  و همچنين افزايش𝑡𝑑 و 𝑇 مقدار بيشينه ،𝐵𝑤  براي مثبت بودن مخرج کسر در

اي، مربوط به شود. کمترین مقدار براي جرم موثر واسط لامسه( کمتر مي6معادله )

𝑚𝑑است که داراي  1اي فانتوم آمنيواسط لامسه = 0.072 kg نرخ [14]باشد مي .

. حتي اگر [28]کيلوهرتز است  1اي بيشتر از هاي لامسهبرداري در اغلب واسطنمونه
ميلي ثانيه فرض شود، در  30هرتز و تاخير زماني مساوي  500 بردارينرخ نمونه

دست ه( ب8که مخرج کسر مثبت باشد از معادله )براي این 𝐵𝑤صورت مقدار بيشينه این
 آید.مي

(8) 𝐵𝑤 <
2𝑚𝑑

𝑇

2
+ 𝑡𝑑

=
2 × 0.072

0.002

2
+ 0.030

= 4.65 Ns/m 

در کاربردهاي عملي، عموما مقدار ضریب ميرایي مجازي کمتر از مقدار فوق      
و تاخير  (𝐵𝑤)بودن ضریب ميرایي مجازي  شود. با توجه به فرض کوچکاستفاده مي

 ( هميشه برقرار است.7زماني، لذا معادله )

 شود.اب مي( انتخ9حال تابع لياپانوفي مطابق معادله )     

(9) 𝑉(𝑥) =
1

2
𝑚𝑑𝑥2

2 +
1

2
𝐾𝑤𝑥1

2 + 𝑓(𝑥1) + 𝑔(𝑥2) 

اي و انرژي که در آن دو عبارت اول به ترتيب انرژي جنبشي واسط لامسه     

 معين وتوابعي مثبت نيمه 𝑔(𝑥2)و  𝑓(𝑥1)پتانسيل ذخيره شده در فنرمجازي هستند. 

معين بودن مشتق زماني بوده که شرط منفي 𝑥2و  𝑥1ترتيب صرفا تابعي از به

کنند و منجر به رسيدن به معيار پايداري موردنظر تابع لياپانوف را برآورده مي

 شوند. مشتق زماني تابع لياپانوف برابر است با: مي

(10) 𝑉̇(𝑥) =
𝑑𝑉

𝑑𝑡
=

𝜕𝑉

𝜕𝑥1
𝑥̇1 +

𝜕𝑉

𝜕𝑥2
𝑥̇2 

سازي آن، مشتق زماني تابع لياپانوف گيري از تابع لياپانوف و سادهپس از مشتق     
 شود.( مي11مطابق معادله )

 𝑉̇ = {−2𝐾𝑤 𝑥1 

          +[(𝐾𝑤(𝑇/2 + 𝑡𝑑) − 2𝐵𝑤 − 2𝑏𝑑) 𝑔′ 

          +(2𝑚𝑑 − 𝐵𝑤(𝑇/2 + 𝑡𝑑)) 𝑓′] 𝑥2 

          −𝐵𝑤𝐾𝑤(𝑇/2 + 𝑡𝑑) 𝑥1𝑥2 

           +(𝐾𝑤(𝑇/2 + 𝑡𝑑) − 2𝐵𝑤 − 2𝑏𝑑)𝑚𝑑 𝑥2
2} 

(11)               ÷ {2𝑚𝑑 − 𝐵𝑤(𝑇/2 + 𝑡𝑑)} 
 

 𝑥1نسبت به  𝑔(𝑥2)و   𝑓(𝑥1)به ترتيب مشتق توابع  ′𝑔و  ′𝑓که در این معادله      

از  به نحوي تعيين شوند تا 𝑔(𝑥2)و   𝑓(𝑥1)هستند. حال بایستي توابع  𝑥2و 

منفي شده و شرط پايداري نيز بدست آيد. اين دو تابع مطابق معادله   𝑉̇طرفي

 شوند.( انتخاب مي12)

 𝑓(𝑥1) =
1

2
  

(𝑇/2 + 𝑡𝑑)𝐾𝑤𝐵𝑤

(2𝑚𝑑 − 𝐵𝑤(𝑇/2 + 𝑡𝑑))
 𝑥1

2 

                                                                                                                                      
1 Phantom Omni haptic device 

(12) 𝑔(𝑥2) = cte. > 0 

((، این 7توجه شود که با فرض کوچک بودن ضریب ميرایي مجازي )معادله )     
توابع مثبت نيمه معين هستند. پس تابع لياپانوف سيستم موردنظر به شکل معادله 

 ( است.13)

 𝑉(𝑥) =
1

2
𝑚𝑑𝑥2

2 +
1

2
𝐾𝑤𝑥1

2 

(13)            +
1

2
 

(𝑇/2 + 𝑡𝑑)𝐾𝑤𝐵𝑤

(2𝑚𝑑 − 𝐵𝑤(𝑇/2 + 𝑡𝑑))
𝑥1

2 

ها حذف شده و سازي، برخي ترم( و پس از ساده13گيري از معادله )با مشتق     
 شود.( مي14شرط منفي بودن مشتق زماني تابع لياپانوف مطابق معادله )

(14) 𝑉̇ =
𝑚𝑑(𝐾𝑤(𝑇/2 + 𝑡𝑑) − 2𝐵𝑤 − 2𝑏𝑑)

2𝑚𝑑 − 𝐵𝑤(𝑇/2 + 𝑡𝑑)
𝑥2

2 < 0 

 شود.( مي15منجر به معادله ) 𝑉̇شود که شرط منفي بودن مشاهده مي     

(15) 𝐾𝑤 <
𝐵𝑤 + 𝑏𝑑

(
𝑇

2
 + 𝑡𝑑)

 

( و به شرط 13، با تابع لياپانوف )"7شکل "در واقع سيستم نشان داده شده در      
جه مهم حاصل شده با نتایجي ( پایدار است. لازم به ذکر است که این نتي15معادله )

 .[8]هاي خطي به دست آمده انطباق دارد که قبلا با تحليل

دارنده مرتبه صفر را به توان اثر نگهکه از ديد کنترلي ميبا توجه به اين     

، لذا [29]برداري در نظر گرفت صورت تاخيري مساوي با نصف زمان نمونه

 اي نوشت.هاي لامسه( را براي پايداري در واسط16توان معادله )مي

(16) 𝐾𝑤 <
∑ damping

∑ delay
 

اي، مساوي سازي توسط واسط لامسهقابل شبيهيعني مقدار بيشينه سفتي 

 باشد.هاي کل سيستم تقسيم بر کل تاخيرهاي سيستم ميجمع ميرايي

( مرز پايداري براي مقادير کم ضريب ميرايي مجازي 15با استفاده از معادله )

مرز پايداري را براي " 8شکل "و تاخير زماني به راحتي قابل ترسيم هستند. 

دهد. مطابق ميلي ثانيه نشان مي 1و  0مقادير عددي ذکر شده و تاخير زماني 

سازي افزايش تاخير زماني موجب کاهش بيشينه سفتي قابل شبيه" 8شکل "

 ود. شمي
نتايج آزمايشي نشان دادند که افزايش ضريب ميرايي ربات )چه به صورت 

 [10 ,33]( و همچنين ميرايي مجازي [32]و يا مغناطيسي  [31,30]الکتريکي 

( را 15دهند؛ نتايجي که معادله )هر دو محدوده پايداري ربات را افزايش مي

 کنند.تاييد مي

 
Fig.  8 Stability boundary for small values of 𝐵𝑤and different time 

delays. Thee curves are determined from the linear stability equation 

(equation (15))  

و مقادير مختلف تاخير زماني. اين  𝐵𝑤مرز پايداري براي مقادير کم  8شکل 

 اند(( بدست آمده15معادله پايداري خطي )معادله )ها از منحني
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( و همچنين بررسي تاثير هريک از پارامترها 15گذاري بر معادله )براي صحه

و آزمايشات متعددي انجام شده است؛ که بخشي  سازيبر روي پايداري شبيه

 ها، مدلي از رباتسازيگردد. در شبيهها در ادامه اين بخش تشريح مياز آن

ايجاد شده است، با اين  1افزار متلبدر بخش سيمولينک نرم "6شکل "مطابق 

دارنده مرتبه صفر به جاي معادله تفاوت که در مدل سيمولينک از بلوک نگه

به بررسي اثر تاخير زماني بر روي  "9شکل "لاپلاس آن استفاده شده است. 

آمده از معادله  مرز پايداري پرداخته است. در اين شکل نتايج تئوري بدست

ها( مقايسه شده ها )دايرهسازي( )خطوط توپر( با نتايج حاصل از شبيه15)

 است.

(17) 𝜎 =
𝑐𝑑

𝐾𝑤∆
≥ 0.5 

( به شکل 15)از طرفي در حالتي که ضریب ميرایي جسم مجازي صفر باشد، معادله 

 شود.ساده مي (18)معادله 

(18) 𝐾𝑤 <
𝑏𝑑

(
𝑇

2
 + 𝑡𝑑) .

⇒ 𝛽 =
𝑏𝑑

𝐾𝑤𝑇
> 0.5 + 𝑡𝑑/𝑇 

اي را پايدار بودن واسط لامسه (18)و  (17)برقراري معادلات  [14]مطابق 

 همخواني دارد. (15)اي که با معادله دهد، نتيجهنشان مي

پایداري در این مزیت استفاده از روش لياپانوف براي رسيدن به معادله خطي 
هاي موجود ( برخي محدودیت13هایي به معادله )کردن ترم توان با اضافهاست که مي

تر براي ري جامعدر مساله را برداشته و اثرات غيرخطي را در نيز نظر گرفته و به معيا
هاي خطي که در کارهاي پيشين ذکر شدند، که تعميم روشپایداري رسيد؛ حال این

 براي در نظر گرفتن عوامل غيرخطي کاري غيرممکن است.

 و آزمايشات انجام شده سازيشبيه -5
و آزمایشات متعددي انجام شده است.  سازيشبيه (15)گذاري بر معادله براي صحه

افزار متلب در بخش سيمولينک نرم "6شکل "ها، مدلي از ربات مطابق سازيدر شبيه
دارنده مرتبه صفر نگهایجاد شده است، با این تفاوت که در مدل سيمولينک از بلوک 

-هاي متعددي براي صحهسازيجاي معادله لاپلاس آن استفاده شده است. شبيهبه

و همچنين بررسي تاثير هریک از پارامترها بر روي پایداري  (15)گذاري بر معادله 
به بررسي " 9شکل "اند. ها در این بخش آورده شدهانجام شده است و بخشي از آن

اثر تاخير زماني بر روي مرز پایداري پرداخته است؛ در این شکل نتایج تئوري بدست 
ها( مقایسه ها )دایرهسازي)خطوط توپر( با نتایج حاصل از شبيه (15)آمده از معادله 

 برداري بر روي مرز پايداري را نشانتاثير زمان نمونه" 10شکل "شده است. 
  

 
Fig. 9 Stability boundary determined from (15) (solid line) and 

simulation results (circles) for different values of time delay 

ها سازي)خط توپر( و نتايج شبيه (15)دست آمده از معادله همرز پايداري ب 9شکل 

 ها( به ازاي مقادير مختلف تاخير زماني)دايره

                                                                                                                                      
1 MATLAB 

 
Fig. 10  Stability boundary determined from (15) (solid line) and 

simulation results (circles) for different values of sampling time 

ها سازي)خط توپر( و نتايج شبيه (15)دست آمده از معادله همرز پايداري ب 10شکل 

 برداريها( به ازاي مقادير مختلف زمان نمونه)دايره

ثانيه فرض شده و زمان ميلي 10دهد. در اين شکل تاخير زماني مي

 برداري تغير داده شده است.نمونه

شود که افزايش تاخير زماني و مشاهده مي" 10و  9هاي شکل"با بررسي 

برداري، هر دو موجب تضعيف پايداري و کاهش محدوده پايدار نرخ نمونه

 .شوندمي
در  2وزن( آزمایشاتي بر روي ربات کوکاي سبک15گذاري بر معادله )براي صحه

، انجام شده است. براي این 4واقع در دانشگاه ناپولي فدریکو دوم 3آزمایشگاه پریزما

جسم مجازي با  منظور اولين مفصل از این ربات به صورت فعال کنترل شده است تا
(؛ بقيه مفاصل ربات به 11سازي کند )شکل را شبيه 𝐵𝑤و ميرایي  𝐾𝑤فنریت 

 صورت الکتریکي قفل هستند. 

درجه آزادي است و هر مفصل این ربات داراي کنترلر  7این ربات داراي 
سازي اصطکاک کولومب و گشتاور وزن است. سنسورهاي این مجزایي براي خنثي

   تفکيک بالایي هستند )در حدود پنج هزارم درجه( و لذا اثرات غيرخطي ربات داراي

 
Fig.  11 KUKA Light Weight Robot as the experimental device 

 وزن به عنوان دستگاه آزمايشربات کوکا سبک 11شکل 

                                                                                                                                      
2 KUKA Light Weight Robot 
3 PRISMA Lab 
4 University of Napoli Federico II 
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پوشي هستند و در کاربردهاي کنترل نيرویي چشمشدن در سنسورها قابل پلکانيمانند 
 .[35,34]شود به کرات استفاده مي

در آزمایشات یک دیوار مجازي متشکل از یک فنر و یک ميراگر توسط مفصل 
ثانيه تنظيم شده و در ميلي 2سازي شده است. زمان نمونه برداي اول ربات شبيه

ثانيه در حلقه کنترلي اعمال شده است. به ميلي 30و  20آزمایشات تاخير زماني ثابت 
را به صورت تدریجي افزایش داده تا سيستم  𝐾𝑤مقدار ، 𝐵𝑤ازاي مقادیر مختلف 

دهنده پایداري ربات بوده و ارتعاشات با دامنه همگرا نشان ناپایدار شود. ارتعاشات با
 دهنده ناپایداري هستند.دامنه واگرا نشان

اي ي جسم مجازي، همچنين زاويه و سرعت زاويهبا توجه به مدل امپدانس

گشتاور  "6شکل "مفصل فعال، مطابق دياگرام بلوکي نمايش داده شده در 

شود و از طريق محيط واسط موجود در ربات به مطلوب محاسبه مي

که گشتاور شود. براي اطمينان از اينکننده داخلي ربات فرمان داده ميکنترل

شود، گشتاور واقعي در مفصل ربات اجرا ميمطلوب به درستي توسط 

با گشتاور مطلوب مقايسه گرديده است. " 12شکل "گيري شده و در اندازه

شود که گشتاور خوانده شده توسط سنسورها، تطابق خوبي با مشاهده مي

 گشتاور مطلوب دارد.

، در شروع نمودار گشتاور مطلوب قدري با "12شکل "توجه شود که در 

انده شده از سنسور تفاوت دارد. اين اختلاف به اين دليل است که گشتاور خو

دهد تا ربات شروع اي ميکاربر با دست خود، به مفصل مورد نظر سرعت اوليه

 به نوسان کند.
نشان  "13شکل "نمودار مرز پایداري بدست آمده از نتایج تئوري و آزمایشي در 

معادله خطي در مقادیر کم  شود کهمشاهده مي" 13شکل "داده شده است. از 
 ضریب ميرایي مجازي از دقت بالایي برخوردار است.

 بنديجمع   -6
اي هاي لامسهدر این مقاله با استفاده از روش انرژي معياري براي پایداري در واسط

بدست آمده است. براي این منظور یک تابع لياپانوف به صورت مجموع انرژي 
ربات و انرژي پتانسيل ذخيره شده در فنر مجازي، به جنبشي ناشي از جرم موثر 

علاوه دو عبارت مجهول در نظر گرفته شده است. این دو تابع مجهول تابع مکان و 
اند تا فرض منفي بودن مشتق تابع لياپانوف برقرار شده سرعت، به نحوي تعيين شده

ک رابطه خطي بين دست آمده، یهدست آید. معيار پایداري بهو معيار پایداري نيز ب
بيشينه ضریب فنریت جسم مجازي، ضریب ميرایي جسم مجازي، ضریب ميرایي 

برداري و تاخير زماني است. روش ارائه شده در این مقاله از این ربات، زمان نمونه
   توان اینهایي به تابع لياپانوف، ميحيث حائز اهميت است که با اضافه شدن ترم

 
Fig.  12  Desired torque (solid line) and sensed torque (dashed line) 

versus time during an experiment 

گشتاور مطلوب )خط توپر( و گشتاور خوانده شده توسط سنسور )خط  12شکل 

 چين( برحسب زمان در يک آزمايش

 
Fig. 13 Theoretical (solid line) and experimental results (dashed lines) 

for time delays of 20 and 30 ms 

و  20و آزمايشي )خط چين( به ازاي تاخير زماني  )خط توپر( نتايج تئوري 13شکل 

 ثانيهميلي 30

هاي مساله را برطرف نمود. در نهايت معيار روش را تعميم داده و محدوديت

-وزن صحه دست آمده، توسط آزمايشاتي روي ربات کوکا سبکهپايداري ب

 گذاري شده است.
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