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 Peristaltic phenomenon is widely used for biological tissues such as the digestive and excretion of urine 

systems. Fingered and roller pumps, hoses and internal pumps, pumps for waste management in the 

nuclear industry are also working on the wavy walls rules. Hence, in this paper, the magnetic 
hydrodynamic flow of nanofluids inside a curved porous channel, with peristaltic walls and within the 

internal heat source has been studied. In the present study, the flow is incompressible and the governing 

equations, including flow, heat and mass transfer are obtained by using an assumption of long 
wavelength. For solving the equations, the central finite difference approximation algorithm and Keller-

box method are utilized. Heat transfer is reduced due to the presence of a magnetic field. Also, 

increasing the power of the heat source and the Darcy number reduces the heat transfer. Increasing 
porosity in the environment increases the heat transfer. Increasing the power of the heat source is 

accompanied by a reduction in velocity in the central line of the channel in the corrugated mode. 

In this paper, by using the numerical solution results, the effect of various parameters such as source 
term, Darcy number and porosity on the velocity, distribution of temperature, the function of the 

magnetic force, increasing pressure on the wavelength, Nusselt number and also the flow trapping 
phenomenon have been studied. 
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 مقدمه1- 
 سیال جریانپیرامون بررسي خصوصیات و پژوهش  یقتحق یر،اخ یهادهه در

 یافته یشافزا ایطور قابل ملاحظهبه 1متحرک دارموج دیواره با مجاری داخل

 یالاتو انتقال س یزیولوژیدر علم ف يمهم یارنقش بس یدهپد یناست. ا

                                                                                                                                  
1 Peristaltic 

صفرا به روده  یسهبه مثانه، زردابه از ک یهانتقال ادرار از کل یرنظ یزیولوژیکف

عروق  در ذراتو نقل عشر،  انتقال لقمه غذا در دستگاه گوارش، حمل  ياثن

 انبساط یقت. در حقکندمي ایفا را یرهانتقال تخمک در لوله رحم و غ لنفاوی،

 یها. پمپدارند برعهده را یالپمپاژ س مکانیزم ی،مجار ینا یوارهد انقباض و

زباله در صنعت  یریتمد يداخل یهاها و پمپشلنگ ي،و غلتک يانگشت

 یزن یالیزد یهاقلب و دستگاه یه،مورداستفاده در ر یهاپمپ ی،اهسته

http://mjmec.ir/
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دار متحرک کار موج هاییوارهد یزمو اصول حاکم بر مکان ینبراساس قوان

 .[1-3] کننديم

 جملهاز  توانيرا م 1964و لئو در سال  یرولاتام، شاپ یشنهادیپ رهایکا

و  شاپیرو 1969سال  در. [5,4]نمود  يمعرف ینهزم یندر ا یهاول یکارها

 حالب، هاییستمدر ارتباط با س یالدار سپمپاژ موج یزممکان [5] همکاران

 بررسي مورد را غدوی مجراهای و کوچک خوني هایرگ گوارش، دستگاه

 که مهم فیزیولوژیکي پدیده دو که رسیدند نتیجه این به هاآن. قراردادند

 مکانیزم این در شود،مي نامیده دارموج جریان 2افتادگيدام به و 1برگشت

دار در موج یانجر يبا بررس 1971در سال  [6]و همکاران  لئو. شوندمي دیده

 عدد توانيروده کوچک مشاهده کردند که در استخراج معادلات حاکم م

 همکاران و تاکاباتاک 1988 سال درگرفت.  درنظر کوچک بسیار را رینولدز

 پمپ مسئله [8] کاوا یو آی و تاکاباتاک عددی روش توسعه از استفاده با [7]

 به پدیده هاآن همچنین، .کردند حل محوری متقارن لوله یک برای را دارموج

 نتیجه این به و قراردادند مطالعه مورد را مرکزی خط در برگشت و افتادگيدام

 موج طول به متقارن جریان در جریان برگشت پدیده ماهیت که رسیدند

 لوله محور نزدیک جریان برگشت که معنا این به. دارد بستگي متحرک دیواره

 کوچک موجطول پدیده این کهدرحالي آیدمي وجود به بلند هایموج طول در

 . افتدمي اتفاق لوله هایدیواره نزدیکي در

 یکرا در  نیوتني سیالدار انتقال موج 2003در سال [9]و رائو  میشرا

کوچک  رینولدزبا فرض عدد  ریاضيمدل  یکبا استفاده از  مستقیمکانال 

به  ناحیهدر کانال متقارن ها مشاهده کردند که مورد مطالعه قرار دادند. آن

و همکاران  علي .شودمي ایجادنسبت به کانال نامتقارن  بزرگتری افتادگيدام 

دار در موج یانانتقال حرارت جر يحاصل از بررس نتایج 2010در سال  [1]

 یرو مقاد ینگها  با استفاده از روش شوترا ارائه دادند. آن يکانال منحن یک

دار در مشاهده کردند که نرخ پمپ موج ینکمنانحنا و عدد بر یبمختلف ضر

نرخ  ین. علاوه براباشديم یشترب یمبا کانال مستق یسهدر مقا يکانال منحن

. در یابديکاهش م یمبا کانال مستق یسهدر مقا يانتقال حرارت در کانال منحن

 یهاولولهنان یعدد یلخود را در مورد تحل یجنتا [10]اکبر و بوت  2015سال 

 شکل بدینبا انتقال حرارت را  يدار در کانال منحنموج یوارهد یبرا يکربن

 یشترب هایوارهبا د یسهفشار در مرکز کانال در مقا یان( گرادالفمنتشر کردند: )

طور و به یانبا عدد گراشف و نرخ جر یمطور مستقفشار به یاناست. گراد

 گراشف عدد با فشار افزایش( ب)انحنا در ارتباط است.  یتمعکوس با کم

مس نسبت  -آب  نانوسیالآن در  ییراتدر ارتباط است و تغ یممستق طوربه

 به 2015 سال در [11] شاهزادی و ندیم. باشدمي تریعبه آب خالص سر

 کانال یک درون دوفازی نانوسیال یک برای دارموج دیواره جریان بررسي

 و دما سرعت، پروفیل بر کانال انحنای اندازه تأثیر به آنها. پرداختند انحنادار

 .پرداختند نانوذره غلظت

دار موج یانجر یرو يالقائ یسيمغناط یدانراجع به م هايبررس اولین

 یشترارائه و پس از آن ب 1972در سال  [12] یشنیاکوفتوسط پاولوف و و

. یدمتمرکز گرد یممستق یهاها و لولهدار در کانالموج یانمطالعات جر

صورت به 3یانيشر یهاو شبکه یزیولوژیکيف یهندسه اکثر مجراها حالینباا

 یداناثر م 1984در سال  [13] انورالدین. آگراوال و باشديم يمنحن

را با  یرپذانعطاف هاییوارهکانال با د یکخون درون  یانجر یرو یسيمغناط

ردند. آنها ک يموج بلند بررسو فرض طول یاضيمدل ساده ر یکاستفاده از 

                                                                                                                                  
1 Reflux 
2 Trapping 
3 Arterial network 

 هایيیماریکه مبتلا به ب يخون داخل عروق یانجر یمشاهده کردند که برا

محرک  یکعنوان به توانديم یسيمغناط یدانعروق هستند، اثر م يتنگ یرنظ

اثر  2009سال  در  [14]یپاتيو تر پاندیدر پمپاژ خون به کار گرفته شود. 

با  یالزج در داخل لوله استوانه یالدار سموج یانجر یرا رو مغناطیسي یدانم

 یدرودینامیکه یتنشان داد که کم یجکرد. نتا يطول محدود بررس

 سریناواس. دهديقرار م يبرگشت یاندر معرض جر یشتررا ب یالس یسي،مغناط

 یک یاثر انتقال حرارت و انتقال جرم را رو 2009در سال  [15]کوتانداپاني و 

متخلخل  یطکانال با مح یکدرون  یسياطمغن یدانم یدار داراموج یانجر

قرار دادند.  بررسيکوچک مورد  رینولدزتحت فرض طول موج بلند و عدد 

عدد هارتمن کاهش و دما  یشبا افزا نسبيها مشاهده کردند اندازه گردابه آن

 در [16] همکاران و نورین. یابدمي افزایشمتخلخل،  محیطتخلخل  افزایشبا 

 یک در را نانوسیال مغناطیسي هیدرودینامیک فشاری جریان 2015 سال

 هایپروفیل تقارن که کردند مشاهده هاآن. کردند بررسي منحني کانال

 از انحنا براثر سرعت و محوری القایي مغناطیسي میدان مغناطیسي، نیروی

 . رودمي بین

 یانجر يحاصل از بررس یجنتا 2015در سال   [17]شهزاد و همکاران

 یدر راستا یرمتغ یسيمغناط یدانهمراه با م يکانال منحن یکدار در موج

در  يدر کانال منحن یانفشار جر یانگونه ارائه دادند که گراد ینرا ا يشعاع

 2015در سال   [18]فکور و همکاران تر است.کم مستقیمبا کانال  مقایسه

متخلخل در  هدیواردورن کانال صاف با  نانوسیال جریانانتقال حرارت و 

نشان داد که با  نتایجقرار دارند.  بررسيرا مورد  مغناطیسي میدانحضور 

 همچنینداخل کانال کاهش و  نانوسیال جریانعدد هارتمن، سرعت  افزایش

 .یابدمي افزایش نیزمقدار دما  بیشترین
 یک مغناطیسي یدرودینامیکه یانبار جر یننخست یمقاله برا این در

دار متحرک موج یوارهبا د يکانال منحندر و متخلخل محیطيدر  یالنانوس

 توضیح به لازمقرار گرفته است.  يبررس مورد داخلي يهمراه چشمه حرارتبه

 هستند متخلل هایيمحیط از متشکل معمولا بافتي نسوج و بافتها که است

 مطالعه. کنند عبور آنها درون از بایستمي فیزیولوژیکي و زیستي سیالات که

 توجه مورد ایگسترده شکل به اخیراً که نیز آن اثرات و مغناطیسي میدان

 در دارو انتقال یعني آن کاربردهای از یکي دلیل به، است گرفته قرار محققان

 ینا در. باشدمي، هدف بخش به خاص داروهای هدایت و بافتي نسوج داخل

و سپس به کمک روش  يمعرف یالس یانمطالعه ابتدا معادلات حاکم بر جر

معادلات  یت. درنهاگردنديکلر گسسته م یاو جعبه یوتنن سازیيخط یعدد

 يبلوک یقطرسه هاییسماتر يمحاسبات یتمالگور یککمک شده بهگسسته

 و نفوذپذیری حرارتي، چشمه اثرمطالعه،  ین. در اشونديگزارش م یجحل و نتا

 گرادیان مغناطیسي، نیروی بعتا دما، سرعت، پروفیل روی محیط تخلخل عدد

 .گیردمي قرار بررسي مورد متوسط ناسلت عدد و فشار

 هندسه مسأله  فیتعر2- 

 شده پر ناپذیرتراکم نانوسیال با که دوبعدی منحني کانال یک مطالعه، این در

و شعاع  𝑂کانال  ین. مرکز اشودمي گرفته نظر در 1شکل  مطابق است

 𝑐با سرعت  ینوسيموج س یکآن به صورت  دیوارهکه  باشدمي 𝑅متوسط آن 

,𝑅̅)ایاستوانه مختصات. کندمي حرکت 𝑋̅) شودميکانال در نظر گرفته  یبرا 

در  یسيمغناط یدانعمود بر آن است. م 𝑅̅انتشار موج و  یراستا 𝑋̅که 

𝐻0با شدت  يشعاع یراستا
∗ = 𝐻0𝑅

∗/(𝑅∗ + 𝑅̅)  آن در)که𝐻0 یدانم 

به کانال اعمال  𝑄0قدرت  با يثابت است( و چشمه حرارت یسيمغناط

  با  کانال روی شده اعمال  مغناطیسي میدان برداری معادله بنابراین. شوندمي
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Fig. 1 Schematic diagram of the problem 

 مسأله هندسه شماتیک تصویر 1 شکل

𝐻(𝐻0صورت به متحرک دارموج دیواره
∗ + ℎ̅𝑟̅  (𝑅̅, 𝑋̅, 𝑡̅), ℎ̅𝑥̅  (𝑅̅, 𝑋̅, 𝑡̅), 0)  

 یان( ب1کانال توسط رابطه ) دیوارهمعادله حرکت  ین. همچنشودينوشته م

 .گرددمي

(1) ℎ̅(𝑋̅, 𝑡̅) = 𝑎 + 𝑏 cos
2𝜋

𝜆
(𝑋̅ − 𝑐𝑡̅) 

دامنه موج  𝑏زمان و  𝑡̅نصف عرض کانال،  𝑎طول موج،  𝜆 ینجاا در

 یسرعت در راستا یهامولفه یببه ترت 𝑈̅ و 𝑉̅هاییتکم ین. همچنباشديم

ناظر مستقر در دستگاه مختصات  یبرا (𝑋̅) یمحور ی( و راستا𝑅̅) يشعاع

 به صورت  توانيسرعت را م یدانم یجه. در نتباشنديساکن م

𝑉 = [𝑉̅(𝑅̅, 𝑋̅, 𝑡̅), 𝑈̅(𝑅̅, 𝑋̅, 𝑡̅),  داد. مایشن [0

 حاکم معادلات3- 

 و شعاعي راستای دو در) ممنتوم پیوستگي، شامل مسأله بر حاکم معادلات

 بیان( 5) تا( 2) هایرابطه صورتبه ترتیب به که باشدمي انرژی( و محوری

 : [19,16-23]شودمي

(2) 𝜕𝑉̅

𝜕𝑅̅
+ (

𝑅∗

𝑅∗ + 𝑅̅
)
𝜕𝑈̅

𝜕𝑋̅
+

𝑉̅

𝑅∗ + 𝑅̅
= 0 

𝜌𝑛𝑓 (
1

𝜀̅

𝜕𝑉̅

𝜕𝑡̅
+
1

𝜀̅2
[𝑉̅
𝜕𝑉̅

𝜕𝑅̅
+

𝑅∗𝑈̅

𝑅∗ + 𝑅̅

𝜕𝑉̅

𝜕𝑋̅
−

𝑈̅2

𝑅∗ + 𝑅̅
]) 

      = (−
𝜕𝑝̅

𝜕𝑅̅
+
2𝜇nf

𝑅∗ + 𝑅̅

𝜕𝑉̅

𝜕𝑅̅
+ 2𝜇nf

𝜕2𝑉̅

𝜕𝑅̅2
+ 𝜇nf [

𝑅∗

𝑅∗ + 𝑅̅
]
2 𝜕2𝑉̅

𝜕𝑋̅2 

      −
3𝜇nf𝑅

∗

(𝑅∗ + 𝑅̅)2
𝜕𝑈̅

𝜕𝑋̅
+
𝜇nf𝑅

∗

𝑅∗ + 𝑅̅

𝜕2𝑈̅

𝜕𝑅̅𝜕𝑋̅
−

2𝜇nf
(𝑅∗ + 𝑅̅)2

𝑉̅) 

 

     −
𝜇nf
Kp
𝑉̅ −

𝜇e
2

𝜕𝐻+
2

𝜕𝑅̅
+ 𝜇𝑒 (−

(𝑅∗𝐻0)
2

(𝑅∗ + 𝑅̅)3
+
𝑅∗𝐻0

𝑅∗ + 𝑅̅

𝜕ℎ̅𝑟̅

𝜕𝑅̅
 

     −
𝑅∗𝐻0

(𝑅∗ + 𝑅̅)2
ℎ̅𝑟̅ +

𝜕ℎ̅𝑟̅

𝜕𝑅̅
ℎ̅𝑟̅ +     

𝑅∗

𝑅∗ + 𝑅̅

𝜕ℎ̅𝑟̅

𝜕𝑋̅
ℎ̅𝑥̅ −

ℎ̅𝑥̅
2

𝑅∗ + 𝑅̅
) 

(3)  
 

𝜌nf (
1

𝜀̅

𝜕𝑈̅

𝜕𝑡̅
+
1

𝜀̅2
[𝑉̅
𝜕𝑈̅

𝜕𝑅̅
+

𝑅∗𝑈̅

𝑅∗ + 𝑅̅

𝜕𝑈̅

𝜕𝑋̅
+

𝑈̅𝑉̅

𝑅∗ + 𝑅̅
]) 

         = (−
𝑅∗

𝑅∗ + 𝑅̅

𝜕𝑝̅

𝜕𝑋̅
+
𝜇nf𝑅

∗

𝑅∗ + 𝑅̅

𝜕2𝑉̅

𝜕𝑅̅𝜕𝑋̅
+

3𝜇nf𝑅
∗

(𝑅∗ + 𝑅̅)2
𝜕𝑉̅

𝜕𝑋̅
 

        −
𝜇nf

(𝑅∗ + 𝑅̅)2
𝑈̅ + 𝜇nf

𝜕2𝑈̅

𝜕𝑅̅2
+ 2𝜇nf [

𝑅∗

𝑅∗ + 𝑅̅
]
2 𝜕2𝑈

𝜕𝑋̅2
 

       +
𝜇nf

𝑅∗ + 𝑅̅

𝜕𝑈̅

𝜕𝑅̅
) −

𝜇nf
Kp
𝑈̅ − 𝜇e (

𝑅∗𝐻0

𝑅∗ + 𝑅̅

𝜕ℎ̅𝑥̅

𝜕𝑅̅
+
𝜕ℎ̅𝑥̅

𝜕𝑅̅
ℎ̅𝑟̅ 

       +
𝑅∗

𝑅∗ + 𝑅̅

𝜕ℎ̅𝑥̅

𝜕𝑋̅
ℎ̅𝑥̅ +

𝑅∗𝐻0
(𝑅∗ + 𝑅̅)2

ℎ̅𝑥̅ +
ℎ̅𝑟̅ℎ̅𝑥̅

𝑅∗ + 𝑅̅
) 

(4)       −
𝜇e
2

𝑅∗

𝑅∗ + 𝑅̅

𝜕𝐻+
2

𝜕𝑋̅ 
 

 

𝜕𝑇̅

𝜕𝑡̅
+

𝑅∗𝑈̅

𝑅∗ + 𝑅̅

𝜕𝑇̅

𝜕𝑋̅
+ 𝑉̅

𝜕𝑇̅

𝜕𝑅̅
 

   = 𝛼nf (
𝜕2𝑇̅

𝜕𝑅̅2
+

1

𝑅∗ + 𝑅̅

𝜕𝑇̅

𝜕𝑅̅
+ [

𝑅∗

𝑅∗ + 𝑅̅
]
2 𝜕2𝑇̅

𝜕𝑋̅2
) + (

𝜈

𝐶p
)
nf

𝛷̅ 

(5)     +𝜏𝜀̅ (DB(𝛻𝐶̅ ∙ 𝛻𝑇̅) +
DT
𝑇m
(𝛻𝑇̅ ∙ 𝛻𝑇̅)) +

1

(𝜌𝐶p)nf

𝑄0 

 : باشديم یسکوزتلفات و جملهمعرف  𝛷̅ ،(5) رابطه در

 :شودمي بیان( 7) رابطه صورتبه حرارت انتقال معادله

𝜕𝐶̅

𝜕𝑡̅
+
1

𝜀̅

𝑅∗𝑈̅

𝑅∗ + 𝑅̅

𝜕𝐶̅

𝜕𝑋̅
+
1

𝜀̅
𝑉̅
𝜕𝐶̅

𝜕𝑅̅
 

      = DB [
𝜕2𝐶̅

𝜕𝑅̅2
+

1

𝑅∗ + 𝑅̅

𝜕𝐶̅

𝜕𝑅̅
+ (

𝑅∗

𝑅∗ + 𝑅̅
)
2  𝜕2𝐶̅

𝜕𝑋̅2
] 

(7)       +
DT
𝑇m
 [
𝜕2𝑇̅

𝜕𝑅̅2
+

1

𝑅∗ + 𝑅̅

𝜕𝑇̅

𝜕𝑅̅
+ (

𝑅∗

𝑅∗ + 𝑅̅
)
2  𝜕2𝑇̅

𝜕𝑋̅2
] 

 در همچنین. باشدمي نانوسیال معرف nf اندیس ،(7) تا( 3) روابط در

 دینامیکي، لزجت 𝜇 فشار، 𝑃̅متخلخل، محیط تخلخل 𝜀̅ چگالي، 𝜌 روابط این

KP محیط نفوذپذیری ، ، نفوذپذیری 𝜇𝑒متخلخل  میدان H0مغناطیسي

 DB ترموفورتیک، پخش ضریب DT غلظت، 𝐶̅ دما،  𝑇̅ ثابت، مغناطیسي

 معرف 𝜏کمیت همچین. باشدمي گرانش شتاب g و براوني پخش ضریب

 مخصوص گرمایي ظرفیت به نانوذرات مخصوص گرمایي ظرفیت نسبت

 .گرددمي بیان( 8) رابطه صورتبه که باشدمي نانوسیال

(8) 𝜏 =
(𝜌𝐶p)p

(𝜌𝐶p)nf

 

,𝑟̅) دارموج متحرک مختصات ،(9) رابطه کمک به اینجا در 𝑥̅) در 

,𝑅̅) ساکن مختصات دستگاه با مقایسه 𝑋̅) شودمي تعریف . 

(9) 𝑥̅ = 𝑋̅ − 𝑐𝑡̅,   𝑟̅ = 𝑅̅,   𝑢̅ = 𝑈̅ − 𝑐,   𝑣̅ = 𝑉̅ 

بدون بعد مطابق  هاییتکم (9) تا( 2)ساده کردن روابط شماره  برای

 ،𝛿، 𝑝  ،Ω، γ، 𝜙(، 10)رابطه  هاییت. در کمشونديم یفتعر (10)رابطه 

Pr، Ec، Nb  وNt یطول موج، فشار، غلظت بدون بعد، دما گریانب یبترتبه 

حرکت  پارامتر ،2اکرت عدد ،1پرانتل عدد مغناطیسي، نیروی تابعبدون بعد، 

معرف  Gc یتکم ین. همچنباشنديم یسو پارامتر حرکت ترموفورس يبراون

معرف  Mاینجا در. باشندمي گراشف عدد معرف Grعدد بدون بعد غلظت، 

  𝜓و  يعدد بدون بعد چشمه حرارت 𝜁 ،4يمعرف عدد دارس Da ،3عدد هارتمن

 .باشنديم یانتابع جر

𝑝 =
𝑎2𝑝̅

𝑐𝜆𝜇nf
 , 𝑟 =

𝑟̅

𝑎
 , 𝑥 =

𝑥̅

𝜆
 , 

ℎ̅𝑥̅ = −𝐻0 (
𝜕𝜙

𝜕𝑟
) , 𝑢 =

𝑢̅

𝑐
 , 𝑘 =

𝑅∗

𝑎
 , 

Ω =
𝐶̅ − 𝐶0̅

𝐶1̅ − 𝐶0̅
  , 𝑣 =

𝑣̅

𝑐
 , 𝛿 =

𝑎

𝜆
, 

                                                                                                                                  
1 Prandtl Number 
2 Eckert Number 
3 Hartmann Number 
4 Darcy Number 

𝛷̅ = 2(
𝜕𝑉̅

𝜕𝑅̅
)

2

+ 2(
𝑅∗

𝑅∗ + 𝑅̅

𝜕𝑈̅

𝜕𝑋̅
+

𝑉̅

𝑅∗ + 𝑅̅
)

2

 

     +(
𝑅∗

𝑅∗ + 𝑅̅

𝜕𝑉̅

𝜕𝑋̅
−

𝑈̅

𝑅∗ + 𝑅̅
) (
𝜕𝑈̅

𝜕𝑅̅
−

𝑈̅

𝑅∗ + 𝑅̅
+

𝑅∗

𝑅∗ + 𝑅̅

𝜕𝑉̅

𝜕𝑋̅
) 

 

(6)     +
𝜕𝑈̅

𝜕𝑅̅
(
𝜕𝑈̅

𝜕𝑅̅
−

𝑈̅

𝑅∗ + 𝑅̅
+

𝑅∗

𝑅∗ + 𝑅̅

𝜕𝑉̅

𝜕𝑋̅
) 
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𝛾 =
𝑇̅ − 𝑇̅0

𝑇̅1 − 𝑇̅0
  , 𝑢 = −

𝜕𝜓

𝜕𝑟
 , 𝜙 =

𝜙̅

𝐻0𝑎
 , 

Ec =
𝑐2

𝑐p(𝑇̅1 − 𝑇̅0)
  , Da =

KP
𝑎2
  , 𝑡 =

𝑐𝑡̅

𝜆
 , 

Pr =
(𝜇𝐶p)nf
𝑘∗

  , Nt =
𝜏DT(𝑇̅1 − 𝑇̅0)

𝜈nf𝑇m
 , 

ℎ̅𝑟̅ = 𝛿
𝑘𝐻0
𝑘 + 𝑟

𝜕𝜙

𝜕𝑥
  , 𝜁 =

𝑄0𝑎
2

(𝑇̅1 − 𝑇̅0)(𝜌𝐶p𝜈)nf

  , 

M2 =
𝑎2𝐻0

2𝜇e
2𝜎

𝜇nf
  , Gr =

𝑔𝛽𝑎2(𝑇̅1 − 𝑇̅0)

𝜈nf𝑐
 , 

Nb =
𝜏DB(𝐶1̅ − 𝐶0̅)

𝜈nf
 Gc =

𝑔𝛽𝑎2(𝐶1̅ − 𝐶0̅)

𝜈nf𝑐
  , 

(10)  

𝛿موج بلندمقاله با درنظر گرفتن فرض طول ینا در → و با استفاده  0

 بعدبه شکل ساده شده و بدون  مسأله(، معادلات حاکم بر 10( و )9معادلات )

 :شوندمي تبدیل( 14) تا( 11)

𝜕𝑝

𝜕𝑥
= −

1

𝑘

𝜕2𝜓

𝜕𝑟2
−
𝑘 + 𝑟

𝑘

𝜕3𝜓

𝜕𝑟3
−
M2𝑘2 − 1

𝑘(𝑘 + 𝑟)

𝜕𝜓

𝜕𝑟
−

1

𝑘(𝑘 + 𝑟)
 

(11)     −
𝑘 + 𝑟

𝑘

1

Da
(−
𝜕𝜓

𝜕𝑟
+ 1) +

𝑘 + 𝑟

𝑘
(Gr𝛾 + Gc𝛺) +M2𝐸 

(12) 
𝜕𝑝

𝜕𝑟
= 0 

(13) 

1 

Pr
(
𝜕2𝛾

𝜕𝑟2
+

1

𝑘 + 𝑟
 
𝜕𝛾

𝜕𝑟
) + Ec [−

𝜕2𝜓

𝜕𝑟2
+

1

𝑘 + 𝑟
(
𝜕𝜓

𝜕𝑟
− 1)]

2

 

     +Nb𝜀̅
𝜕𝛺

𝜕𝑟

𝜕𝛾

𝜕𝑟
+ Nt 𝜀̅ (

𝜕𝛾

𝜕𝑟
)
2

+ 𝜁 = 0 

(14) 
𝜕2𝛺

𝜕𝑟2
+

1

𝑟 + 𝑘

𝜕𝛺

𝜕𝑟
+
Nt

Nb
(
𝜕2𝛾

𝜕𝑟2
+

1

𝑟 + 𝑘

𝜕𝛾

𝜕𝑟
) = 0  

 :از است عبارتکه  باشديم یکيالکتر یدانقدرت م یانگرب 𝐸 ،(11رابطه ) در

(15) 𝐸 = [
𝑘

(𝑘 + 𝑟)

𝜕𝜓

𝜕𝑟
+
1

Rm
(
𝜕2𝜙

𝜕𝑟2
+

1

𝑘 + 𝑟

𝜕𝜙

𝜕𝑟
)] 

با  باشد،نمي 𝑟 از يفشار تابع کنديم یانکه ب (12)به رابطه  یتعنا با

 :شودمي حاصل( 16( و حذف فشار، رابطه )11از رابطه ) یریگمشتق

(16) 

(𝑘 + 𝑟)
𝜕4𝜓

𝜕𝑟4
+ 2

𝜕3𝜓

𝜕𝑟3
+ (

M2𝑘2 − 1

𝑘 + 𝑟
−
𝑘 + 𝑟

Da
)
𝜕2𝜓

𝜕𝑟2
 

    − [
M2𝑘2 − 1

(𝑘 + 𝑟)2
+
1

Da
]
𝜕𝜓

𝜕𝑟
− (Gr𝛾 + Gc𝛺) 

     −(𝑘 + 𝑟) (Gr
𝜕𝛾

𝜕𝑟
+ Gc

𝜕𝛺

𝜕𝑟
) +

1

Da
=
1 − M2𝑘2

(𝑘 + 𝑟)2
 

𝑄 صورتبه يحجم یانمختصات ساکن، نرخ جر دستگاه در = ∫ 𝑈̅𝑑𝑅̅
𝐻̅

−𝐻̅
 

 مختصات در رابطه این. باشديم 𝑋̅و  𝑡̅از  يتابع 𝐻̅که در آن  شودمي تعریف

𝐹به صورت  دارموج متحرک = ∫ 𝑢̅𝑑𝑟̅
𝐻̅

−𝐻̅
 𝐻̅حالت  ینکه در ا شودمي نوشته 

 جریان نرخ بین ارتباط(، 9) رابطه از استفاده با. باشديم 𝑥از  يتنها تابع

𝑄 شکل به متحرک و ساکن مختصات در حجمي = 𝐹 + 2𝑐𝐻̅ شد. در  خواهد

به  𝑇 يدوره زمان یکدر  يحجم یانجر يمختصات ساکن، نرخ متوسط زمان

𝑄̅صورت  = 1/𝑇 ∫ 𝑄𝑑𝑡
𝑇

0
 یندر ا 𝑄رابطه مقدار  یگذاریبا جا شودمي نوشته 

 :[20] آیدمي دستبه زیر شده ساده رابطه آن، از گیریعبارت و انتگرال
(17) 𝑄̅ = 𝑞̅ + 2𝑐𝑎 

𝑞̅صورت به داردر مختصات متحرک موج  𝑞̅تعریف با = 𝐹 (𝑐𝑎)⁄ نرخ و 

𝑄صورت مختصات ساکن به دربدون بعد  يحجم یانجر = 𝑄̅ (𝑐𝑎)⁄  معادله ,  

𝑄ساده شده  = 𝑞̅ +  :آیدمي دستبه زیر صورتبه 𝑞̅که  آیديدست مبه  2

(18) 𝑞̅ = −∫
𝜕𝜓

𝜕𝑟
 𝑑𝑟

ℎ

−ℎ

= −[𝜓(ℎ) − 𝜓(−ℎ)] 

صورت حل معادلات به یبرا دارموج متحرک مختصات در مرزی شرایط

 :شوديم یف( تعر19) رابطه
r در = h = −1 − α(cos2πx) 

𝛺 = 0 𝜙 = 0, 𝛾 = 0, 
𝜕𝜓

𝜕𝑟
= 1 , 𝜓 = +

𝑞

2
 , 

r در = h = +1 + α(cos2πx) 

𝛺 = 0 𝜙 = 0, 𝛾 = 0, 
𝜕𝜓

𝜕𝑟
= 1 , 𝜓 = −

𝑞

2
 , 

(19)  

 مقدار این جایگذاری با ،𝜓آوردن مقدار  دستبه و معادلات حل از پس

 را فشار گرادیان توانمي( 20) رابطهاستفاده از  ینو همچن (11) رابطه در

 .[16] کرد محاسبه

(20) 𝛥𝑃𝜆 = ∫ (
𝑑𝑝

𝑑𝑥
)
𝑟=0

𝑑𝑥
1

0

 

Nuxعبارت  از توانمي يمحاسبه عدد ناسلت محل برای =  −𝜕𝛾 𝜕𝑟⁄ 

شکل عدد ناسلت متوسط به ي،استفاده کرده و با استفاده از عدد ناسلت محل

 :[21] گرددمي تعریف( 21رابطه )

(21) Nuave = ∫ Nux 𝑑𝑥
1

0

 

 مسئله حل تمیالگور و معادلات یسازگسسته -4

 مرزی شرایط به توجه با( 16) و( 14) ،(13) هایرابطه باید مسئله، حل برای

 زبان از عددی حل برای مقاله، این در. شوند حل همزمان صورتبه شده، ارائه

C نویسيبرنامه +  براساس عددی برنامه این الگوریتم. است شده استفاده +

 روابط سازیگسسته در. [24] باشدمي کلر ایجعبه و نیوتن سازیخطي روش

 یلمرتبه اول تشک یفرانسیلمعادلات د دستگاه متغیرهایي تعریف با ابتدا

دستگاه  توانيم یتفاضل محدود مرکز یبسپس با استفاده از تقر گردديم

دست آمده در جا که روابط بهنمود. از آن یسازرا گسسته یفرانسیلمعادلات د

𝑛قسمت در گام  این + روش  یریکارگبا به توانيم شوند،يزده م یبتقر 1

 یيمقدار خطا یک و 𝑛متناظرشان در گام  یرآن را به مقاد یوتن،ن سازیيخط

𝜓𝑘 مثال عنوان به ،نمود یفتعر یراز جنس خود متغ
𝑛+1 = 𝜓𝑘

𝑛 + 𝛿𝜓𝑘
𝑛 و 

𝑢𝑘
𝑛+1 = 𝑢𝑘

𝑛 + 𝛿𝑢𝑘
𝑛 [25] .را  یيهمگرا یارمع ی،عدد یلدر تحل سپس

 گرفته نظر در مشخصمقدار  یکزمان از طور همکوچک شدن تمام خطاها به

 حرکت معادله گربیان که( 16معادله ) یعنوان مثال برا به. شد خواهد

𝛿𝑗 باشد،مي
𝑛 شوديم یفتعر (22)صورت رابطه به: 

(22) 𝛿𝑗
𝑛 = [𝛿𝜓𝑗

𝑛 𝛿𝑢𝑗
𝑛 𝛿𝑣𝑗

𝑛 𝛿𝑤𝑗
𝑛
]
T

 

𝑢 که = 𝜕𝜓/𝜕𝑟، 𝑣 = 𝜕𝑢/𝜕𝑟 = 𝜕2𝜓/𝜕𝑟2  و𝑤 = 𝜕𝑣/𝜕𝑟 =

𝜕3𝜓/𝜕𝑟3 .یسازدست آمده از گسستهمعادلات حاکم به یجبر دستگاه 

 :داد نشان( 23) رابطه مطابق یسيصورت ماتربه توانيکلر را م یاجعبه

(23) 𝐴𝑗
𝑛𝛿𝑗−1

𝑛 + 𝐵𝑗
𝑛𝛿𝑗

𝑛 + 𝐶𝑗
𝑛𝛿𝑗+1

𝑛 = 𝑅⃗⃗𝑗
𝑛 

صورت به یسه قطر هاییسماتر يکلر شکل کل یاروش جعبه در

𝐶𝑗 هایماتریس هایآرایه و( 24) رابطه در موجود ماتریس
𝑛، 𝐵𝑗

𝑛  و𝐴𝑗
𝑛 

 :شوندمي محاسبه( 27) تا( 25صورت روابط )به یبترتبه

(24) 

(

 
 
 
 

𝐵1 𝐶1
𝐴2 𝐵2 𝐶2

⋱ ⋱ ⋱
𝐴𝑗 𝐵𝑗 𝐶𝑗

⋱ ⋱ ⋱
𝐴𝑁 𝐵𝑁)

 
 
 
 

𝑛

(

 
 
 
 

𝛿1

𝛿2
⋮

𝛿𝑗
⋮

𝛿𝑁)

 
 
 
 

𝑛

=

(

 
 
 
 

𝑅⃗⃗1

𝑅⃗⃗2
⋮

𝑅⃗⃗𝑗
⋮

𝑅⃗⃗𝑁)

 
 
 
 

𝑛
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(25) 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑗max 𝐴𝑗
𝑛 = [

𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎14
𝑎21 𝑎22 𝑎23 𝑎24
𝑎31 𝑎32 𝑎33 𝑎34
𝑎41 𝑎42 𝑎43 𝑎44

] 

(26) 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑗max−1 𝐵𝑗
𝑛 = [

𝑏11 𝑏12 𝑏13 𝑏14
𝑏21 𝑏22 𝑏23 𝑏24
𝑏31 𝑏32 𝑏33 𝑏34
𝑏41 𝑏42 𝑏43 𝑏44

] 

(27) 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑗max−1 𝐶𝑗
𝑛 = [

𝑐11 𝑐12 𝑐13 𝑐14
𝑐21 𝑐22 𝑐23 𝑐24
𝑐31 𝑐32 𝑐33 𝑐34
𝑐41 𝑐42 𝑐43 𝑐44

] 

 :را نوشت (30)الي   (28)توان روابط مي ماتریس سه این هایدرایه برای که

 

𝑎11 = −1, 𝑎12 = −
ℎ𝑗

2
, 𝑎13 = 0, 𝑎14 = 0, 

𝑎21 = 0, 𝑎22 = 0, 𝑎23 = −1, 𝑎24 = −
ℎ𝑗

2
, 

𝑎31 = 0, 𝑎32 = 0, 𝑎33 = 0, 𝑎34 = 0, 
(28) 𝑎41 = 0, 𝑎42 = 0, 𝑎43 = 0, 𝑎44 = 0. 

(29) 

𝑏11 = 1, 𝑏12 = −
ℎ𝑗

2
, 𝑏13 = 0, 𝑏14 = 0, 

𝑏21 = 0, 𝑏22 = 0, 𝑏23 = 1, 𝑏24 = −
ℎ𝑗

2
, 

𝑏31 = 0, 𝑏32 = −
ℎ𝑗+1(M

2𝑘2 − 1)

2 (𝑘 + 𝑟
𝑗−

1

2

)
3 +

ℎ𝑗+1

2Da(𝑘 + 𝑟
𝑗−

1

2

)
, 

𝑏33 =
ℎ𝑗+1(M

2𝑘2 − 1)

2(𝑘 + 𝑟
𝑗−

1

2

)
2 −

ℎ𝑗+1

2Da
, 𝑏34 = −1 +

ℎ𝑗+1

𝑘 + 𝑟
𝑗−

1

2

, 

𝑏41 = 0, 𝑏42 = −1, 𝑏43 = −
ℎ𝑗+1

2
, 𝑏44 = 0. 

(30) 

𝑐11 = 0, 𝑐12 = 0, 𝑐13 = 0, 𝑐14 = 0, 
𝑐21 = 0, 𝑐22 = 0, 𝑐23 = 0, 𝑐24 = 0, 

𝑐31 = 0, 𝑐32 = −
ℎ𝑗+1(M

2𝑘2 − 1)

2 (𝑘 + 𝑟
𝑗−

1

2

)
3 +

ℎ𝑗+1

2Da (𝑘 + 𝑟
𝑗−

1

2

)
, 

𝑐33 =
ℎ𝑗+1(M

2𝑘2 − 1)

2 (𝑘 + ℎ
𝑗−(

1

2
)
 )
3 −

ℎ𝑗+1

2Da
, 𝑐34 = 1 +

ℎ𝑗+1

𝑘 + 𝑟
𝑗−

1

2

, 

𝑐41 = 0, 𝑐42 = 1, 𝑐43 = −
ℎ𝑗+1

2
, 𝑐44 = 0. 

𝑅⃗⃗𝑗 یسماتر یتدر نها و
𝑛 گرددمي تعریف( 31صورت رابطه )به: 

(31) 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑗max−1 𝑅⃗⃗𝑗
𝑛 = [𝑟𝑗

𝑛 𝑠𝑗
𝑛 𝑥𝑗+1

𝑛 𝑡𝑗+1
𝑛 ]

T
 

𝑟𝑗رابطه، عبارات  یندر ا که
𝑛، 𝑠𝑗

𝑛 ، 𝑥𝑗+1
𝑛  و𝑡𝑗+1

𝑛 تا  (32)در روابط  یبترتبه

و  یسه قطر هاییساترم که است توضیح به لازم اند.شده یفتعر (35)

 :آیندمي دستبه صورت همینبه نیز (14) و( 13)روابط  یبرا آن هاییهآرا

(32) 𝑟𝑗
𝑛 = 𝜓𝑗+1

𝑛 − 𝜓𝑗
𝑛 +

ℎ𝑗

2
(𝑢𝑗
𝑛 + 𝑢𝑗−1

𝑛 ),  

(33) 𝑠𝑗
𝑛 = 𝑣𝑗+1

𝑛 − 𝑣𝑗
𝑛 +

ℎ𝑗

2
(𝑤𝑗

𝑛 + 𝑤𝑗−1
𝑛 ), 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥𝑗+1
𝑛 = (−1 −

ℎ𝑗+1

𝑘 + 𝑟
𝑗+

1

2

)𝑤𝑗+1
𝑛 +(1 −

ℎ𝑗+1

𝑘 + 𝑟
𝑗+

1

2

)𝑤𝑗
𝑛 

       −ℎ𝑗+1

(

 
M2𝑘2 − 1

2 (𝑘 + 𝑟
𝑗+

1

2

)
2 −

1

2Da

)

 𝑣𝑗+1
𝑛  

       −ℎ𝑗+1

(

 
M2𝑘2 − 1

2 (𝑘 + 𝑟
𝑗+

1

2

)
2 −

1

2Da

)

 𝑣𝑗
𝑛   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(34) 

       +ℎ𝑗+1

(

 
M2𝑘2 − 1

2 (𝑘 + 𝑟
𝑗+

1

2

)
3 +

1

𝑘 + 𝑟
𝑗+

1

2

1

2Da

)

 𝑢𝑗+1
𝑛  

       +ℎ𝑗+1

(

 
M2𝑘2 − 1

2 (𝑘 + 𝑟
𝑗+

1

2

)
3 +

1

𝑘 + 𝑟
𝑗+

1

2

1

2Da

)

 𝑢𝑗
𝑛 

        + (Gr − (
Nt

Nb
) Gc) ℎ𝑗+1 (

1

𝑘 + 𝑟
𝑗+

1

2

𝛾
𝑗+

1

2

+ 𝑑𝛾
𝑗+

1

2

) 

        −

(

 
ℎ𝑗+1(1 − M

2𝑘2)

(𝑘 + 𝑟
𝑗+

1

2

)
3

)

 −
ℎ𝑗+1

𝑘 + 𝑟
𝑗+

1

2

 

1

Da
 

(35) 𝑡𝑗+1
𝑛 = 𝑢𝑗

𝑛 − 𝑢𝑗+1
𝑛 + (𝑣𝑗+1

𝑛 + 𝑣𝑗
𝑛)
ℎ𝑗

2
 

  یسنج اعتبار5- 

 عدد با آمده دستبه جینتا شده، نوشته یعدد برنامه صحت يبررس یبرا

بدون  طیتر محساده حالت ی)برا [16] همکاران و نینور توسط شدهگزارش

منظور  نیشده است. بد سهیمقا( يحرارت چشمه حضور بدونتخلخل و 

M طیشرا یسرعت بدون بعد برا لیپروف = 1.8، 𝜃 = −3، Nt = 0.1، 

𝑘 = 6، Nb = 0.3، Ec = 1، Pr = 3.97، Gc = 1، Gr =  تیموقع و 1

x=1 یکار طیشرا یبرا بعديب یدما لیپروف و 2شکل  در M = 1، 𝜃 = 4، 

Nt = 0.1، 𝑘 = 7، Nb = 0.3، Ec = 1، Pr = 21، Gc = 1، Gr =  و 1

𝑥 تیموقع =  دو نیاکه در  طورهمانداده شده است.  شینما 3در شکل   1

حل  یو دقت لازم برا تیقابل ،حاضر یعدد تمیالگور شود،يمشاهده م شکل

 وارهیبا د يدر کانال منحن الینانوس کی يسیمغناط کینامیدرودیه انیجر

  متخلخل را داراست. طیو مح يدار بدون در نظر گرفتن چشمه حرارتموج

 یعدد جیتان 6-

 حول مغناطیسي میدان که شودمي باعث سیم داخل از الکتریکي جریان عبور

 توانمي جریان حامل سیم داشتن با بنابراین گردد ایجاد جریان حامل سیم

 قانون طبق مغناطیسي میدان این جهت که کرد تولید مغناطیسي میدان

 .گرددمي مشخص راست دست

تحت تأثیر  یسينانوذرات مغناط یداخل کانال حاو یانجر کههنگامي

داخل  یانسرعت جر یلپروف یرو گیرديقرار م يخارج یسيمغناط یدانم

با  شودي)الف( مشاهده م 4طور که در شکل . همانگذارنديکانال اثر م

نانوذرات در  یق. هدف از تزریابديعدد هارتمن، سرعت کاهش م یشافزا

 یتيانتقال حرارت هدا یشو افزا یيجاکاهش انتقال حرارت جابه یال،س

عدد بدون بعد دما،  یش. با استفاده از رابطه بدون بعد دما و با افزاباشديم

 گونهینا توانيم یجه)ب((. درنت 4)شکل  یابديانتقال حرارت کاهش م یزانم

و تبع آن  یانجر یدانم یرو یيتأثیر بسزا یسيمغناط یدانکرد که م یانب

سبب به وجود  یسيمغناط یدانوجود م یراانتقال حرارت دارد، ز یزانم یرو

سبب  يدر حالت کل یرون ینو ا شوديم یانجر یدانلورنتز در م یرویآمدن ن

طور که در شکل . همانشوديانتقال حرارت م یزانو م یيجابجا یانکاهش جر

𝜙)ج( و رابطه بدون بعد  4 = 𝜙̅/𝐻0𝑎 شدت افزایش با باشديم مشخص 

 کاهش نیز شعاع جهت در مغناطیسي نیروی تابع(، 𝐻0) مغناطیسي میدان

 .یابدمي

 )الف( 5عدد هارتمن در شکل  یشفشار با افزا یانگراد یشافزا چگونگي

 مغناطیسي میدان اعمال با که است معني بدین این. است شده داده نمایش
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 است؛ نیاز جریان عبور برای تریبزرگ فشار گرادیان جریان، میدان به بزرگ

 با به کار بردن مناسب توانديم یالگرفت که فشار س یجهنت توانيم بنابراین

 یبرا يدر طول عمل جراح یدهپد ینکنترل شود. ا یسيمغناط یدانقدرت م

 5 یهاطور که در شکلخواهد بود. همان یدحد مف از یشب یزیرکنترل خون

که در  ينسب یهاعدد هارتمن گردابه یشبا افزا شودي)ب و ج( مشاهده م

 یلتشک يخارج یوارهدر د یشتریبا قدرت ب گردديدار مشاهده محالت موج

 یوارهعدد هارتمن از د یشبا افزا ينسب یهاگردابه ینا ین. همچنگردديم

که  شوديامر سبب م ینو ا گردنديم یلبه سمت مرکز کانال متما يخارج

 از مقطع مشخص شده عبور کند. يبه سخت یانجر

 شده بیان نیزعدد ناسلت متوسط  یاثر عدد هارتمن رو ،1جدول  در

عدد هارتمن سبب کاهش عدد  یشافزا باشد،يکه مشخص م طورهمان. است

 .شودمي متوسطناسلت 

دار عملکرد کانال موج بر ياثر چشمه حرارت يبررس هب 7 و 6 هایشکل

 قدرت یشبا افزا شوديمشاهده م )الف( 6شکل  درطور که . همانپردازدمي
 

 
Fig. 2 Profile of dimensionless velocity for M = 1.8, 𝜃 = −3, Nt =
0.1, Nb = 0.3, 𝑥 = 1, Ec = 1, Pr = 3.97, Gr = 1, Gc = 1, 𝑘 = 6.  

M :شرایط در بعد بدون سرعت پروفیل 2شکل  = 1.8, 𝜃 = −3,Nt =

0.1, Nb = 0.3, 𝑥 = 1, Ec = 1, Pr = 3.97, Gr = 1, Gc = 1, 𝑘 = 6 
 

 
Fig. 3 Profile of dimensionless temperature for M = 1, 𝜃 = 4, Nt =
0.1, Nb = 0.3, 𝑥 = 1, Ec = 1, Pr = 21, Gr = 1, Gc = 1, 𝑘 = 7 

M :شرایط در بعد بدون دمای پروفیل 3 شکل = 1, 𝜃 = 4, Nt = 0.1, Nb =

0.3, 𝑥 = 1, Ec = 1, Pr = 21, Gr = 1, Gc = 1, 𝑘 = 7 

 عدد ناسلت متوسط یتأثیر عدد هارتمن رو 1 جدول

Table 1 Effect of Hartmann number on average Nusselt number 
0 1 1.5 M 

3.39251 3.36018 3.34181 Nu 

و  یابديم کاهشکانال  مرکزی خط نزدیک در سرعت مقدار ي،چشمه حرارت

 مشاهده )ب( 6 شکل مطابق. گردديم یلمتما يخارج یوارهبه سمت د

 بعد بدون دمای توزیع پروفیل حرارتي، چشمه قدرت افزایش با که گردديم

 کاهش حرارت انتقال متعاقباً  و کاهش دما نتیجه، در کندمي پیدا افزایش

در دو  بعدبدون دمای اختلاف که دریافت توانمي نمودار در دقت با. یابدمي

 با بنابراین یابد؛مي افزایش حرارتي، چشمه افزایش با کانال در خاص نقطه

 نتیجه در یابدمي کاهش نقاط همان در دما اختلاف حرارتي چشمه افزایش

 مشخص( 15) رابطه از که طورهمان. بود خواهد کاهش به رو حرارت انتقال

 میدان و مغناطیسي نیروی تابع در تأثیری حرارتي، چشمه قدرت تغییر است

 6 شکلدر  یزموضوع ن ینکه ا داشت نخواهد محوری شده القا مغناطیسي

 باشدمي مشخص )الف( 7 شکلطور که در . همانباشديکاملا مشهود م )ج(

 امر این ولي. یابدمي افزایش فشار گرادیان حرارتي، چشمه قدرت افزایش با

و  ب) 7)شکل گرددمي دارموج حالت نسبي هایگردابه اندازه کاهش موجب

از مقطع درنظر گرفته شده،  یانتر جرامر سبب عبور ساده این که(( ج

قدرت  یشبا افزا شود،يمشاهده م 2طور که از جدول . سرانجام همانشوديم

 .یابديم یشافزا یزمقدار عدد ناسلت متوسط ن ي،چشمه حرارت

نشان  Kpکه با نماد  باشديمتخلخل م یطاز مح یتيخاص نفوذپذیری

Daصورت به  و عدد بدون بعد آن شوديداده م = Kp/𝑎
 شود،يم یفتعر 2

 یریطور که مشخص است نفوذپذهمان یننام دارد. بنابرا يکه عدد دارس

 ینبا هم دارند. هرچه مقدار ا یمرابطه مستق يمتخلخل و عدد دارس یطمح

 ینتر است. اآسان یزن ناز آ یالباشد، عبور س یشترب یطمح یک یبرا یتکم

مستقل  یالس يچگال یامتخلخل است و از لزجت  یطمح یتخاص یک یتکم

(، مطابق يعدد دارس یجه)در نت یریمقدار نفوذپذ یشبا افزا ین. بنابراباشدمي

طور که از . همانیابديداخل کانال کاهش م یال)الف( سرعت س 8شکل 

 یشافزا یطمح یریهرچه که مقدار نفوذپذ باشد،ي)ب( مشخص م 8شکل 

نکات حائز  یگر. از دیابديم یشبدون بعد افزا یدما یعتوز کند،يم یداپ

در طول کانال  یسيمغناط یروین تابعبه کاهش  توانيبخش م یندر ا یتاهم

 ي)ج( به خوب 8آن را در شکل  توانيکانال اشاره کرد که م ینيپائ یمهدر ن

عدد  یشمشاهده کرد که با افزا تواني)الف( م 9ق شکل مشاهده نمود. مطاب

که در اثر  ينسب یها. با توجه به گردابهیابديم افزایش فشار یانگراد ي،دارس

 یجهنت ینبه ا توانياند، مدار شکل گرفتهو در حالت موج يعدد دارس یشافزا

 یاربس يگردابه نسب یلامکان تشک یینپا یریبا نفوذپذ یطيکه در مح یدرس

 یلتشک ينسب یهاگردابه یط،مح یرینفوذپذ یش. با افزاباشديم یینپا

به  يگردابه نسب ینا یابديم یشافزا یریو هرچه که مقدار نفوذپذ شوديم

از  یالکه حرکت س شوديو سبب م کنديم یداپ یشسمت مرکز لوله گرا

 یت)ب و ج((. در نها 9)شکل  گیرديصورت م يمقطع مشخص شده به سخت

آمده است. مشاهده  3 عدد ناسلت متوسط در جدول یرو يتأثیر عدد دارس

 .کنديم یداروند کاهش پ یزعدد ناسلت ن ي،عدد دارس یشکه با افزا شوديم

عدد  روی را يو عدد دارس ياثر عدد هارتمن، چشمه حرارت 10 شکل

مشاهده کرد که  وانتي)الف( م 10. مطابق شکل دهدينشان م يناسلت محل

. با یابديدر طول کانال کاهش م يعدد هارتمن، عدد ناسلت محل یشبا افزا

و با  یشدر طول لوله افزا يعدد ناسلت محل يقدرت چشمه حرارت یشافزا

 10)شکل  یابديدر طول لوله کاهش م يعدد ناسلت محل يعدد دارس یشافزا

 )ب( و )ج((.

 یانبا نرخ جر Δ𝑃𝜆 یعنيفشار  یشافزا ییراتتغ يادامه به بررس در

 نمودارها همانند  ین. اشوديمختلف پرداخته م یپارامترها یبرا 𝜃 يحجم
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 )ج( )ب( )الف(

Fig. 4 Profile of a) dimensionless velocity, b) dimensionless temperature, c) the magnetic force for different values of Hartmann number in  

𝑘 = 7, Gc = 2, Gr = 2, Nt = 0.1, Nb = 0.3, Pr = 3.97, Rm = 1, 𝐸 = 1, Ec = 1, 𝐹 = −1, Da = 100, 𝑥 = 1, 𝛼 = 0.3  
𝑘: شرایطمختلف عدد هارتمن در  یرمقاد یبرا یسيمغناط یرویبدون بعد، )ج( تابع ن دمای)الف( سرعت بدون بعد، )ب(  پروفیل  4شکل = 7, Gc = 2, Gr = 2, Nt =

0.1, Nb = 0.3, Pr = 3.97, Rm = 1, 𝐸 = 1, Ec = 1, 𝐹 = −1,Da = 100, 𝑥 = 1, 𝛼 = 0.3 

   
 )ج( )ب( )الف(

Fig. 5 a) Variation of pressure gradient and streamlines for b) M=2.2, c) M=2.4 in 𝑘 = 100, Gr = 2, Gc = 2, Nt = 0.3, Nb = 0.3, Ec = 1, Pr =
3.97, Rm = 1, 𝐸 = 1, 𝜁 = 0.2, 𝐹 = 2, Da = 100, 𝛼 = 0.3 

Mدر )ب(  یانجر خطوط و فشار گرادیان نمودار)الف(  5 شکل = M)ج(  ،2.2 = 𝑘:شرایطدر  2.4 = 100, Gr = 2, Gc = 2, Nt = 0.3, Nb = 0.3, Ec = 1, Pr =

3.97, Rm = 1, 𝐸 = 1, 𝜁 = 0.2, 𝐹 = 2, Da = 100, 𝛼 = 0.3 

   
 )ج( )ب( )الف(

Fig. 6 Profile of a) dimensionless velocity, b) dimensionless temperature, c) the magnetic force for different values of source term in 

M = 1.2, 𝑘 = 7, Gc = 2, Gr = 2,Nt = 0.1, Nb = 0.3, Pr = 3.97, Rm = 1, 𝐸 = 1, Ec = 1, 𝐹 = −1,Da = 100, 𝑥 = 1, 𝛼 = 0.3 
M :شرایطدر  يمختلف چشمه حرارت یرمقاد یبرا یسيمغناط یرویبدون بعد، )ج( تابع ن دمای)الف( سرعت بدون بعد، )ب(  پروفیل 6شکل  = 1.2, 𝑘 = 7, Gc = 2, Gr =

2, Nt = 0.1, Nb = 0.3, Pr = 3.97, Rm = 1, 𝐸 = 1, Ec = 1, F = −1,Da = 100, 𝑥 = 1, 𝛼 = 0.3 

. به گردنديم یبندمهم دسته یهبه سه ناح شوديم یدهد 11آنچه در شکل 

Δ𝑃𝜆) ویژگياول با  یهناح > 0 , 𝜃 > دار پمپاژ موج یهدر اصطلاح ناح (0

 نامطلوبفشار  یانمثبت و گراد يمقدار دب یهناح ین. در اشوديگفته م

Δ𝑃𝜆)دوم که در آن  ناحیه. باشديم > 0 , 𝜃 < پمپاژ  یهناح باشد،يم (0

. باشدمي يمنف يمقدار دب و نامطلوبفشار  یانکه در آنجا گراد باشديم يمنف

Δ𝑃𝜆)آن در که سوم ناحیه < 0 , 𝜃 >  یاپمپاژ افزوده  یهناح باشد،يم (0

صورت فشار به یانپمپاژ افزوده، گراد یه. در ناحشوديگفته م يپمپاژ کمک

Δ𝑃𝜆آن  یکه رو يخط ینمطلوب وجود دارد. همچن = را  باشديم 0

 یشافزا شوديمشاهده م 12 شکل در که طورهمان. نامنديپمپاژ آزاد م یهناح

فشار در منطقه پمپاژ  یششدن افزا یشتردر مقدار عدد هارتمن موجب ب

 حرارتي چشمه قدرت ـزایشاف 13 شکـل مطابق همچـنین. گردديافزوده م

 فشار افزایش خصوص در شده اعلام نواحي سرتاسر در افـزایش سبب

باشد و مقدار عدد  یشتریب یرینفوذپذ یدارا محیط که هرچه. گرددمي

 در شدتبه Δ𝑃𝜆که  شوديکند، سبب م یلم نهایتيب سمت آن به يدارس

 چشمگیری افزایش موجب افزوده، پمپاژ منطقه در ولي کند، افت اول ناحیه

 (. 14)شکل  گرددمي
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 )ج( )ب( )الف(
Fig. 7 a) Variation of 𝑑𝑝/𝑑𝑥, and streamlines for b) 𝜁 = 0.2, c) 𝜁 = 0.8  in 𝑘 = 100, Gr = 2, Gc = 2, Nt = 0.3, Nb = 0.3, Ec = 1, Pr = 3.97, Rm =
1, 𝐸 = 1, 𝜁 = 0.2, 𝐹 = 2, Da = 100, 𝛼 = 0.3 

𝜁در )ب(  یانفشار و خط جر یان)الف( نمودار گراد 7شکل  = 𝜁)ج(  ،0.2 = 𝑘 :شرایطدر  0.8 = 100, Gr = 2, Gc = 2, Nt = 0.3, Nb = 0.3, Ec = 1, Pr =

3.97, Rm = 1, 𝐸 = 1, 𝜁 = 0.2, 𝐹 = 2, Da = 100, 𝛼 = 0.3 

 عدد ناسلت متوسط یرو يتأثیر چشمه حرارت 2 جدول
Table 2 Effect of source term on average Nusselt number 

0.2 0.4 0.8 𝜁 

3.35025 4.11003 5.62959 Nu 
 

 عدد ناسلت متوسط یرو يتأثیر عدد دارس 3 جدول

Table 3 Effect of Darcy number on average Nusselt number 

0.01 0.1 100 Da 

5.40256 3.39546 3.35025 Nu  

   
 )ج( )ب( )الف(

Fig. 8 Profile of a) dimensionless velocity, b) dimensionless temperature, c) the magnetic force for different values of Darcy number in  

M = 1.2, 𝑘 = 7, Gc = 2, Gr = 2,Nt = 0.1, Nb = 0.3, Pr = 3.97, Rm = 1, 𝐸 = 1, Ec = 1, 𝐹 = −1,ζ = 0.2, 𝑥 = 1, 𝛼 = 0.3 

M پروفیل )الف( سرعت بدون بعد، )ب( دمای بدون بعد، )ج( تابع نیروی مغناطیسي برای مقادیر مختلف عدد دارسي در شرایط: 8شکل  = 1.2, 𝑘 = 7, Gc = 2, Gr =

2, Nt = 0.1, Nb = 0.3, Pr = 3.97, Rm = 1, 𝐸 = 1, Ec = 1, 𝐹 = −1, 𝜁 = 0.2, 𝑥 = 1, 𝛼 = 0.3  

   

 )ج( )ب( )الف(

Fig. 9 a) Variation of 𝑑𝑝/𝑑𝑥 , and streamlines for b) Da = 0.01 , c)Da → ∞   in 𝑘 = 100, Gr = 2, Gc = 2, Nt = 0.3, Nb = 0.3, Ec = 1, Pr =
3.97, Rm = 1, 𝐸 = 1, 𝜁 = 0.2, 𝐹 = 2, 𝛼 = 0.3 

Da)الف( نمودار گرادیان فشار و خط جریان در )ب(   9شکل  = Da، )ج( 0.01 → 𝑘 :در شرایط ∞ = 100, Gr = 2, Gc = 2, Nt = 0.3, Nb = 0.3, Ec = 1, Pr =

3.97, Rm = 1, 𝐸 = 1, 𝜁 = 0.2, 𝐹 = 2, 𝛼 = 0.3 
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 )ج( )ب( )الف(

Fig. 10 a) Profile of Local Nusselt number for different values of Hartmann number in 𝑘 = 7, Gc = 2, Gr = 2, Nt = 0.1, Nb = 0.3, Pr = 3.97, 
Rm = 1, 𝐸 = 1, Ec = 1, 𝐹 = −1,Da = 100, 𝑥 = 1, 𝛼 = 0.3 

b) Profile of Local Nusselt number for different values of source term in M = 1.2, 𝑘 = 7, Gc = 2, Gr = 2, Nt = 0.1, Nb = 0.3, Pr = 3.97, Rm =
1, 𝐸 = 1,𝐸𝑐 = 1, 𝐹 = −1,Da = 100, 𝑥 = 1, 𝛼 = 0.3 

c) Profile of Local Nusselt number for different values of of Darcy number in M = 1.2, 𝑘 = 7, Gc = 2, Gr = 2, Nt = 0.1, Nb = 0.3, Pr = 3.97, 

Rm = 1, 𝐸 = 1, Ec = 1, 𝐹 = −1,ζ = 0.2, 𝑥 = 1, 𝛼 = 0.3 

𝑘)الف( پروفیل عدد ناسلت محلي برای مقادیر مختلف عدد هارتمن در شرایط:   10 شکل = 7, Gc = 2, Gr = 2, Nt = 0.1, Nb = 0.3, Pr = 3.97, Rm = 1, 𝐸 =

1, Ec = 1, 𝐹 = −1, Da = 100, 𝑥 = 1, 𝛼 = 0.3 
M :)ب( پروفیل عدد ناسلت محلي برای مقادیر مختلف چشمه حرارتي در شرایط = 1.2, k = 7, Gc = 2, Gr = 2,Nt = 0.1, Nb = 0.3, Pr = 3.97, Rm = 1, 𝐸 =

1, Ec = 1, 𝐹 = −1, Da = 100, x = 1, 𝛼 = 0.3 
M )ج( پروفیل عدد ناسلت محلي برای مقادیر مختلف عدد دارسي در شرایط: = 1.2, 𝑘 = 7, Gc = 2, Gr = 2, Nt = 0.1, Nb = 0.3, Pr = 3.97, Rm = 1,𝐸 = 1, Ec =

1, 𝐹 = −1, 𝜁 = 0.2, 𝑥 = 1, 𝛼 = 0.3 

 

First Region 

 

Second Region 

 

Δ𝑃λ > 0 

 

Third Region 

  

Δ𝑃λ < 0 

𝜃 > 0 𝜃 < 0  

Fig. 11 Schematic diagram of pressure rise Δ𝑃𝜆 
   Δ𝑃𝜆 های افزایش فشارتصویر شماتیک ناحیه 11شکل 

 

Fig. 12 Effect of  Hartmann number on pressure rise Δ𝑃𝜆 
 Δ𝑃𝜆  بر نمودار افزایش فشارعدد هارتمن اثر  12شکل 

 

 
Fig. 13 Effect of  Source term on pressure rise Δ𝑃𝜆  

  Δ𝑃𝜆 اثر قدرت چشمه حرارتي بر نمودار افزایش فشار 13شکل 

 
Fig. 14 Effect of Darcy number on pressure rise Δ𝑃𝜆    

  Δ𝑃λ اثر عدد دارسي بر نمودار افزایش فشار 14شکل 
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 گیرینتیجه 7-

جریان مگنتوهیدرودینامیک یک نانوسیال در در این مقاله به بررسي عددی 

دار به همراه چشمه حرارتي در محیطي متخلخل کانال منحني با دیواره موج

ای با زبان برنامهسازی شده و سپس پرداخته شد. معادلات حاکم ابتدا گسسته

Cنویسيبرنامه + های مختلفي نظیر عدد نوشته شد. سپس اثر کمیت +

هارتمن، چشمه حرارتي، عدد دارسي و تخلخل محیط متخلخل مورد بررسي 

 قرار گرفت.

  انتقال حرارت به دلیل وجود میدان مغناطیسي کاهش پیدا کرده و

یابد همچنین گرادیان فشار همراه با افزایش عدد هارتمن افزایش مي

ریزی بیش از حد در طي توان برای کنترل خونکه از این موضوع مي

 های جراحي استفاده کرد.عمل

  افزایش قدرت چشمه حرارتي همراه با کاهش سرعت در خط مرکزی

باشد همچنین باعث کاهش انتقال حرارت دار ميکانال در حالت موج

 گردد.مي

  افـزایش عدد دارسي میزان نفوذپذیری و در نتیجه سرعت سیال را در

دهد و از طـرفي باعث کـاهش انتقال دار کاهش ميحالت مـوج

 گردد.حرارت و تابع نیروی مغناطیسي مي

  با افزایش تخلخل در محیط، تقارن سرعت در مرکز کانال از بین رفته

یابد. از طرفي این کمیت برروی و همچنین انتقال حرارت افزایش مي

شده محوری اثری های تابع میدان مغناطیسي و میدان القاکمیت

  ندارد.

 فهرست علایم8- 
𝑎 نصف عرض کانال 

𝑏 دامنه موج 
𝐶̅ غلظت 
Da عدد دارسي 
DB ضریب پخش براوني 
DT ضریب پخش ترموفورتیک 
𝐸 قدرت میدان الکتریکي 

Ec عدد اکرت 
𝐹 دارنرخ جریان حجمي در مختصات متحرک موج 
g شتاب گرانش 
Gc کمیت بدون بعد غلظت 
Gr عدد گراشف 
𝐻0 میدان مغناطیسي ثابت 

𝐻0
 قدرت میدان مغناطیسي در راستای شعاعي ∗
KP نفوذپذیری محیط متخلخل 
M  عدد هارتمن 
Nb پارامتر حرکت برواني 
Nt پارامتر حرکت ترموفورسیس 
Nuave عدد ناسلت متوسط 

Nux عدد ناسلت محلي 
𝑃 فشار 
Pr عدد پرانتل 
𝑄 در دستگاه مختصات ساکن نرخ جریان حجمي 
𝑄
0
 قدرت چشمه حرارتي 

𝑇̅ دما 

𝑡̅ زمان 

𝑈̅ مولفه سرعت در راستای محوری 

𝑉̅ مولفه سرعت در راستای شعاعي 

 علایم یونانی
𝜆 طول موج 
𝜀̅ تخلخل محیط متخلخل 
𝛾 دمای بدون بعد 
Ω  غلظت بدون بعد 

𝜇  لزجت دینامیکي 
𝜇
e
 نفوذپذیری مغناطیسي 

𝜌  چگالي 
𝜏 ظرفیت گرمایي مخصوص نانوسیال 
𝛷 تابع نیروی مغناطیسي 
𝜁 عدد بدون بعد چشمه حرارتي 

𝛷̅ تلفات ویسکوز 

𝛹  تابع جریان 

 هازیرنویس
ave مقدار متوسط 
nf نانو سیال 
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