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 1395 بهمن 29دریافت: 
 1396 یبهشتدرا 11پذیرش: 

 1396 مرداد 13ارائه در سایت: 

بارهای محوری و تقویتی تحت  ای جدار ضخیم از جنس مواد مدرج تابعی با رینگی استوانهدر این تحقیق به بررسی کمانش مکانیکی پوسته 
جانبی یکنواخت پرداخته شده است. خواص مکانیکی پوسته در راستای ضخامت متغیر فرض شده است. ابتدا معادلات حاکم بر کمانش پوسته 

ای تابعی تقویت شده با رینگ، بر اساس تئوری مرتبه سوم تغییر شکل برشی بدست آمده است. سپس، معادلات مشخصه حاکم به روش استوانه
ای جدار ضخیم از اند. در ادامه، با حل معادلات مشخصه، نیروی بحرانی کمانش پوسته استوانهنرژی و بکار بردن تکنیک ریتز استخراج شدها

ای تابعی های دو انتهای پوسته استوانهجنس مدرج تابعی تقویت شده تحت بارهای محوری و جانبی محاسبه گردیده است. شرایط مرزی در لبه
آزاد در نظر گرفته شده است. به منظور حصول اطمینان از روش حل تحلیلی ارائه شده، نتایج این تحقیق با نتایج -گیردار و آزاد-گیردار به صورت

 اند. در پایان، تأثیر عوامل مختلفی از جملهمقایسه قرار گرفته که سازگاری مناسبی را نشان داده مورد افزار المان محدودبه دست آمده از نرم
استوانه ای مدرج تابعی تقویتی  تغییرات ضخامت، شرایط مرزی، شرایط بارگذاری و پارامترهای هندسی پوسته و رینگ روی رفتار کمانشی پوسته

گردد جدار ضخیم بررسی شده است. نتایج نشان داد که افزایش کسر حجمی ماده مدرج تابعی در ساختار پوسته منجر به افزایش بار کمانشی می
تواند به عنوان یک معیار مهم برای محققان حل نصب رینگ تقویتی تأثیر قابل توجهی در بار بحرانی کمانشی آن دارد. نتایج ارائه شده میو م

 .جهت اعتبار سنجی روشهای عددی و تحلیلی استفاده شوند
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 This research presents a study on mechanical buckling of thick-walled cylindrical shell made of 

functionally graded materials with ring supported under uniform axial and lateral loads. The mechanical 

properties of shell are variable along the thickness direction. First, the governing equations on the 
buckling of the FGM cylindrical shell supported with ring are established based on third-order shear 

deformation theory. Then, the governing characteristic equations were employed using energy method 

and by applying the Ritz technique. In the following with solving characteristic equations, the critical 
load buckling of the FGM thick-walled cylindrical shell supported with axial and lateral loads are 

calculated. The boundary conditions represented by end conditions of the FGM shell are the following: 

clamped-clamped and free-free. To verify the validity of the proposed analytical method the results of 
this research are compared with the results that came from using the finite element software. Finally, the 

effects of the different parameters such as thickness variations, boundary conditions, loading conditions 

and geometrical parameters of shell and ring on the buckling behavior of FGM thick-walled cylindrical 
shell are investigated. The results showed that by increasing the FGM volume fraction power in the 

shell structure, the critical buckling load increases and the location of the ring support has a significant 

effect on the critical buckling load. The results presented can be used as an important benchmark for 
researchers to validate their numerical and analytical methods. 
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 مقدمه 1-

، مواد مرکب جدید با ریزساختار ناهمگن هستند 1FGMمواد مدرج تابعی یا

معین از یک ها بطور ملایم و پیوسته و طبق یک تابع که خواص مکانیکی آن

ای از کند. نوع رایج این مواد ترکیب پیوستهسطح به سطح دیگر تغییر می

این مواد از اختلاط پودر فلز و سرامیک به دست  .سرامیک و فلز است

آیند. مزیت اصلی استفاده از این مواد این است که قادر به تحمل درجه می

بوده و مقاوم در برابر حرارت بسیار بالا و اختلاف درجه حرارت بسیار بالا 

خوردگی و سایش بوده و مقاومت بالایی در مقابل شکست دارد. در حال 

هایی که در مقابل درجه حرارت بالا باید مقاوم حاضر از این مواد برای سازه

شود. این نوع از مواد به دلیل ویژگی خاص در سپرهای باشند استفاده می

های سایشی بالا مورد استفاده طها، مخازن شیمیایی و محیحرارتی موشک

شوند. های با سطوح میانی خمیده پوسته نامیده می[. سازه1گیرند ]قرار می

کند ای که ضخامت پوسته را به دو نیمه تقسیم میها، صفحههمانند ورق

شود. در حقیقت به علت انحنای صفحه میانی، سطح میانی خوانده می

ای و ی هر دو نوع بارگذاری داخل صفحهها دارای مقاومت زیادی براپوسته

توانند با استفاده از مواد کمتری ناحیه بزرگی باشند و در نتیجه میخمشی می

را تحت پوشش قرار دهند. برای حالتی که نسبت شعاع میانی به ضخامت 

𝑅/ℎپوسته  < باشد، پوسته به عنوان یک سازه جدار ضخیم در نظر  20

ترین عناصر ای جدار ضخیم از جمله مهمتوانههای اسشود. پوستهگرفته می

های ممتاز در رفتار مکانیکی، در باشد که به علت دارا بودن ویژگیای میسازه

ساحل دریایی، های مختلف مانند صنایع نفت و گاز، سکوهای فرازمینه

ها و غیره کاربرد کننده، سدها، مخزنهای خنکها، برجهای دریایی، سیلوسازه

های فضایی ها و شاتلها به طور گسترده در  هواپیماارند. همچنین  این سازهد

ها، های ویژه و مهم این سازه[. با توجه به کاربرد2شوند ]به کار گرفته می

مطالعه و بررسی شرایط معیوب شدن و از کار افتادگی آنها بسیار حائز اهمیت 

یده کمانش، مقاومت تسلیم در باشد. در گذشته به دلیل ناشناخته بودن پدمی

گرفت. اما ها به عنوان یک شاخص اصلی مورد توجه قرار میاغلب طراحی

رفته رفته با مطالعات انجام شده و شناخته شدن این معیار مهم، پدیده 

ترین معیار در ملاحظات طراحی مدنظر قرار گرفت. کمانش به عنوان اصلی

ر انرژی کرنشی که به صورت غشایی دهد که بیشتپدیده کمانش زمانی رخ می

-در جسم ذخیره شده، قابلیت تبدیل به انرژی خمشی لازم برای تغییر شکل

های فجیع گردد. ایجاد تواند منجر به خرابیهای بزرگ را پیدا کند که می

کمانش در یک  پوسته به عواملی از جمله نحوه بارگذاری، هندسه پوسته و 

های تئوری در ارتباط با کمانش الاستیک [. کار3جنس آن بستگی دارد ]

[ نسبت داد. وی بار کمانش در حالت بحرانی را 4توان به دانل ]پوسته را می

ای کوتاه فرموله نمود. در این فرمولاسیون انحراف برای یک پوسته استوانه

ای تحت تراکم محوری و های استوانهاولیه در نظر گرفته شد و پوسته

و  𝛽𝑥های اینکه نیروی برشی در جهت محیطی و دورانفشارخارجی با فرض 

𝛽𝜃 باشد، مورد تجزیه و تحلیل قرار گرفت. معادلات تعادل و قابل صرفنظر می

پایداری که دانل بدست آورد بر اساس روش برآیند نیروها بود که خود اساس 

ت توان به کار کویها قرار گرفت که میمطالعات دیگری بر روی کمانش پوسته

[ کمانش 7[ اشاره کرد. هراکویچ و جانسون ]6[ و براش و المورث ]5]

ای مرکب تحت ترکیبی از فشار و پیچش را با استفاده از های استوانهپوسته

[ رفتار پس از کمانش 8روشهای نظری و تجربی بررسی نمودند. هیو ]

ی با آرایش هایای متقارن و کوتاه را که دارای لایهای لایههای استوانهپانل

باشد تحت بارهای فشاری مورد بررسی قرار داد. واندرلیچ و متعامد می
                                                                                                                                  
1Functionally Graded Material 

های تقویتی روی کمانش الاستیک و [ به بررسی تأثیر رینگ9همکاران ]

ای تحت فشار جانبی پرداختند. آنها در تحقیق های استوانهپلاستیک پوسته

پوسته ارائه  ها و هندسهحل کلی درخصوص نحوه چیدمان رینگخود راه 

ای و های استوانهای، کمانش پوسته[ در مقاله10دادند. تانگاراتنامو همکاران ]

محدود  ای را تحت بار حرارتی با استفاده  از روش المانمخروطی مرکب لایه

مورد بررسی قرار دادند. اثرات دما بر روی کمانش و رفتار پس از کمانش 

ویت شده و مرکب بوسیله  بیرمان و برت ای تقهای استوانهصفحات یا پوسته

[ مسئله رفتار پس از کمانش 12[ مورد بررسی قرار گرفت. ساویا و ردی ]11]

ای ای مدور تقویت شده طولی و از جنس ماده مرکب لایههای استوانهپوسته

باشد مورد مطالعه قرار دادند. را که تحت تراکم محوری یکنواخت می

از حل الاستیسیته استاندارد، مسائل کمانش را برای کاردوماتیس با استفاده 

های ارتوتروپ تحت فشار خارجی در حالت دو بعدی و با استفاده از پوسته

[ 14[. ونگ و همکاران ]13ها مورد مطالعه قرار داد ]تئوری کلاسیک پوسته

روش جدیدی برای محاسبه بار کمانشی یک پوسته جدار نازک ارائه دادند. لی 

های جدار نازک با لایه میانی از جنس [ به تحلیل کمانشی پوسته15ا ]و باتر

مواد مدرج تابعی، تحت بارگذاری فشاری محوری پرداختند. پوسته دارای سه 

لایه بوده و شرایط تکیه گاهی ساده در دو انتها برای آن در نظر گرفته شده 

میانی از ماده  بیرونی پوسته از مواد همسانگرد همگن و لایه بود. دو لایه

های گون تشکیل شده بود. نشان داده شد مدمدرج تابعی با تغییرات سهمی

کمانشی در راستای محیطی هارمونیک می باشند و افزایش نسبت طول به 

گردد. مودهای کمانشی در راستای محوری میشعاع موجب افزایش شکل 

یک توسط های اورتوتروپبررسی تأثیر نیروی محوری بر کمانش پوسته

اسماعیل دخت و همکارانش صورت پذیرفت که از روش تحلیلی دانل برای 

های [. پورویس و کبیر پایداری پوسته16بدست آوردن نتایج استفاده شد ]

ای کامپوزیتی با تقویت کننده محیطی تحت اثر بارهای ترکیبی را استوانه

معادلات استفاده مورد بررسی قرار دادند. آنها از روش ریتز برای استخراج 

 [.17های مختلف ارائه گردید ]کردند و نتایج برای لایه بندی

ای تشکیل شده از مواد های استوانهآنالیز کمانش خطی برای پوسته

[ 19[ و هانگ و هان ]18زاده و همکارانش ]های نجفیمدرج تابعی در کار

ای استوانهآمده است. اثرات اغتشاشات دمایی روی کمانش دمایی پوسته 

گاهی ساده در دو انتها توسط شاهسیاه و مدرج تابعی تحت شرایط تکیه

[ مورد مطالعه قرار گرفت. در این کار از تئوری تغییر شکل برشی 20اسلامی ]

مرتبه اول استفاده شد و فرض شد خواص مواد وابستگی دمایی نداشته باشند. 

حت فشردگی محوری را با ای ت[ رفتار پس از کمانش پوسته استوانه21شن ]

استفاده از تئوری لایه مرزی مورد بررسی قرار داد. خواص مواد وابسته به دما 

بوده و بر اساس قانون توانی در راستای ضخامت در نظر گرفته شد. معادلات 

کارمن به دست -حاکم بر اساس تئوری کلاسیک و با سینماتیک غیرخطی ون

وش در برخی موارد دارای محاسبات آمدند. مشخص شد استفاده از این ر

[ رفتار غیر خطی کمانش و پس 22باشد. هانگ و هان ]ریاضی سنگینی می

ای تشکیل شده از مواد مدرج تابعی تحت بارگذاری های استوانهکمانش پوسته

ترکیبی از فشار جانبی و فشردگی محوری را مطالعه کردند. در این تحلیل 

های بزرگ و روش انرژی برای تغییر شکل جاییجابه-روابط غیرخطی کرنش

ریتز مورد استفاده قرار گرفت. تاجداری و همکاران بررسی عددی و تجربی 

های جدار نازک استوانه ای ساخته شده از فولاد را مورد بررسی کمانش پوسته

قرار دادند. در این تحقیق آزمایش توسط یک دستگاه هیدرولیکی صورت 

 [.23پذیرفت ]

 لمان آزاد ریتز برای تحلیل کمانش[ از روش ا24-26مکاران ]ژائو و ه
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ای استفاده کردند. خواص مواد در های استوانهدمایی و مکانیکی پوسته

کرد و مواد مدرج راستای ضخامت بر اساس قانون ساده توزیع توانی تغییر می

ه از بندی مسئله با استفادتابعی، تشکیل شده از فلز و سرامیک بودند. فرمول

ها که توسط ساندرز ارائه شد، به نوع بهبود یافته تئوری غیرخطی پوسته

رافسون -دست آمد. از ترکیب روش طول کمان و تقریب اصلاح شده نیوتن

تغییر مکان استفاده شد. نتایج نشان داد که توان -های باربرای تعیین مسیر

مچنین نقش کسر حجمی تاثیر قابل توجهی در تغییر مکان پانل دارد و ه

مهمی در تعیین اغتشاشات تنش محوری در نزدیکی سطوح بالایی و پایینی 

ای های استوانهها از جمله پوستهدر حالت واقعی بیشتر سازه. کندایفا می

های ساخت، حمل و نقل، نصب و یا قرار گرفتن در ممکن است به دلیل فرایند

عیوب هندسی اولیه  های دریایی، دارایهای خورنده مانند محیطمحیط

تواند موجب کاهش تحمل بار نهایی برای باشند. این عیوب هندسی می

ها شود که ممکن است در نظر نگرفتن این پدیده موجب پایین آمدن سازه

ای به دلیل های پوستهها گردد. همچنین برخی سازهایمنی در طراحی سازه

شوند که ضخامت طراحی  ایگذاری مختلف به گونهقرار گرفتن در شرایط بار

[ در سال 27آن در راستاهای محیطی و یا محوری متغیر باشد. الیشاکوف ]

اثر عیوب هندسی به صورت متقارن محوری را روی پایداری  2001

ای همسانگرد و کامپوزیت تحت بارگذاری محوری مورد های استوانهپوسته

اثر تغییرات ضخامت در [ 28مطالعه و بررسی قرار داد. گوسیک و همکاران ]

ای جدار نازک تحت های استوانهراستای محیطی را بر روی کمانش پوسته

فشار جانبی مورد توجه قرار دادند و به مطالعه عیوب هندسی پرداختند. از 

آنالیز نقطه شکست المان محدود برای تعیین تاثیر تغییرات ضخامت 

ستفاده شد. در ابتدا تاثیر هارمونیک در جهت محیطی بر بار کمانشی پوسته ا

های تقریبا بلند و با کاهش ضخامت یکنواخت بر روی فشار کمانشی پوسته

طول نامحدود مورد مطالعه قرار گرفت و سپس یک حل تحلیلی برای 

های تقریباً های با طول نامحدود ارائه شد. مشخص گردید برای پوستهپوسته

توانند موجب خسارات ج بلند میبلند عیوب ایجاد شده در ضخامت با طول مو

تر برای زیادی گردند که تأثیر این عیوب بیشتر از عیوبی با طول موج کوتاه

باشد. در این کار دو کد مختلف المان محدود مورد ها با طول کمتر میپوسته

استفاده قرار گرفت: آنالیز چند وجهی متقارن محوری کوشی فوریه و آنالیز 

ای سه بعدی. لیونگ و تاچ از روش اغتشاشات مرکب ستهاستفاده از المان پو

ای جدار نازک با ضخامت متغیر های استوانهگالرکین به منظور بررسی پانل

ای ناقص را با استفاده از روش های استوانهاستفاده کردند. آنها همچنین پانل

ل [ به تحلی30،31[. نگوین و همکاران ]29انرژی مورد مطالعه قرار دادند ]

ای با ضخامت متغیر در راستای محوری، تحت های استوانهکمانش پوسته

بارگذاری فشار جانبی پرداختند. آنها با استفاده از ترکیب اغتشاشات و روش 

گالرکین به معادلاتی بر حسب پارامتر تغییر ضخامت دست یافتند. در این کار 

رایط تکیه گاهی ها استفاده شد و پوسته دارای شاز تئوری کلاسیک پوسته

ای همسانگرد ساده بود. اثرات تغییرات ضخامت روی کمانش پوسته استوانه

[ مطالعه شد. در این کار 32در حالت بارگذاری فشاری محوری توسط کویتر ]

تغییرات ضخامت و عیوب هندسی به صورت متقارن محوری در نظر گرفته 

 .شد

ها، اثر تاکنون در هیچکدام از کارهای انجام شده در زمینه کمانش پوسته

های از جنس همزمان پارامترهای فشار جانبی و فشار محوری روی پوسته

مواد تابعی با یک رینگ تقویتی با در نظر گرفتن تئوری مرتبه سوم تغییر 

س هایی با جنشکل برشی بررسی نشده است. اغلب مطالعات، روی پوسته

هایی که روی مواد تابعی ای انجام شده است. پژوهشمواد کامپوزیت لایه

های مرتبه پایین )همچون تئوری کلاسیک( و بدون انجام شده یا با تئوری

رینگ تقویتی است یا اثر همزمان فشارهای جانبی و محوری را بررسی 

 اند.نکرده

به ارائه راه حل در این تحقیق که مراحل آن بسیار دقیق انجام شده است 

ای جدار ضخیم ساخته شده از دقیقی برای مسئله کمانش یک پوسته استوانه

مواد مدرج تابعی با رینگ تقویتی تحت بارگذاری محوری و جانبی یکنواخت 

پرداخته شده است. برای دست یافتن به معادلات کمانشی از تئوری مرتبه 

معادلات حاکم بر  سوم تغییر شکل برشی استفاده شده است. برای حل

کمانش پوسته از روش انرژی بر اساس تکنیک ریتز استفاده شده است. با حل 

معادلات مشخصه بدست آمده از روش ریتز بار بحرانی کمانش پوسته حاصل 

شده است. در پایان اثر کسر حجمی ماده مدرج تابعی در ساختار پوسته، 

ار بحرانی کمانش پوسته محل نصب رینگ تقویتی و پارامترهای مختلف روی ب

 مدرج تابعی مورد ارزیابی قرار گرفته است.

 مدل سازی مواد تابعی مدرج -2

اند و از نظر ریزساختاری مواد مدرج تابعی از ترکیب مواد مختلف تشکیل شده

غیرهمگن بوده و خواص مکانیکی آنها به صورت ملایم و پیوسته از یک سطح 

این خاصیت ویژه توسط تغییر یکنواخت کند. تا سطح دیگر جسم تغییر می

آیند. دو نوع ساختار ممکن نسبت حجمی مواد تشکیل دهنده بدست می

نشان داده شده  1تابعی وجود دارد که در شکل  مدرججهت مدل سازی مواد 

(، تغییرات نسبت حجمی مواد تشکیل دهنده به صورت aاست. برای نوع اول )

( تغییرات نسبت حجمی مواد bوع دوم )گام به گام است در حالی که در ن

 تشکیل دهنده به صورت پیوسته می باشد.

 توزیع فلز و سرامیک در ماده تابعی -1-2

برای توزیع فلز و سرامیک باید از یک مدل استفاده کرد که با یک توزیع 

آید. مدل مورد استفاده در بخصوص از ترکیب نسبی این دو ماده بدست می

باشد. محورهای مختصات می 1ساده توانی یا مدل ردیاین تحقیق مدل 

محور مختصات در جهت ضخامت پوسته  zطوری در نظر گرفته شدند که 

 بیانگر ضخامت پوسته می باشد. hباشد و 

توان با استفاده از قانون توانی مطابق نسبت حجمی سرامیک و فلز را می

 [.1روابط زیر بیان کرد ]

(1) 𝑉𝑐 = (
2𝑧 + ℎ

2ℎ
)
𝑝

 

(2) 𝑉𝑚 = 1 − 𝑉𝑐 
پوسته تغییر  با توجه به اینکه خواص مادی پوسته در جهت ضخامت

 کند و اینکه ضریب پواسون ثابت است داریم:می
(3) 𝐸(𝑧) = 𝐸𝑐𝑉𝑐 + 𝐸𝑚(1 − 𝑉𝑐) 

 

 
Fig. 1 Structure of functionally graded material 

 ساختار مواد مدرج تابعی 1شكل 

                                                                                                                                  
1Reddy 
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(4) 𝜌(𝑧) = 𝜌𝑐𝑉𝑐 + 𝜌𝑚(1 − 𝑉𝑐) 
(5) 𝜈(𝑧) = 𝜈0 

( 5( تا )3( در روابط )2( و )1با جایگذاری نسبت حجمی از روابط )

و ضریب  ρ، چگالی Eخواص مادی پوسته تابعی مانند مدول الاستیسیته 

 [.18آیند ]به صورت زیر بدست می νپواسون 

(6) 𝐸(𝑧) = 𝐸𝑐 + (𝐸𝑚 − 𝐸𝑐) (
1

2
−
𝑧

ℎ
)
𝑝

 

(7) 𝜌(𝑧) = 𝜌𝑐 + (𝜌𝑚 − 𝜌𝑐) (
1

2
−
𝑧

ℎ
)
𝑝

 

(8) 𝜈(𝑧) = 𝜈0 
ص سرامیک و فلز به ترتیب معرف خوا mو  cدر روابط بالا اندیس های 

 باشند.در ماده تابعی می

 هندسه پوسته و تقویت کننده -3

دهد که در آن یک پوسته طرح کلی مسئله مورد بحث را نشان می 2شکل

 𝑎𝑓𝐿ای جدار ضخیم از جنس مواد تابعی توسط یک رینگ در فاصله استوانه

قرار   𝑝و فشار محوری  𝑞(𝑥)از یک انتها تقویت شده که تحت فشار جانبی 

ضخامت پوسته،  ℎشود که پوسته جدار ضخیم با پارامترهای دارد. فرض می

𝑅  ،شعاع داخلی پوسته𝐿  طول پوسته مشخص شده باشند. سیستم مختصات

تغییر رد. بر سطح مرجع روی لایه میانی پوسته قرار دا 𝑟و  𝑥،𝜃 متعامد

در   𝑟و  𝑥،𝜃 به ترتیب در جهات  𝑤و  𝑢 ،𝑣ای تابعی های پوسته استوانهمکان

 شود.نظر گرفته می

نشان داده شده است که در آن  3سطح مقطع رینگ تقویتی در شکل

و فاصله  𝑑، ضخامت 𝑏رینگ تقویتی به صورت مستطیل شکل دارای پهنای 

 باشد.می 𝑒مرکز ضخامت پوسته تا مرکز ضخامت رینگ تقویتی 

 ای تابعیمعادلات حاکم بر کمانش پوسته استوانه -4

ای تابعی با استفاده از تئوری ها در نقطه دلخواهی از پوسته استوانهتغییرمکان

 [:33شود ]مرتبه سوم تغییر شکل برشی بصورت زیر در نظر گرفته می

 
Fig. 2 Geometry and notations of FGM cylindrical shell supported with 

uniform axial and lateral loads 
ای تابعی تقویتی با بارهای یکنواخت هندسه و نمادگذاری پوسته استوانه 2شكل 

 محوری و جانبی 

 
Fig. 3 Geometry of the cross section of the ring support 

 هندسه سطح مقطع رینگ تقویتی 3شكل 

 
𝑢 = 𝑢0 + 𝑧𝜙1 − 𝑐1𝑧

3 (𝜙1 +
𝜕𝑤

𝜕𝑥
) 

(9) 𝑣 = 𝑣0 + 𝑧𝜙2 − 𝑐1𝑧
3 (𝜙2 +

1

𝑅

𝜕𝑤

𝜕𝜃
) , 𝑤 = 𝑤0 

𝑐1 که در آن = 4 3ℎ2⁄  وz  فاصله یک نقطه از پوسته از لایه میانی بوده

ℎ−و تغییرات آن بصورت  2⁄ ≤ 𝑧 ≤ ℎ ,𝑢)باشد. همچنین می ⁄2 𝑣, 𝑤) 

,𝑥)به ترتیب تغییر مکان در راستای  𝜃, 𝑟)  و(𝑢0, 𝑣0, 𝑤0)  تغییر مکان لایه

ای به ها در مختصات استوانهکرنش .باشدمیانی پوسته در جهات مذکور می

 باشد:صورت زیر می

ε𝑥𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝜃
,        ε𝜃𝜃 =

1

𝑅
(
∂v

∂θ
+ 𝑤),       γ𝑥𝜃 = (

1

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝜃
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
) 

(10) γ𝑧𝜃 = (
1

𝑅

𝜕𝑤

𝜕𝜃
+
𝜕𝑣

𝜕𝑧
−
𝑣

𝑅
),        γ𝑧𝑥 = (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑧
) 

 [:2آید ]( روابط زیر بدست می10( در معادلات )9با جایگذاری رابطه )

(11) 

𝜀𝑥𝑥 = 𝜀𝑥𝑥
0 + 𝑧𝑘𝑥 + 𝑧

3𝑘𝑥
′  

𝜀𝜃𝜃 = 𝜀𝜃𝜃
0 + 𝑧𝑘𝜃 + 𝑧

3𝑘𝜃
′  

𝛾𝑥𝜃 = 𝛾𝑥𝜃
0 + 𝑧𝑘𝑥𝜃 + 𝑧

3𝑘𝑥𝜃
′  

𝛾𝑧𝜃 = 𝛾𝑧𝜃
0 + 𝑧𝑘𝑧𝜃 + 𝑧

2𝑘𝑧𝜃
′ + 𝑧3𝑘𝑧𝜃

′′  

𝛾𝑧𝑥 = 𝛾𝑧𝑥
0 + 𝑧2𝑘𝑧𝑥 

 باشد:که در این روابط پارامترها به شرح زیر می

𝜀𝑥𝑥
0 =

𝜕𝑢0
𝜕𝑥
 , 𝑘𝑥 =

𝜕𝜙1
𝜕𝑥

 , 𝑘𝑥
′ = −𝑐1 (

𝜕𝜙1
𝜕𝑥

+
𝜕2𝑤0
𝜕𝑥2

) 

𝜀𝜃𝜃
0 =

1

𝑅
(
𝜕𝑣0
𝜕𝜃

+ 𝑤0) , 𝑘𝜃 =
1

𝑅

𝜕𝜙2
𝜕𝜃

 , 𝑘𝜃
′ = −

𝑐1
𝑅
(
𝜕𝜙2
𝜕𝜃

+
𝜕2𝑤0
𝜕𝜃2

) 

𝛾𝑥𝜃
0 =

1

𝑅

𝜕𝑢0
𝜕𝜃

+
𝜕𝑣0
𝜕𝑥
 , 𝑘𝑥𝜃 =

1

𝑅

𝜕𝜙1
𝜕𝜃

+
𝜕𝜙2
𝜕𝑥

 

𝑘𝑥𝜃
′ = −𝑐1 (

1

𝑅

𝜕𝜙1
𝜕𝜃

+
2

𝑅

𝜕2𝑤0
𝜕𝑥𝜕𝜃

+
𝜕𝜙2
𝜕𝑥
)  

𝛾𝑟𝜃
0 =

1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

+ 𝜙2 −
𝑣0
𝑅
 , 𝑘𝑟𝜃 =  −

𝜙2
𝑅

 

𝑘𝑟𝜃
′ = −3𝑐1 (𝜙2 +

1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃
) , 𝑘𝑟𝜃

′′ = −
𝑐1
𝑅
(𝜙2 +

1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃
) 

(12) 𝛾𝑟𝑥
0 =

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

+ 𝜙1, 𝑘𝑟𝑥 = −3𝑐1 (𝜙1 +
𝜕𝑤0
𝜕𝑥
) 

 باشد:کرنش برای پوسته تابعی به شرح زیر می -همچنین روابط تنش

(13) 𝜎𝑥𝑥 =
𝐸(𝑧)

1 − 𝜈2
(𝜀𝑥𝑥 + 𝜈𝜀𝜃𝜃) , 𝜎𝜃𝜃 =

𝐸(𝑧)

1 − 𝜈2
(𝜀𝜃𝜃 + 𝜈𝜀𝑥𝑥) 

𝜏𝑥𝜃 =
𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜈)
𝛾𝑥𝜃 , 𝜏𝑧𝜃 =

𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜈)
𝛾𝑟𝜃 , 𝜏𝑧𝑥 =

𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜈)
𝛾𝑟𝑥 

(14)  

 ای تابعیاستوانهبط انرژی پوسته روا -5

ای جدار ضخیم مدرج تابعی تقویتی با حال به بررسی انرژی پوسته استوانه

 شود.پرداخته می 1بارهای یکنواخت جانبی و محوری همانند شکل 

 انرژی پتانسیل -5-1

 انرژی پتانسیل پوسته تابعی به شرح زیر است:

(15) 

𝑈 =
𝑅

2
∫ ∫ (𝜎𝑥𝑥𝜀𝑥𝑥⏞    

𝐴

+ 𝜎𝜃𝜃𝜀𝜃𝜃⏞    
𝐵

+ 𝜏𝑥𝜃𝛾𝑥𝜃⏞    
𝐶

+ 𝜏𝑧𝜃𝛾𝑧𝜃⏞    
𝐷ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄𝛺

+ 𝜏𝑧𝑥𝛾𝑧𝑥⏞  
𝐸

) 𝑑𝑥𝑑𝜃 𝑑𝑧 
با فرضیات زیر به ساده سازی رابطه انرژی پتانسیل پوسته تابعی 

 پردازیم:می

(16) 𝐸0, 𝐸1, 𝐸2, 𝐸3, 𝐸4, 𝐸6 = ∫ 𝐸(𝑧)(1, 𝑧, 𝑧2, 𝑧3 , 𝑧4, 𝑧6)𝑑𝑧
ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄

 

 و همچنین

 
𝑢0(𝑥, 𝜃) = 𝑢0(𝑥)sin(𝑛𝜃),  𝑣0(𝑥, 𝜃) = 𝑣0(𝑥)cos(𝑛𝜃) 



  

 و همکاران زادهشهروز یوسف برشی تحت بارهای محوری و جانبی یکنواختای تقویتی جدار ضخیم تابعی با استفاده از تئوری مرتبه سوم کمانش پوسته استوانه
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(17) 
𝑤0(𝑥, 𝜃) = 𝑤0(𝑥)sin(𝑛𝜃),  𝜙1(𝑥, 𝜃) = 𝜙1(𝑥)sin(𝑛𝜃) 
𝜙2(𝑥, 𝜃) = 𝜙2(𝑥)cos(𝑛𝜃) 

( و انتگرال 15( در معادله )17( و )16(، )14(، )13با جایگزینی روابط )

 آوریم:، تک تک جملات را به صورت زیر به دست می𝑑𝑧گیری بر حسب 

 :(A)مولفه اول

𝐴 =
𝜋

1 − 𝜈2
∫[(

𝜕𝑢0
𝜕𝑥
)
2

𝐸0 + (
𝜕𝜙1
𝜕𝑥
)
2

𝐸2 + (𝑐1)
2 (
𝜕𝜙1
𝜕𝑥

+
𝜕𝑤0
2

𝜕𝑥2
)

2

𝐸6

𝐿

0

+ 2(
𝜕𝑢0
𝜕𝑥
) (
𝜕𝜙1
𝜕𝑥
)𝐸1

− 2𝑐1 (
𝜕𝑢0
𝜕𝑥
)(
𝜕𝜙1
𝜕𝑥

+
𝜕𝑤0
2

𝜕𝑥2
)𝐸3

− 2𝑐1 (
𝜕𝜙1
𝜕𝑥
)(
𝜕𝜙1
𝜕𝑥

+
𝜕𝑤0
2

𝜕𝑥2
)𝐸4

−
𝜈

𝑅
(
𝜕𝑢0
𝜕𝑥
) (𝑛𝜙2)𝐸1

+
𝜈𝑐1
𝑅
(
𝜕𝑢0
𝜕𝑥
)(𝑛𝜙2 +

𝑛2

𝑅
𝑤0)𝐸3

+
𝜈

𝑅
(−𝑛𝑣0 + 𝑤0) (

𝜕𝜙1
𝜕𝑥
)𝐸1

−
𝜈

𝑅
(
𝜕𝜙1
𝜕𝑥
) (𝑛𝜙2)𝐸2

+
𝜈𝑐1
𝑅
(
𝜕𝜙1
𝜕𝑥
)(𝑛𝜙2 +

𝑛2

𝑅
𝑤0)𝐸4

−
𝜈𝑐1
𝑅
(−𝑛𝑣0 + 𝑤0) (

𝜕𝜙1
𝜕𝑥

+
𝜕𝑤0
2

𝜕𝑥2
)𝐸3+

𝜈𝑐1
𝑅
(𝑛𝜙2) (

𝜕𝜙1
𝜕𝑥

+
𝜕𝑤0
2

𝜕𝑥2
)𝐸4

−
𝜈𝑐1

2

𝑅
(
𝜕𝜙1
𝜕𝑥

+
𝜕𝑤0
2

𝜕𝑥2
)(𝑛𝜙2 +

𝑛2

𝑅
𝑤0)𝐸6] 𝑑𝑥 

(18)  

 :(B)مولفه دوم

𝐵 =
𝜋

1 − 𝜈2
∫ [

1

𝑅2
(−𝑛𝑣0 +𝑤0)

2𝐸0 +
1

𝑅2
(𝑛𝜙2)

2𝐸2

𝐿

0

+ (
𝑐1
𝑅
)
2

(𝑛𝜙2 +
𝑛2

𝑅
𝑤0)

2

𝐸6

−
2

𝑅2
(−𝑛𝑣0 + 𝑤0)(𝑛𝜙2)𝐸1

+
2𝑐1
𝑅2
(−𝑛𝑣0 + 𝑤0) (𝑛𝜙2 +

𝑛2

𝑅
𝑤0)𝐸3

−
2𝑐1
𝑅2
(𝑛𝜙2) (𝑛𝜙2 +

𝑛2

𝑅
𝑤0)𝐸4

+
𝜈

𝑅
(
𝜕𝑢0
𝜕𝑥
) (−𝑛𝑣0 +𝑤0)𝐸0

−
𝜈

𝑅
(
𝜕𝑢0
𝜕𝑥
) (𝑛𝜙2)𝐸1

+
𝜈𝑐1
𝑅
(
𝜕𝑢0
𝜕𝑥
)(𝑛𝜙2 +

𝑛2

𝑅
𝑤0)𝐸3

+
𝜈

𝑅
(−𝑛𝑣0 + 𝑤0) (

𝜕𝜙1
𝜕𝑥
)𝐸1

−
𝜈

𝑅
(
𝜕𝜙1
𝜕𝑥
) (𝑛𝜙2)𝐸2

+
𝜈𝑐1
𝑅
(
𝜕𝜙1
𝜕𝑥
)(𝑛𝜙2 +

𝑛2

𝑅
𝑤0)𝐸4

−
𝜈𝑐1
𝑅
(−𝑛𝑣0 + 𝑤0) (

𝜕𝜙1
𝜕𝑥

+
𝜕𝑤0
2

𝜕𝑥2
)𝐸3

+
𝜈𝑐1
𝑅
(𝑛𝜙2) (

𝜕𝜙1
𝜕𝑥

+
𝜕𝑤0
2

𝜕𝑥2
)𝐸4

−
𝜈𝑐1

2

𝑅
(
𝜕𝜙1
𝜕𝑥

+
𝜕𝑤0
2

𝜕𝑥2
)(𝑛𝜙2 +

𝑛2

𝑅
𝑤0)𝐸6] 𝑑𝑥 

(19)  

 :(C)مولفه سوم

𝐶 =
𝜋

2(1 + 𝜈)
∫ [(

𝑛𝑢0
𝑅
+
𝜕𝑣0
𝜕𝑥
)
2

𝐸0 + (
𝑛𝜙1
𝑅
+
𝜕𝜙2
𝜕𝑥
)
2

𝐸2

𝐿

0

+ (𝑐1)
2 (
𝑛𝜙1
𝑅
+
2𝑛

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

+
𝜕𝜙2
𝜕𝑥
)
2

𝐸6

+ 2(
𝑛𝑢0
𝑅
+
𝜕𝑣0
𝜕𝑥
) (
𝑛𝜙1
𝑅
+
𝜕𝜙2
𝜕𝑥
)𝐸1

− 2𝑐1 (
𝑛𝑢0
𝑅
+
𝜕𝑣0
𝜕𝑥
) (
𝑛𝜙1
𝑅
+
2𝑛

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

+
𝜕𝜙2
𝜕𝑥
) 𝐸3

− 2𝑐1 (
𝑛𝜙1
𝑅
+
𝜕𝜙2
𝜕𝑥
) (
𝑛𝜙1
𝑅
+
2𝑛

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

+
𝜕𝜙2
𝜕𝑥
) 𝐸4] 𝑑𝑥 

(20)  

 :(D)مولفه چهارم

𝐷 =
𝜋

2(1 + 𝜈)
∫ [(

𝑛𝑤0
𝑅
+ 𝜙2 −

𝑣0
𝑅
)
2

𝐸0 + (
𝜙2
𝑅
)
2

𝐸2

𝐿

0

+ 9𝑐1
2 (𝜙2 +

𝑛𝑤0
𝑅
)
2

𝐸4

+ (
𝑐1
𝑅
)
2

(𝜙2 +
𝑛𝑤0
𝑅
)
2

𝐸6

− 2(
𝜙2
𝑅
) (
𝑛𝑤0
𝑅
+ 𝜙2 −

𝑣0
𝑅
)𝐸1

− 6𝑐1 (
𝑛𝑤0
𝑅
+ 𝜙2 −

𝑣0
𝑅
) (𝜙2 +

𝑛𝑤0
𝑅
)𝐸2

−
2𝑐1
𝑅
(
𝑛𝑤0
𝑅
+ 𝜙2 −

𝑣0
𝑅
) (𝜙2 +

𝑛𝑤0
𝑅
)𝐸3

+
6𝑐1
𝑅
𝜙2 (𝜙2

+
𝑛𝑤0
𝑅
)𝐸3+

2𝑐1
𝑅2
𝜙2 (𝜙2 +

𝑛𝑤0
𝑅
)𝐸4

+
6𝑐1

2

𝑅
(𝜙2 +

𝑛𝑤0
𝑅
)
2

𝐸5] 𝑑𝑥 

(21)  

 :(E)مولفه پنجم

𝐸 = ∫
𝜋

2(1 + 𝜈)
[(𝑤0 + 𝜙1)

2(𝐸0 + 9𝑐1
2𝐸4 − 6𝑐1𝐸2)]𝑑𝑥

𝐿

0

 

(22)  

( خواهیم 15( در رابطه انرژی پتانسیل )22( تا )18با جایگذاری روابط )

 داشت:

(23) 𝑈 = 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 + 𝐷 + 𝐸 

 انرژی کرنشی رینگ تقویتی -5-2

از یک سمت  𝑎𝑓𝐿کنیم یک رینگ تقویتی در فاصله فرض می 2مطابق شکل

برنولی انرژی  -ای تابعی قرار دارد. با استفاده از تئوری اویلرپوسته استوانه

 شود:رینگ تقویتی به فرم زیر تعریف میکرنشی در 

(24) 

𝑈𝑠 =
𝐸𝐼𝑧
2
∫ 𝑋1

2𝑑𝑠

𝑠

0

+
𝐸𝐼𝑥
2
∫ 𝑋2

2𝑑𝑠

𝑠

0

+
𝐸𝐴

2
∫ 𝜀𝑠

2𝑑𝑠

𝑠

0

+
𝐺𝐶𝑟
2
∫ 𝜙2𝑑𝑠
𝑠

0

 

 که در معادله بالا داریم:

𝑋1 = −
1

𝑅 + 𝑒
(
𝜕𝑤𝑠
𝜕𝑥

+
𝜕2𝑢𝑠
𝜕𝜃2

) , 𝑋2 =
1

(𝑅 + 𝑒)2
(𝑤𝑠 +

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝜃2

) 

𝜀𝑠 =
1

𝑅 + 𝑒
(
𝜕𝑣𝑠
𝜕𝜃

− 𝑤𝑠),   
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(25) 𝜙 =
1

𝑅 + 𝑒
(−

𝜕2𝑤𝑠
𝜕𝑥𝜕𝜃

+
1

𝑅 + 𝑒𝑘

𝜕𝑢𝑠
𝜕𝜃
) 

 گردد:میدان جابجایی برای رینگ تقویتی به صورت زیر تعریف می

(26) 

𝑢𝑠 = 𝑢𝑠
0 + 𝑒

𝜕𝑤𝑠
0

𝜕𝑥
 

𝑣𝑠 = 𝑣𝑠
0 (1 +

𝑒

𝑅
) +

𝑒

𝑅

𝜕𝑤𝑠
0

𝜕𝜃
,      𝑤𝑠 = 𝑤𝑠

0 

𝑤𝑠)( روابط 26که در معادله ) , 𝑣𝑠, 𝑢𝑠)  به ترتیب جابجایی رینگ

,𝑟)تقویتی در راستاهای  𝜃, 𝑥)  و(𝑤𝑠
0 , 𝑣𝑠

0, 𝑢𝑠
جابجایی نقطه متناظر در  (0

باشد. همچنین ممان اینرسی و مساحت سطح ای تابعی میپوسته استوانه

,𝑥)مقطع رینگ حول محورهای  𝑧) باشد:به شرح زیر می 

𝐼𝑟 = 𝐼𝑧 =
𝑏3𝑑

12
 , 𝐼𝑥 =

𝑑3𝑏

12
 , 𝐴 = 𝑏𝑑  , 𝑒 =

ℎ + 𝑑

2
 , 𝑅𝑠 =

1

(𝑅 + 𝑒)
 

(27) 

 باشد:و ممان اینرسی قطبی رینگ به شرح زیر می

(28) 𝐽𝑟 =
1

3
(1 −

192𝑏

𝜋5𝑑
∑

1

𝑛5

∞

𝑛=1,3,5

tanh
𝑛𝜋𝑑

2𝑏
)𝑏3𝑑 

( انرژی کرنشی در رینگ 24( در رابطه )25پس از جایگزینی رابطه )

 شود:تقویتی به فرم زیر تعریف می

𝑈𝑆 = ∫
𝐸𝐼𝑧𝑅𝑠
2

2𝜋

0

(
𝜕𝑤𝑠

0

𝜕𝑥
+ 𝑅𝑠

𝜕2𝑢𝑠
0

𝜕𝜃2
)

2

+
𝐸𝐼𝑥𝑅𝑠

3

2
(𝑤𝑠

0 +
𝜕2𝑤𝑠

0

𝜕𝜃2
)

2

+
𝐸𝐴𝑅𝑠
2

(
𝜕𝑣𝑠

0

𝜕𝜃
− 𝑤𝑠

0)

2

+
𝐺𝐽𝑟
2
𝑅𝑠 (−

𝜕2𝑤𝑠
0

𝜕𝑥𝜕𝜃
+ 𝑅𝑠

𝜕𝑢𝑠
0

𝜕𝜃
)

2

𝑑𝜃 

(29)  

 [:24شود ]فرض زیر در نظر گرفته می( 29معادله )برای ساده سازی 

 
𝑢𝑠
0(𝑥, 𝜃) = 𝑢𝑠

0(𝑥)sin(𝑛𝜃), 𝑣𝑠
0(𝑥, 𝜃) = 𝑣𝑠

0(𝑥)cos(𝑛𝜃) 
(30) 𝑤𝑠

0(𝑥, 𝜃) = 𝑤𝑠
0(𝑥)sin(𝑛𝜃) 

انرژی کرنشی گیری ( و انتگرال29( در معادله )30با جایگزینی معادله )

 شود:در رینگ تقویتی به صورت زیر تعریف می

𝑈𝑆 =
𝐸𝐼𝑧𝑅𝑠𝜋

2
[(
𝜕𝑤𝑠

0

𝜕𝑥
)

2

+ 𝑛4𝑅𝑠
2(𝑢𝑠

0)2 − 2𝑛2𝑅𝑠𝑢𝑠
0 (
𝜕𝑤𝑠

0

𝜕𝑥
)]

+
𝐸𝐼𝑥𝑅𝑠

3𝜋

2
[(𝑛2 − 1)2(𝑤𝑠

0)2]

+
𝐸𝐴𝑅𝑠𝜋

2
[𝑛2(𝑣𝑠

0)2 + (𝑤𝑠
0)2 + 2𝑛𝑣𝑠

0𝑤𝑠
0]

+
𝐺𝐽𝜋

2
𝑅𝑠 [𝑛

2 (
𝜕𝑤𝑠

0

𝜕𝑥
)

2

+ 𝑛2𝑅𝑠
2(𝑢𝑠

0)2

− 2𝑛2𝑅𝑠𝑢𝑠
0 (
𝜕𝑤𝑠

0

𝜕𝑥
)] 

(31)  

 نسیل ناشی از فشار محوری و جانبیانرژی پتا -5-3

و فشار محوری  q(x)انرژی پتانسیل چرخشی متقارن ناشی از فشار جانبی 

 آید:بصورت زیر بدست می  pیکنواخت انتهایی

(32) 

𝑉 = −∫ ∫
𝑞(𝑥)

2

2𝜋

0

𝐿

0

[
𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
+ 𝑤]𝑤𝑑𝜃𝑑𝑥

−
𝛽𝑝

4
∫ ∫ (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
22𝜋

0

𝐿

0

𝑅2𝑑𝜃𝑑𝑥 

 سازی روابط حاصل( و ساده32در معادله ) (17با جایگزینی روابط )
 

 داریم:

𝑉 = −∫
𝜋𝑞(𝑥)

2
(1 − 𝑛2)(𝑤0)

2𝑑𝑥

𝐿

0

−
𝜋𝛽𝑝

4
∫ 𝑅2 (

𝜕𝑤0
𝜕𝑥
)
2𝐿

0

𝑑𝑥 

(33) 

ای تابعی استوانهدر نهایت انرژی پتانسیل کل برای کمانش یک پوسته 

 باشد:تقویتی با بار یکنواخت محوری و جانبی بصورت زیر می

(34) 𝐹 = 𝑈 + 𝑈𝑠 + 𝑉 

 معادله مشخصه حاکم -6
,𝑢) به علت امکان ترکیبات متفاوت قیود در فواصل سطحی اجزاء 𝜈 ) شرایط

از نوع گیردار و آزاد می باشد. چهار نوع شرایط  1مرزی مسئله مطابق جدول

 [:29مرزی گیردار را به صورت زیر خواهیم داشت ]

(35) 

𝐶1:𝑤 =
𝑑𝑤

𝑑𝑥
= 𝜈 = 0, 𝐶2:𝑤 =

𝑑𝑤

𝑑𝑥
= 0 

𝐶2:𝑤 =
𝑑𝑤

𝑑𝑥
= 𝑢 = 0, 𝐶4:𝑤 =

𝑑𝑤

𝑑𝑥
= 𝑢 = 𝑣 = 0 

تحلیلی ریلی ریتز برای حل معادلات کمانش  در این تحقیق، از روش

استفاده شده است. برای حل تحلیلی از معادلات به دست آمده در راستای 

ضخامت پوسته انتگرال خواهیم گرفت و در نهایت به یک سیستم معادلات 

خطی همگن دست خواهیم یافت. معادلات مشخصه حاکم با استفاده از روش 

 زیر برای پوسته اختیار شده است:به صورت  یریتز با توجه به شرایط مرز

(36) 

𝑢 = (∑𝑐𝑖𝑥
(𝑖−1)

𝑀

𝑖=1

) (𝑥)Ω𝑢
𝑜
(1 − 𝑥)Ω𝑢

𝐿
=∑𝑐𝑖𝑢𝑖

𝑀

𝑖=1

 

𝜈 = (∑𝑑𝑖𝑥
(𝑖−1)

𝑀

𝑖=1

) (𝑥)Ω𝜈
𝑜
(1 − 𝑥)Ω𝜈

𝐿
=∑𝑑𝑖𝜈̅

𝑀

𝑖=1

 

𝑤 = (∑𝑒𝑖𝑥
(𝑖−1)

𝑀

𝑖=1

) (𝑥)Ω𝑤
𝑜
(1 − 𝑥)Ω𝑤

𝐿
=∑𝑒𝑖𝑤𝑖

𝑀

𝑖=1

 

𝜙1 = (∑𝑓𝑖𝑥
(𝑖−1)

𝑀

𝑖=1

) (𝑥)
Ω
𝜙1

𝑜

(1 − 𝑥)
Ω
𝜙1

𝐿

=∑𝑓𝑖𝜙1𝑖

𝑀

𝑖=1

  

𝜙2 = (∑𝑔𝑖𝑥
(𝑖−1)

𝑀

𝑖=1

) (𝑥)Ω𝜙1
𝑜
(1 − 𝑥)Ω𝜙1

𝐿

=∑𝑔𝑖𝜙2𝑖

𝑀

𝑖=1

 

𝑢𝑠 = (∑𝑐𝑖𝑥
(𝑖−1)

𝑀

𝑖=1

) (𝑥)Ω𝑢
𝑜
(1 − 𝑥)Ω𝑢

𝐿
=∑𝑐𝑖𝑢𝑠𝑖

𝑀

𝑖=1

 

𝑣𝑠 = (∑𝑐𝑖𝑥
(𝑖−1)

𝑀

𝑖=1

) (𝑥)Ω𝑣
𝑜
(1 − 𝑥)Ω𝑣

𝐿
=∑𝑐𝑖𝑣𝑠𝑖

𝑀

𝑖=1

 

𝑤𝑠 = (∑𝑐𝑖𝑥
(𝑖−1)

𝑀

𝑖=1

) (𝑥)Ω𝑤
𝑜
(1 − 𝑥)Ω𝑤

𝐿
=∑𝑐𝑖𝑤𝑠𝑖

𝑀

𝑖=1

 

عدد ترم چند  Mضرایب مجهول ریتز،  𝑔𝑖و  𝑐𝑖 ،𝑑𝑖 ،𝑒𝑖 ،𝑓𝑖روابط این  در

Ω𝑢ای بوده و جمله
𝑜  ای در به شرایط مرزی پوسته استوانهx=0   وΩ𝑢

𝐿  به

 اشاره دارد. x=Lای در شرایط مرزی پوسته استوانه

Ω𝑢مقادیر  1جدول 
𝑜  وΩ𝑢

𝐿 برای شرایط مرزی آزاد و گیردار در پوسته 
Table 1 Values of Ω𝑢

𝑜  and Ω𝑢
𝐿  for free and clamped boundary conditions 

in the shell 

 F C1 C2 C3 C4 شرایط مرزی
Ω𝑢 0 0 0 1 1 
Ω𝑣 0 1 0 0 1 
Ω𝑤 0 2 2 2 2 
Ω𝜙1 0 0 0 1 1 
Ω𝜙2 0 1 0 0 1 
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اکنون از انرژی پتانسیل کل نسبت به ضرایب به کار رفته در معادلات 

 گیریم:مشخصه بصورت زیر مشتق می

(37) 

𝜕𝐹

𝜕𝑐𝑖
= 0,

𝜕𝐹

𝜕𝑑𝑖
= 0,

𝜕𝐹

𝜕𝑒𝑖
= 0,   

𝜕𝐹

𝜕𝑓𝑖
= 0,

𝜕𝐹

𝜕𝑔𝑖
= 0                        𝑖 = 1,2,…… . ,𝑀 

و  (34)در انرژی پتانسیل کل  (36)حال با جایگذاری مقادیر مشخصه 

های انرژی پتانسیل به محاسبه تک تک مولفه (37)گیری مطابق رابطه مشتق

پردازیم. در ابتدا با مشتق گرفتن از معادله کلی انرژی پوسته کل پوسته می

 آید:مولفه اول معادلات مشخصه بدست می 𝑐𝑖برحسب ضریب  (34)

(38) 
𝜕𝐹

𝜕𝑐𝑖
= 0 

 برای مولفه اول انرژی پتانسیل پوسته داریم:

𝜕𝐴

𝜕𝑐𝑖
=

𝜋

1 − 𝜈2
∑∫ [2𝑐𝑖 (

𝑑𝑢𝑖
𝑑𝑥
)
2

𝐸0 + 2𝑓𝑖 (
𝑑𝑢𝑖
𝑑𝑥
) (
𝑑𝜙1𝑖
𝑑𝑥

)𝐸1

𝐿

0

𝑀

𝑖=1

− 2𝑐1 (
𝑑𝑢𝑖
𝑑𝑥
) [𝑓𝑖 (

𝑑𝜙1𝑖
𝑑𝑥

) +𝑒𝑖 (
𝑑2𝑤𝑖
𝑑𝑥2

)]𝐸3

+
𝜈

𝑅
(
𝑑𝑢𝑖
𝑑𝑥
) (−𝑛𝑑𝑖𝑣𝑖 + 𝑒𝑖𝑤𝑖)𝐸0

−
𝜈𝑛𝑔𝑖
𝑅

(
𝑑𝑢𝑖
𝑑𝑥
) (𝜙2𝑖)𝐸1

+
𝜈𝑐1
𝑅
(
𝑑𝑢𝑖
𝑑𝑥
)(𝑛𝑔𝑖𝜙2𝑖 +

𝑛2

𝑅
𝑒𝑖𝑤𝑖)𝐸3 

(39)  

 پوسته داریم:برای مولفه دوم انرژی پتانسیل 

𝜕𝐵

𝜕𝑐𝑖
=

𝜋

1 − 𝜈2
∫ ∑[

𝜈

𝑅
(
𝑑𝑢𝑖
𝑑𝑥
) (−𝑛𝑑𝑖𝑣𝑖 + 𝑒𝑖𝑤𝑖)𝐸0

𝑀

𝑖=1

𝐿

0

−
𝜈𝑛

𝑅
𝑔𝑖𝜙2𝑖 (

𝑑𝑢𝑖
𝑑𝑥
) 𝐸1+

𝜈𝑐1
𝑅
(
𝑑𝑢𝑖
𝑑𝑥
) (𝑛𝑔𝑖𝜙2𝑖

+
𝑛2

𝑅
𝑒𝑖𝑤𝑖)𝐸3] 𝑑𝑥 

(40)  

 برای مولفه سوم انرژی پتانسیل پوسته داریم:

𝜕𝐶

𝜕𝑐𝑖
=

𝜋

2(1 + 𝜈)
∫ ∑[

2𝑛2

𝑅2
𝑐𝑖(𝑢𝑖)

2 +
2𝑛

𝑅
𝑑𝑖𝑢𝑖 (

𝑑𝑣𝑖
𝑑𝑥
)] 𝐸0

𝑀

𝑖=1

𝐿

0

+ [
2𝑛2

𝑅2
𝑓𝑖𝑢𝑖𝜙1𝑖 𝐸1+

2𝑛

𝑅
𝑔𝑖𝑢𝑖 (

𝑑𝜙2𝑖
𝑑𝑥

)]

− [
2𝑛2𝑐1
𝑅2

𝑓𝑖𝑢𝑖𝜙1𝑖 +
4𝑛2𝑐1
𝑅2

𝑒𝑖𝑢𝑖 (
𝑑𝑤𝑖
𝑑𝑥
)

+
2𝑛𝑐1
𝑅

𝑔𝑖𝑢𝑖 (
𝑑𝜙2𝑖
𝑑𝑥

)]𝐸3] 𝑑𝑥 

(41)  

 برای مولفه انرژی پتانسل رینگ تقویتی داریم:

𝜕𝑈𝑆
𝜕𝑐𝑖

=∑𝐸𝐼𝑧𝑅𝑠𝜋 [𝑛
4𝑅𝑠

2𝑐𝑖(𝑢𝑖𝑠)
2 − 2𝑛2𝑅𝑠𝑒𝑖𝑢𝑖𝑠 (

𝑑𝑤𝑖𝑠
𝑑𝑥

)]

𝑀

𝑖=1

+ 𝐺𝐽𝜋𝑛2 [𝑅𝑠
3𝑐𝑖(𝑢𝑖𝑠)

2 − 𝑅𝑠
2𝑢𝑖𝑠𝑒𝑖

𝑑𝑤𝑖𝑠
𝑑𝑥

] 

(42)  

برحسب ضریب  (34)با مشتق گرفتن از معادله انرژی پتانسیل کل

𝑑𝑖آید:مولفه اول معادلات مشخصه بدست می 

(43) 
𝜕𝐹

𝜕𝑑𝑖
= 0 

 برای مولفه اول انرژی پتانسیل پوسته داریم:

𝜕𝐴

𝜕𝑑𝑖
=

𝜋

1 − 𝜈2
∑∫ [−

𝜈𝑛

𝑅
𝑐𝑖𝑣𝑖 (

𝑑𝑢𝑖
𝑑𝑥
)𝐸0 −

𝜈𝑛

𝑅
𝑓𝑖𝑣𝑖 (

𝑑𝜙1𝑖
𝑑𝑥

)𝐸1

𝐿

0

𝑀

𝑖=1

+ [
𝜈𝑛𝑐1
𝑅

𝑓𝑖 (
𝑑𝜙1𝑖
𝑑𝑥

)

+
𝜈𝑛𝑐1
𝑅

𝑣𝑖𝑒𝑖 (
𝑑2𝑤𝑖
𝑑𝑥2

)]𝐸3] 𝑑𝑥 

(44)  

 برای مولفه دوم انرژی پتانسیل پوسته داریم:

𝜕𝐵

𝜕𝑑𝑖
=

𝜋

1 − 𝜈2
∑∫ [[

2𝑛2

𝑅2
𝑑𝑖(𝑣𝑖)

2 −
2𝑛

𝑅2
𝑒𝑖𝑣𝑖𝑤𝑖] 𝐸0

𝐿

0

𝑀

𝑖=1

+
2𝑛2

𝑅2
𝑣𝑖𝑔𝑖𝜙2𝑖𝐸1 −

2𝑛2𝑐1
𝑅2

𝑣𝑖𝑔𝑖𝜙2𝑖𝐸3

−
2𝑛3𝑐1
𝑅3

𝑣𝑖𝑒𝑖𝑤𝑖𝐸3 −
𝜈𝑛

𝑅
𝑐𝑖𝑣𝑖 (

𝑑𝑢𝑖
𝑑𝑥
)𝐸0

−
𝜈𝑛

𝑅
𝑣𝑖𝑓𝑖 (

𝑑𝜙1𝑖
𝑑𝑥

)𝐸1

+
𝜈𝑐1𝑛

𝑅
𝑓𝑖𝑣𝑖 (

𝑑𝜙1𝑖
𝑑𝑥

)𝐸3

+
𝜈𝑐1𝑛

𝑅
𝑣𝑖𝑒𝑖 (

𝑑2𝑤𝑖
𝑑𝑥2

)𝐸3] 𝑑𝑥 

(45)  

 داریم:برای مولفه سوم انرژی پتانسیل پوسته 

𝜕𝐶

𝜕𝑑𝑖
=

𝜋

2(1 + 𝜈)
∑∫ [[2𝑑𝑖 (

𝑑𝑣𝑖
𝑑𝑥
)
2

+
2𝑛

𝑅
𝑐𝑖𝑢𝑖 (

𝑑𝑣𝑖
𝑑𝑥
)] 𝐸0

𝐿

0

𝑀

𝑖=1

+ [
2𝑛

𝑅
𝑓𝑖𝜙1𝑖 (

𝑑𝑣𝑖
𝑑𝑥
) +2𝑔𝑖 (

𝑑𝜙2𝑖
𝑑𝑥

) (
𝑑𝑣𝑖
𝑑𝑥
)] 𝐸1

− [
2𝑛𝑐1
𝑅

𝑓𝑖𝜙1𝑖 (
𝑑𝑣𝑖
𝑑𝑥
)

+
4𝑛𝑐1
𝑅

𝑒𝑖 (
𝑑𝑣𝑖
𝑑𝑥
) (
𝑑𝑤𝑖
𝑑𝑥
)

+2𝑐1𝑔𝑖 (
𝑑𝑣𝑖
𝑑𝑥
) (
𝑑𝜙2𝑖
𝑑𝑥

)] 𝐸3] 𝑑𝑥 

(46)  

 انرژی پتانسیل پوسته داریم:برای مولفه چهارم 

𝜕𝐷

𝜕𝑑𝑖
=

𝜋

2(1 + 𝜈)
∑∫ [(

2

𝑅2
𝑑𝑖(𝑣𝑖)

2 −
2𝑛

𝑅2
𝑒𝑖𝑣𝑖𝑤𝑖

𝐿

0

𝑀

𝑖=1

−
2

𝑅
𝑔𝑖𝑣𝑖𝜙2𝑖) 𝐸0

+ (
2

𝑅2
𝑣𝑖𝑔𝑖𝜙2𝑖)𝐸1+(

6𝑐1
𝑅
𝑔𝑖𝑣𝑖𝜙2𝑖

+
6𝑛𝑐1
𝑅2

𝑣𝑖𝑒𝑖𝑤𝑖) 𝐸2

+ (
2𝑐1
𝑅2
𝑔𝑖𝑣𝑖𝜙2𝑖 +

2𝑛𝑐1
𝑅3

𝑒𝑖𝑣𝑖𝑤𝑖) 𝐸3]  𝑑𝑥 

(47)  

 رینگ داریم:برای مولفه انرژی پتانسل 

(48) 
𝜕𝑈𝑆
𝜕𝑑𝑖

= 𝐸𝐴𝑅𝑠𝜋[𝑛
2𝑑𝑖(𝑣𝑖𝑠)

2 + 𝑛𝑒𝑖𝑣𝑖𝑠𝑤𝑖𝑠] 

( 34به طور مشابه با مشتق گرفتن از معادله انرژی پتانسیل کل )

با فاکتورگیری آید و معادلات مشخصه بدست می 𝑔𝑖و  𝑒𝑖 ،𝑓𝑖برحسب ضریب 

 آید:میاز ضرایب، معادله مقدار مشخصه به صورت زیر بدست 

(49) ([𝐾] − 𝜆[𝐺]){𝐶} = {0} 
 :در معادله بالا داریم

(50) {𝐶} = {𝑐𝑖 𝑑𝑖 𝑒𝑖 𝑓𝑖 𝑔𝑖}
T 

 آید:همچنین ماتریس سختی بصورت زیر بدست می
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(51) [𝐾] = [𝑘]𝑐 + [𝑘]𝑠 
ماتریس سختی انرژی پتانسیل پوسته و به شرح   𝑐[𝑘]که در رابطه بالا 

 های این ماتریس در پیوست الف آورده شده است.باشد. درایهزیر می

(52) 

[𝑘]𝑐 =
|

|

[𝑘11] [𝑘12] [𝑘13] [𝑘14] [𝑘15]

[𝑘21] [𝑘22] [𝑘23] [𝑘24] [𝑘25]

[𝑘31] [𝑘32] [𝑘33] [𝑘34] [𝑘35]

[𝑘41] [𝑘42] [𝑘43] [𝑘44] [𝑘45]

[𝑘51] [𝑘52] [𝑘53] [𝑘54] [𝑘55]

|

|
 

تقویتی بصورت زیر است که متقارن سختی مربوط به رینگ  ماتریس

 های این ماتریس در پیوست ب آورده شده است.درایه

(53) 

[𝑘]𝑘 =
|

|

[𝑘11]
𝑘 0 [𝑘13]

𝑘 0 0

0 [𝑘22]
𝑘 [𝑘23]

𝑘 0 0

[𝑘31]
𝑘 [𝑘32]

𝑘 [𝑘33]
𝑘 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

|

|
 

 برای ماتریس انرژی جنبشی داریم:

(54) 

[𝐺] = −∑{∫ 𝜋𝑞(𝑥)(1 − 𝑛2)(𝑤𝑖)
2𝑑𝑥

𝐿

0

𝑀

𝑖=1

−
𝜋𝛽𝑝

2
∫ 𝑅2 (

𝑑𝑤𝑖
𝑑𝑥
)
2𝐿

0

𝑑𝑥} 

( نیروی بحرانی کمانش پوسته استوانه ای 49حل معادله )با در نهایت 

تابعی با رینگ تقویتی تحت بارهای یکنواخت محوری و جانبی با استفاده از 

𝜆عامل بار کمانش ارتجاعی  = 𝑝𝑅(1 − 𝜈2) 𝐸ℎ⁄ آید.بدست می 

 بحث بر روی نتایج -7

بررسی ای مدرج تابعی و به منظور درک بهتر رفتار کمانشی پوسته استوانه

ی پوسته در نرم افزار تجاری صحت روابط تحلیلی ارائه شده، ابتدا هندسه

های عددی روی آن انجام گرفت مدلسازی شد و تحلیل 16.1نسخه  1انسیس

برای این منظور ابتدا  .و نتایج حاصل با نتایج تحلیلی مورد مقایسه قرار گرفت

رایط بارگذاری زیر ای با مشخصات هندسی و شافزار، پوستهدر محیط نرم

 سازی گردید:مدل
𝑅 = 1m, ℎ = 0.025m, 𝐸𝑐 = 200 GPa, 𝐿𝑠 = 0.5𝐿,  
𝑝 = 1, 𝑏 = 𝑑 = 0.2m, 𝐸𝑚 = 70 GPa, 𝐿 = 5m,   
𝑞(𝑥) = 1 GPa 
با توجه به مدت زمان اجرای شبیه سازی و نزدیکی نتایج، انواع مختلفی 

المان سه بعدی  ی متفاوت بررسی شدند و در نهـایتهاها با اندازهاز المان

 16.1انتخاب گردید. با توجه به قابلیتی که نسخه  2پوسته با چهار گره

ترین بندی بصورت اتوماتیک انجام شد تا بهینهافزار انسیس دارد نحوه مشنرم

تعداد مش از نظر دقت نتایج و زمان پردازش انتخاب گردد. پس از اجرای 

محاسبه گردید و پس  𝑅2/𝑅1لف برنامه، نیروهای کمانش در چهار مقدار مخت

𝑓بعدسازی طبق رابطه از بی = 𝑃𝑅2 𝜋𝐸𝑚ℎ(𝑅2
2 − 𝑅1

با نتایج حاصل از  ⁄(2

شعاع  𝑅2شعاع داخلی و  𝑅1که در آن حل تحلیلی مورد مقایسه قرار گرفت 

در ادامه تاثیر پارامترهای موثر بر کمانش  باشد.خارجی پوسته تابعی می

گاه، رینگ، ضخامت پوسته، طول استوانه، نوع تکیه از قبیل ابعاد تابعی پوسته

 گردد.ضریب توانی کسر حجمی و فشار محوری و جانبی بررسی می

برای شرایط فوق برای تکیه  𝑓بعد نیروی کمانش بحرانی بی 2در جدول 

و روش تحلیلی با هم مقایسه شده  انسیسگاه ثابت با استفاده از نرم افزار 

شعاع خارجی پوسته تابعی  𝑅2شعاع داخلی و  𝑅1است در این جدول 

 باشد.می

                                                                                                                                  
1ANSYS 
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𝑓مقایسه نیروی کمانش بحرانی بی بعد   2جدول  = 𝑃𝑅2 𝜋𝐸𝑚ℎ(𝑅2
2 − 𝑅1

با  ⁄(2

 و روش تحلیلی انسیساستفاده از نرم افزار

Table 2 Comparison of critical buckling force  𝑓 =
𝑃𝑅2 𝜋𝐸𝑚ℎ(𝑅2

2 − 𝑅1
2)⁄  with the using ANSYS software and numerical 

method 
𝑅 = 1m, ℎ = 0.025m,𝐸𝑐 = 200 GPa, 𝐿𝑠 = 0.5𝐿, 𝑝 = 1, 𝑏 = 𝑑 = 0.2m 

𝐸𝑚 = 70 GPa, 𝐿 = 5m, 𝑞(𝑥) = 1 GPa 
 𝑅2/𝑅1 انسیس حل تحلیلی

11.3197 12.2479 1.05 
5.7433 6.1797 1.10 
3.8921 4.1528 1.15 
2.9651 3.2171 1.20 

دهد همگرایی خوبی بین نتایج دو روش حل وجود این جدول نشان مینتایج 

دارد. علت درصد اختلاف حاصل از حل تحلیلی نسبت به نتایج تحلیل نرم 

افزار در مدل کردن رینگ تقویتی نسبت به پوسته می باشد. در مدل تحلیلی 

جابجایی رینگ بر اساس جابجایی سطح خارجی پوسته تعریف شده است در 

که در نرم افزار انسیس این جابجایی بر اساس جابجایی سطح میانی  حالی

تغییر شکل حاصل از اعمال بار محوری و جانبی بر  4شکل پوسته می باشد.

 دهد.پوسته استوانه ای تابعی تقویتی را برای چهار مود اول نشان می

بعد تأثیر تغییرات عرض رینگ تقویتی تابعی بر بار بحرانی بی 5 شکل

دهد. این شکل نشان گیرداررا نشان می-گاه گیردارکمانش برای حالت تکیه

دهد که با افزایش هر یک از ابعاد رینگ تقویتی میزان بار بحرانی کمانش می

د رینگ شود که این نتیجه کاملاً منطقی است چون با افزایش ابعابیشتر می

ای تابعی با بار محوری و جانبی کمتر تقویتی میزان انحراف پوسته استوانه

یابد. همچنین افزایش بار بحرانی شده و فشار کمانش بحرانی افزایش می

به بعد با شیب  0.2mای تابعی از عرض رینگ بعد کمانش پوسته استوانهبی

 افتد.تندتری اتفاق می

استوانه ای تقویتی تابعی با بار محوری و تاثیر تغییرات ضخامت پوسته 

مشاهده کرد. شرایط  6توان در شکل جانبی بر فشار بحرانی کمانش را می

گیردار می باشد. مقادیر مختلف توان -مرزی استفاده شده در این شکل گیردار

𝑝کسر حجمی مورد استفاده در مواد تابعی به ترتیب   = 0, 1, 2, 5, 10 

 باشند.می

دهد که برای هر ترکیبی از مواد مدرج ین شکل نشان مینتایج در ا

ای تقویتی با بار محوری و جانبی تابعی، با افزایش ضخامت پوسته استوانه

یابد. همچنین برای ضخامت ثابت، پوسته مقدار بار بحرانی کمانش افزایش می

 فلزی نسبت به پوسته از جنس مواد تابعی کمترین بار بحرانی را دارد و با
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 مود دوم کمانش

 
 مود سوم کمانش

 
 مود چهارم کمانش

Fig. 4 variations of four primary mode of FGM cylindrical shell 

supported under axial load and lateral pressure 

ای تابعی تقویتی تحت بار محوری و تغییرات چهار مود اول پوسته استوانه 4شكل 

 جانبیفشار 

شود بار بحرانی افزایش کسر حجمی که منجر به افزایش میزان سرامیک می

یابد. به عبارتی پوسته از جنس مواد تابعی در وضعیت کمانش افزایش می

 استحکام بیشتری نسبت به پوسته فلزی دارد.

 تأثیر تغییرات نسبت طول استوانه بر ضخامت روی فشار 3 در جدول
 

 
Fig. 5 Effects of variations the width of FGM ring support on critical 

buckling pressure 

 تأثیر تغییرات عرض رینگ تقویتی تابعی بر فشار کمانش بحرانی 5شكل 
𝑅 = 1m, ℎ = 0.025m,𝐸𝑐 = 380 GPa, 𝐿𝑠 = 0.5𝐿, 𝑝 = 1, 𝐸𝑚 = 70 GPa,  
𝐿 = 5m, 𝑞(𝑥) = 1 GPa 

 
Fig. 6 Effects of variations the thickness of FGM cylindrical shell 
supported on critical buckling pressure for different volume fractions 

ای تابعی تقویتی بر فشار کمانش تأثیر تغییرات ضخامت پوسته استوانه 6شكل 

 بحرانی برای کسر حجمی مختلف
𝑅 = 1m, 𝐿𝑠 = 0.5L, 𝐸𝑐 = 380 GPa, 𝑞(𝑥) = 1 GPa, 𝑏 = 𝑑 = 0.2m,  
𝐸𝑚 = 70 GPa 
𝐿 = 5m 

های مختلف کسر حجمی در حالت تکیه گاه دو بحرانی کمانش برای توان

دهد که با افزایش سرگیردار نشان داده شده است. نتایج این جدول نشان می

ای تقویتی تابعی با بار محوری و جانبی، نسبت طول بر ضخامت پوسته استوانه

یابد و برای توان کسر حجمی کاهش میبار بحرانی کمانش برای تمام مقادیر 

𝐿مقادیر بزرگ  𝑅⁄ گیرد.مقدار ثابتی به خود می 

گاهی مختلف در دو سر پوسته تأثیر دو نوع شرایط تکیه 7شکل

ای تقویتی تابعی با بار محوری و جانبی بر فشار بحرانی کمانش را برای استوانه

 برای شرایط مـــرزیدهد. این شکل های مختلف کسر حجمی نشان میتوان
 

ای تقویتی تابعی بر تأثیر تغییرات نسبت طول بر ضخامت پوسته استوانه 3جدول 

 های مختلف کسر حجمیفشار بحرانی کمانش بر حسب توان

Table 3 Effects of variations length to thickness ratios of FGM 
cylindrical shell supported on critical buckling pressure for different 

volume fractions 
𝑅2 𝑅1⁄ = 1.3, 𝐸𝑐 = 380 GPa, 𝑞(𝑥) = 1 GPa, 𝑏 = 𝑑 = 0.2m,  
𝐸𝑚 = 70 GPa 

Different volume fraction (p) 
10 5 2 1 0.5 0.1 0 L/R 

15.263 14.285 11.325 8.954 6.358 3.921 3.177 1 
12.213 12.683 9.031 7.112 5.004 3.026 2.443 5 

12.168 12.216 8.997 7.085 4.984 3.018 2.431 10 

12.157 11.389 8.989 7.078 4.979 3.009 2.428 20 
12.155 11.369 8.988 7.077 4.978 3.008 2.428 30 
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Fig. 7 Effects of combination the functionally graded material 

cylindrical shell supported on critical buckling pressure for different 

boundary conditions 
ای تقویتی بر فشار کمانش بحرانی تأثیر ترکیب ماده تابعی پوسته استوانه 7شكل 

 برای شرایط مرزی مختلف
𝑅2 𝑅1⁄ = 1.3, 𝐸𝑐 = 380GPa, 𝑞(𝑥) = 1GPa, 𝑏 = 𝑑 = 0.2m, 
𝐸𝑚 = 70GPa 
ℎ = 0.05m 

F)آزاد -آزاد − F) گیردار -و گیردار(C-C) .بدست آمده است 

گاه مختلف با افزایش مقدار دهد برای هر دو نوع تکیهنتایج نشان می

ای تقویتی تابعی با بار محوری کسر حجمی، بار بحرانی کمانش پوسته استوانه

دهد که ترکیب ماده تابعی یابد. نتایج همچنین نشان میو جانبی افزایش می

ین اثر برای شرایط مرزی مختلف روی بار بحرانی کمانش اثر می گذارد و ا

گاه دو سر متفاوت است به طوری که مقادیر بحرانی بار کمانش برای تکیه

 گیردار دارای بیشترین مقدار است.

ای تاثیر محل نصب رینگ تقویتی بر فشار بحرانی کمانش پوسته استوانه

مشاهده کرد.  8گاهی را می توان در شکلهای مختلف تکیهتابعی در حالت

( بدست C-Cگیردار )-( و گیردارF-Fآزاد )-این شکل برای شرایط مرزی آزاد

ای تابعی بسیار حائز آمده است. موقعیت رینگ تقویتی در طول پوسته استوانه

اهمیت است و روی بار بحرانی کمانش تاثیر می گذارد. همانطور که در شکل 

گیردار بار -آزاد و گیردار-ادنشان داده شده است به ازای شرایط مرزی آز

ای تابعی با بار محوری و جانبی بحرانی کمانش حول مرکز پوسته استوانه

ای تابعی با بار محوری و جانبی با متقارن خواهد بود. در این پوسته استوانه

شرایط مرزی یکسان در دو طرف، وقتی رینگ در انتهای دو سر پوسته 

دارای بیشترین مقدار بار بحرانی کمانش است گیرد پوسته ای قرار میاستوانه

ای تابعی بار بحرانی کمانش کاهش و با جابجایی آن به وسط پوسته استوانه

ای تابعی به کمترین مقدار خود یابد و در نهایت در وسط پوسته استوانهمی

تواند باشد که وجود رینگ در انتهای رسد. این موضوع به این دلیل میمی

زله دیوار صلب عمل کرده و طول پوسته کمتر شده و نهایتاً بار پوسته به من

دهد که بار بحرانی یابد. نتایج همچنین نشان میبحرانی کمانش افزایش می

ای کمانش با موقعیت رینگ تقویتی واقع شده در نقاط مختلف پوسته استوانه

 د.باشتابعی با بار محوری و جانبی برای شرایط مرزی مختلف متفاوت می

ای تقویتی تابعی تأثیر تغییرات فشار جانبی پوسته استوانه 9در شکل

های مختلف نمایش داده شده است. گاهروی فشار بحرانی کمانش برای تکیه

( بدست C-Cگیردار )-( و گیردارF-Fآزاد )-این شکل برای شرایط مرزی آزاد

ش فشار جانبی گاه مذکور، افزایآمده است. در این شکل برای هر دو نوع تکیه

ای تقویتی از جنس مواد تابعی منجر به کاهش بار بحرانی پوسته استوانه

 کمانش آن می شود.
 

 نتیجه گیری -8

 ای جدار ضخیم از جنس مواددر این تحقیق رفتار کمانشی پوسته استوانه
 

 
Fig. 8 Effects of ring support position on critical buckling pressure for 

different boundary conditions 
تأثیر موقعیت رینگ تقویتی بر فشار کمانش بحرانی برای شرایط مرزی  8شكل 

 مختلف
𝑅2 𝑅1⁄ = 1.3, 𝐸𝑐 = 380GPa, 𝑞(𝑥) = 1GPa, 𝑏 = 𝑑 = 0.2m, 
𝐸𝑚 = 70GPa 
ℎ = 0.05m, 𝑝 = 1 

 
Fig. 9 Effects of variations the lateral pressure on critical buckling 

pressure for different boundary conditions 
 تأثیر تغییرات فشار جانبی بر فشار کمانش بحرانی برای شرایط مرزی مختلف 9شكل 

𝑅2 𝑅1⁄ = 1.3, 𝐸𝑐 = 380GPa, 𝑞(𝑥) = 1GPa, 𝑏 = 𝑑 = 0.2m, 
𝐸𝑚 = 70GPa 
ℎ = 0.05m, 𝑝 = 1 

تابعی با رینگ تقویتی تحت بارگذاری محوری و جانبی مورد بررسی قرار 

ای مطابق گرفت. خواص مواد مدرج تابعی در جهت ضخامت به صورت درجه

با قانون توزیع کسر حجمی می باشد. در ابتدا معادلات حاکم بر کمانش 

ای تقویتی تابعی با بارهای محوری و جانبی بر اساس تئوری پوسته استوانه

مرتبه سوم تغییر شکل برشی و روش انرژی محاسبه گردید و پس از 

ذاری در رابطه انرژی پتانسیل کل، توابع ریتز بر آنها اعمال شد و جایگ

معادلات مشخصه بدست آمد. سپس با حل معادلات مشخصه نیروی بحرانی 

ای تقویتی تابعی با بارهای محوری و جانبی محاسبه کمانش پوسته استوانه

گردید. در ادامه به منظور حصول اطمینان از روش حل تحلیلی ارائه شده، 

افزار المان محدود مقایسه شد نتایج این تحقیق با نتایج به دست آمده از نرم

 که سازگاری مناسبی را نشان داد.

ها، فشار جانبی و محل رینگ در این تحقیق، برخلاف بسیاری از پژوهش

ثابت در نظر گرفته نشده و در نتایج ارائه شده اثر تغییرات این دو پارامتر روی 

انش نیز با جزئیات تفسیر شده است. همچنین اثر شرایط نیروی بحرانی کم

مرزی مختلف )دو سر آزاد و دو سرگیردار( روی نیروی بحرانی کمانش مورد 

 بررسی قرار گرفته است.

در نهایت تأثیر عوامل مختلفی از جمله تغییرات ضخامت، شرایط مرزی، 

های جدار هشرایط بارگذاری و پارامترهای هندسی روی رفتار کمانشی پوست

ضخیم مورد بررسی قرار گرفت. همچنین پارامترهای هندسی رینگ تقویت 

 از نتایج این تحقیق به صورت زیر کننده بر کمانش بحرانی بررسی شد. برخی
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 ارائه می گردد.

بار بحرانی کمانش برای پوسته از جنس مواد مدرج تابعی بیشتر از  -1

 باشد.پوسته از جنس مواد همگن می

ا افزایش ضخامت پوسته، بار بحرانی کمانش برای تمام مقادیر توان ب -2

 یابد.کسر حجمی افزایش می

یابد و برای با افزایش طول پوسته بار بحرانی کمانش کاهش می -3

مقادیر بزرگ طول پوسته، بار بحرانی کمانش به مقدار ثابتی همگرا 

 شود.می

زان بار بحرانی کمانش با افزایش هریک از ابعاد رینگ تقویتی می -4

 شود.بیشتر می

شود، به افزایش توان کسر حجمی بار بحرانی کمانش بیشتر می با -5

بحرانی  عبارتی فلز خالص کمترین و سرامیک خالص بیشترین بار

 باشند.کمانش را دارا می

گاه آزاد گاه گیردار بیشترین و برای تکیهبار بحرانی کمانش برای تکیه -6

گاه با افزایش کسر باشد. همچنین در دو نوع تکیهمقدار میکمترین 

 یابد.حجمی میزان بار بحرانی افزایش می

محل قرارگیری رینگ تقویتی در هر یک از دو سر استوانه دارای  -7

بیشترین مقدار بار بحرانی کمانش و در وسط پوسته کمترین مقدار 

 کند.بار بحرانی کمانش را نصیب پوسته می

زایش فشار جانبی پوسته منجر به کاهش بار بحرانی کمانش اف -8

 شود.می

 پیوست ها -9

 پیوست الف -9-1
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𝑑𝑥
)] 𝑑𝑥

−
𝜋

2(1 + 𝜈)
∫ ∑[

4𝑛2𝑐1
𝑅2

𝑢𝑖 (
𝑑𝑤𝑖
𝑑𝑥
)𝐸3]

𝑀

𝑖=1

𝑑𝑥
𝐿

0

 

  (-3)الف

 (-4)الف

[𝑘14] =
𝜋

1 − 𝜈2
∫ ∑[2(𝐸1 − 𝑐1𝐸3) (

𝑑𝑢𝑖
𝑑𝑥
)(
𝑑𝜙1𝑖
𝑑𝑥

)]

𝑀

𝑖=1

𝑑𝑥
𝐿

0

+
𝜋

2(1 + 𝜈)
∫ ∑[

2𝑛2

𝑅2
(𝐸1

𝑀

𝑖=1

𝐿

0

− 𝑐1𝐸3)𝑢𝑖𝜙1𝑖] 𝑑𝑥 
 

[𝑘15] =
𝜋

1−𝜈2
∫ ∑ [

2𝜈𝑛

𝑅
(𝑐1𝐸3 − 𝐸1)𝜙2𝑖 (

𝑑𝑢𝑖

𝑑𝑥
)]𝑀

𝑖=1 𝑑𝑥
𝐿

0
+

𝜋

2(1+𝜈)
∫ ∑ [

2𝑛

𝑅
(𝐸1 − 𝑐1𝐸3)𝑢𝑖 (

𝑑𝜙2𝑖
𝑑𝑥
)]𝑀

𝑖=1 𝑑𝑥
𝐿

0
  

  (-5)الف

[𝑘22] =
𝜋

1−𝜈2
∑ ∫ [[

2𝑛2

𝑅2
(𝑣𝑖)

2] 𝐸0] 𝑑𝑥
𝐿

0
𝑀
𝑖=1 +

𝜋

2(1+𝜈)
∑ ∫ [[2 (

𝑑𝑣𝑖

𝑑𝑥
)
2
] 𝐸0 + [

2

𝑅2
(𝑣𝑖)

2] 𝐸0] 𝑑𝑥
𝐿

0
𝑀
𝑖=1  

  (-6)الف

[𝑘23] =
𝜋

1−𝜈2
∑ ∫ [[

2𝜈𝑛𝑐1

𝑅
𝑣𝑖 (

𝑑2𝑤𝑖

𝑑𝑥2
)] 𝐸3 −

2𝑛

𝑅2
[𝐸0 +

𝐿

0
𝑀
𝑖=1

𝑛2𝑐1

𝑅
𝐸3] 𝑣𝑖𝑤𝑖] 𝑑𝑥 +

𝜋

2(1+𝜈)
∑ ∫ [[−

4𝑛𝑐1

𝑅
(
𝑑𝑣𝑖

𝑑𝑥
) (

𝑑𝑤𝑖

𝑑𝑥
)] 𝐸3 −

𝐿

0
𝑀
𝑖=1

2𝑛

𝑅2
(3𝑐1𝐸2 +

𝑐1

𝑅
𝐸3 − 𝐸0) 𝑣𝑖𝑤𝑖] 𝑑𝑥  

  (-7)الف

[𝑘24] =
𝜋

1−𝜈2
∑ ∫

2𝜈𝑛

𝑅
(𝑐1𝐸3 − 𝐸1)𝑣𝑖 (

𝑑𝜙1𝑖
𝑑𝑥
)𝑑𝑥

𝐿

0
𝑀
𝑖=1 +

𝜋

2(1+𝜈)
∑ ∫

2𝑛

𝑅
(𝐸1 − 𝑐1𝐸3)𝜙1𝑖 (

𝑑𝑣𝑖

𝑑𝑥
) 𝑑𝑥

𝐿

0
𝑀
𝑖=1  

  (-8)الف

[𝑘25] =
𝜋

1−𝜈2
∑ ∫

2𝑛2

𝑅2
(𝐸1 − 𝑐1𝐸3)𝑣𝑖𝜙2𝑖𝑑𝑥

𝐿

0
𝑀
𝑖=1 +

𝜋

2(1+𝜈)
∑ ∫ [2[𝐸1 − 𝑐1𝐸3] (

𝑑𝑣𝑖

𝑑𝑥
) (

𝑑𝜙2𝑖
𝑑𝑥
) +

2

𝑅
(
𝐸1

𝑅
+
𝑐1𝐸3

𝑅
− 𝐸0 +

𝐿

0
𝑀
𝑖=1

3𝑐1𝐸2) 𝑣𝑖𝜙2𝑖] 𝑑𝑥  

 (-9)الف

[𝑘33] =
𝜋

1 − 𝜈2
∑∫ [𝑐1

2 [2(
𝑑2𝑤𝑖
𝑑𝑥2

)

2

]𝐸6

𝐿

0

𝑀

𝑖=1

+ [
2𝜈𝑐1
𝑅
𝐸3 +

2

𝑅2
𝐸0 +

2𝑛4𝑐1
2

𝑅4
𝐸6

+
4𝑛2𝑐1
𝑅3

𝐸3] (𝑤𝑖)
2

−
2𝜈𝑐1
𝑅
(
2𝑛2𝑐1
𝑅

𝐸6 + 𝐸3)]𝑤𝑖 (
𝑑2𝑤𝑖
𝑑𝑥2

)𝑑𝑥

+
𝜋

2(1 + 𝜈)
∑∫ [[

8𝑛2𝑐1
2

𝑅2
(
𝑑𝑤𝑖
𝑑𝑥
)
2

] 𝐸6

𝐿

0

𝑀

𝑖=1

+ [(
2𝑛2

𝑅2
)(𝐸0 + 9𝑐1

2𝐸4 +
𝑐1
2

𝑅2
𝐸6 − 6𝑐1𝐸2

−
2𝑐1
𝑅
𝐸3 −

6𝑐1
2

𝑅
𝐸5)

+ 2(𝐸0 + 9𝑐1
2𝐸4 − 6𝑐1𝐸2)] (𝑤𝑖)

2] 𝑑𝑥 

 (-10)الف
 

[𝑘34] =
𝜋

1 − 𝜈2
∑∫ [2(𝑐1

2𝐸6 − 𝑐1𝐸4) (
𝑑𝜙1𝑖
𝑑𝑥

)(
𝑑2𝑤𝑖
𝑑𝑥2

)
𝐿

0

𝑀

𝑖=1

+
2𝜈

𝑅
(
𝑛2𝑐1
𝑅

𝐸4 − 𝑐1𝐸3 −
𝑛2𝑐1

2

𝑅
𝐸6

+ 𝐸1)𝑤𝑖 (
𝑑𝜙1𝑖
𝑑𝑥

)] 𝑑𝑥

+
𝜋

2(1 + 𝜈)
∑∫ [

4𝑛2𝑐1
𝑅2

(𝑐1𝐸6

𝐿

0

𝑀

𝑖=1

− 𝐸4)𝜙1𝑖 (
𝑑𝑤𝑖
𝑑𝑥
)

+ [(2𝑤𝑖𝜙1𝑖)(𝐸0 + 9𝑐1
2𝐸4 − 6𝑐1𝐸2)]] 𝑑𝑥 

  (-11)الف
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[𝑘35] =
𝜋

1 − 𝜈2
∑∫ [

2𝜈𝑛𝑐1
𝑅

(𝐸4 − 𝑐1𝐸6)𝜙2𝑖 (
𝑑2𝑤𝑖
𝑑𝑥2

)
𝐿

0

𝑀

𝑖=1

+
2𝑛

𝑅2
(
𝑛2𝑐1

2

𝑅
𝐸6 − 𝐸1 + 𝑐1𝐸3

−
𝑛2𝑐1
𝑅
𝐸4)𝑤𝑖𝜙2𝑖] 𝑑𝑥

+
𝜋

2(1 + 𝜈)
∑∫ [

4𝑛𝑐1
𝑅

(𝑐1𝐸6

𝐿

0

𝑀

𝑖=1

− 𝐸4) (
𝑑𝑤𝑖
𝑑𝑥
)(
𝑑𝜙2𝑖
𝑑𝑥

)

+
2𝑛

𝑅
(𝐸0 + 9𝑐1

2𝐸4 +
𝑐1
2

𝑅2
𝐸6 −

1

𝑅
𝐸1

− 6𝑐1𝐸2 +
𝑐1
𝑅
𝐸3 +

𝑐1
𝑅2
𝐸4

−
6𝑐1

2

𝑅
𝐸5)𝑤𝑖𝜙2𝑖] 𝑑𝑥 

  (-12)الف

[𝑘44] =
𝜋

1 − 𝜈2
∑∫ 2(𝐸2 + 𝑐1

2𝐸6 − 2𝑐1𝐸4) (
𝑑𝜙1𝑖
𝑑𝑥

)

2

𝑑𝑥
𝐿

0

𝑀

𝑖=1

+
𝜋

2(1 + 𝜈)
∫ [

2𝑛2

𝑅2
(𝐸2 + 𝑐1

2𝐸6 − 2𝑐1𝐸4)
𝐿

0

+ 2(𝐸0 + 9𝑐1
2𝐸4 − 6𝑐1𝐸2)] (𝜙1𝑖)

2
𝑑𝑥 

  (-13)الف

[𝑘45] =
𝜋

1 − 𝜈2
∑∫

2𝜈𝑛

𝑅
(−𝐸2 + 2𝑐1𝐸4

𝐿

0

𝑀

𝑖=1

− 𝑐1
2𝐸6)𝜙2𝑖 (

𝑑𝜙1𝑖
𝑑𝑥

)𝑑𝑥

+
𝜋

2(1 + 𝜈)
∫
2𝑛

𝑅
(𝐸2 + 𝑐1

2𝐸6

𝐿

0

− 2𝑐1𝐸4)𝜙1𝑖 (
𝑑𝜙2𝑖
𝑑𝑥

)𝑑𝑥 

  (-14)الف

[𝑘55] =
𝜋

1 − 𝜈2
∑∫

2𝑛2

𝑅2
(𝐸2 + 𝑐1

2𝐸6 − 2𝑐1𝐸4)(𝜙2𝑖)
2
𝑑𝑥

𝐿

0

𝑀

𝑖=1

+
𝜋

2(1 + 𝜈)
∑∫ [2(𝐸2 + 𝑐1

2𝐸6

𝐿

0

𝑀

𝑖=1

− 2𝑐1𝐸4) (
𝑑𝜙2𝑖
𝑑𝑥

)

2

+ 2(𝐸0 +
1

𝑅2
𝐸2 + 9𝑐1

2𝐸4 +
𝑐1
2

𝑅2
𝐸6 −

2

𝑅
𝐸1

− 6𝑐1𝐸2 +
4𝑐1
𝑅
𝐸3 −

2𝑐1
𝑅2
𝐸4

−
6𝑐1

2

𝑅
𝐸5) (𝜙2𝑖)

2
] 𝑑𝑥 

  (-15)الف

 پیوست ب -9-2

 ( بصورت زیر است:53ماتریس رابطه )های درایه

[𝑘11]
𝑘 =∑𝜋𝑛2𝑅𝑠

3[𝑛2𝐸𝐼𝑧 + 𝐺𝐽]

𝑀

𝑖=1

(𝑢𝑖𝑠)
2 

  (-1)ب

[𝑘13]
𝑘 =∑𝜋𝑛2𝑅𝑠

2[−𝐸𝐼𝑧 + 𝐺𝐽]𝑢𝑖𝑠 (
𝑑𝑤𝑖𝑠
𝑑𝑥

)

𝑀

𝑖=1

 

  (-2)ب

[𝑘22]
𝑘 =∑𝐸𝐴𝑅𝑠𝜋[𝑛

2(𝑣𝑖𝑠)
2]

𝑀

𝑖=1

 

  (-3)ب

[𝑘23]
𝑘 =∑[𝐸𝐴𝑅𝑠𝜋(𝑛𝑣𝑖𝑠𝑤𝑖𝑠)]

𝑀

𝑖=1

 

  (-4)ب

[𝑘33]
𝑘 = +∑{𝐸𝐼𝑧𝑅𝑠𝜋 [(

𝑑𝑤𝑖𝑠
𝑑𝑥

)
2

]

𝑀

𝑖=1

+ 𝐸𝐼𝑥𝑅𝑠
3𝜋[(𝑛2 − 1)2(𝑤𝑖𝑠)

2]

+ 𝐸𝐴𝑅𝑠𝜋[(𝑤𝑖𝑠)
2] + 𝐺𝐽𝜋𝑛2𝑅𝑠 (

𝑑𝑤𝑖𝑠
𝑑𝑥

)
2

} 

  (-5)ب
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