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انالاستیک تحت تحریک نیروی الکترواستاتیک و با در نظر گرفتن اثرات اندازه -شات غیرخطی میکرو تیرهای با رفتار ویسکوادر این مقاله ارتع 
وجود آمده ناشی از این ولتاژ، با شود که میکرو تیر در ابتدا با ولتاژ مستقیم تحریک شده و سپس حول خیز استاتیکی بهشود. فرض میبررسی می

اساس تئوری تنش کوپل کرنش وابسته به زمان مواد انالاستیک، معادله ساختاری تیر بر-شود. با استفاده از رفتار تنشرتعش میولتاژ متناوب م
بهبود یافته استخراج شده است. همچنین با در نظر گرفتن نیروی الکترواستاتیک و نیروی کشیدگی لایه میانی معادله حرکت استخراج و با 

رکین، معادله حرکت به معادله دیفرانسیل معمولی تبدیل شده است. سپس با استفاده از روش اغتشاشات به حل معادله استفاده از روش گال
های های مختلف مواد شامل الاستیک، ویسکوالاستیک و انالاستیک بعنوان مدلآید. اثر رفتارپرداخته شده و منحنی پاسخ فرکانسی به دست می

دهد که ها مطالعه شده است. نتایج نشان میمترهای شدت انالاستیک و زمان آزادسازی بر ارتعاشات غیرخطی میکرو تیرتغییر شکل ماده و اثر پارا
های پاسخ ها به منظور شناسایی مدل تغییر شکل ماده بسیار مهم بوده و منحنیشناسایی رفتار تنش کرنش مواد استفاده شده در میکرو سازه

های ویسکو الاستیک و دست آمده از مدلدهد که نتایج بهباشند. مقاله حاضر نشان میهای تغییر شکل ماده میفتارفرکانسی به شدت متاثر از ر
کنند. همچنین دیده بینی میای را پیشانالاستیک با هم متفاوت بوده ولی شرایطی وجود دارد که دو مدل انالاستیک و الاستیک نتایج مشابه

 .گذارندهای پاسخ فرکانسی اثر میطور چشمگیری بر منحنیو زمان آزادسازی انالاستیک بهشود که شدت انالاستیک می
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 In this paper the nonlinear dynamic of an electrostatically actuated microbeam with viscoelastic-
anelastic behavior considering size effect is studied. The micro-beam is deflected using a bias DC 

voltage and then driven to vibrate around its deflected position by a harmonic AC load. Regarding the 

stress-strain behavior of anelastic materials, the constitutive equation of microbeams is derived based on 

the modified couple stress theory (MCST). Assuming electrostatic and mid-plane stretching forces as 

the main sources of the nonlinearity and taking advantage of the Galerkin projection method, the partial 

differential equation is transformed to a set of nonlinear ordinary differential equations (ODEs). 
Multiple scales method is used to obtain an approximate analytical solution for nonlinear resonant 

curves. The effect of different mechanical behaviors of materials including elasticity, viscoelasticity and 

anelasticity, length scale parameter, anelastic relaxation time and relaxation intensity on the nonlinear 
vibration analysis are studied. The results demonstrate that there is very large dependence of resonance 

curves on the different mechanical behavior of materials. It is seen that there are special conditions in 

which the elastic and anelastic models predict similar results while the predicted results from anelastic 
and viscoelastic models are different from each other. It is found that the relaxation intensity and 

anelastic relxation time can change the resonant curves significantly. 
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 مقدمه 1-

در فرایند باربرداری، تغییر شکل وابسته به زمان و کاملًا  1مواد انالاستیک

. مشابه با مواد الاستیک در مواد انالاستیک نیز رفتار [1]پذیری دارند برگشت
                                                                                                                                  
1 Anelastic 

تنش و کرنش خطی بوده و برای هر مقدار تنش، یک مقدار تعادل منحصر 

باشد. این ویژگی انالاستیسیته توسط کرنش و برعکس موجود می بفرد برای

شود. گیرند، ارضا میهای ترمودینامیکی قرار میموادی که در دسته جامد

باشد، به برخلاف رفتار الاستیک، تغییر شکل انالاستیک وابسته به زمان می
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ویژگی مواد . این [2]باشد عبارتی برای تعادل مواد انالاستیک نیاز به زمان می

های انالاستیک منجر به اتلاف انرژی مکانیکی داخلی شده و در نتیجه کاربرد

تواند مورد بررسی قرار گیرد. تغییر شکل دمپینگ مکانیکی در این مواد می

طور مثال در مواد تک کریستاله قابل اغماض انالاستیک در ابعاد ماکرو به

 1سیلیکون دوپانتس و کسید زینکا های تک کریستالهبوده، با آنکه نانوسیم

های میکروسکوپی کنند. تستصورت انالاستیک رفتار میطور چشمگیری بهبه

پذیری کرنش دهد که در فرایند باربرداری بعد از برگشتها نشان مینانو سیم

 باشد.پذیر میای از کرنش بطور انالاستیک برگشتالاستیک، بخش عمده

ات الکتریکی و سیستم های الکترومکانیکی مواد استفاده شده در تجهیز

نازک بوده که بر روی لایه صلب قرار  2های فلزیصورت فیلماغلب به

گیرند. بنابراین اثر دمپینگ و اصطکاک داخلی در این مواد تحت بارهای می

باشد. به منظور مطالعه خواص مکانیکی مواد فیلم نازک دینامیکی مهم می

و خمش میکرو تیرها  3رفتگی نانو، انحنای ویفریها شامل فروتعدادی تست

های تست بسیار قابل فهم بوده، ولی . اگر چه این روش[3]انجام شده است 

توانند تعیین کنند. بنابراین ها فقط خواص شبه استاتیک مواد را میاین روش

باشد و نیاز به ها قابل مطالعه نمیپاسخ دینامیکی مواد فیلم نازک با این روش

های جدیدی به منظور اندازه گیری خواص دینامیکی این گسترش سیستم

به منظور بررسی  [4]باشد. چوی و همکاران مواد، خصوصاً انالاستیسته، می

های فلزی نازک، سیستم اندازه گیری دینامیکی جدیدی را دمپینگ در فیلم

خزش، اثر گسترش دادند. آنها با استفاده از مدل جامد خطی استاندارد و مدل 

های آلومینیومی نازک را بررسی کردند. بیرگیر و همکاران دمپینگ در فیلم

های [ به منظور اندازه گیری تغییر شکل وابسته به زمان در میکرو سیستم5]

ها نشان دادند الکترومکانیکی فلزی، یک روش آزمایشگاهی را ارائه دادند. آن

طور آنی بصورت ش بلافاصله و بهدرصد کرن 95که در طول فرایند بار برداری 

 25ساعت تغییر شکل باقیمانده  6پذیر بوده و در مدت زمان الاستیک برگشت

طور کاملاً برگشت پذیر به حالت اولیه رسیده و هیچ تغییر شکل متر بهنانو

رفتار الاستیک و  [6]ماندگاری در سیستم مشاهده نشد. بکر و همکاران 

کوچک را مطالعه کردند. آنها نتیجه گرفتند که در انالاستیک مواد در ابعاد 

ها، تغییر شکل الاستیک در سازه غیرحساس بوده ولی ابعاد نزدیک اندازه اتم

باشد. بسیاری از مواد پلیمری، سرامیکی و رفتار انالاستیک کاملاً چشمگیر می

ه داری هستند و استفاده از این مواد به شدت بستگی بفلزی دارای اثر حافظه

های استفاده از فیلم[ 7]ها دارد. گال و همکاران پذیری آنهای برگشتویژگی

های الکترومکانیکی را بررسی کردند. در نازک پلیمری حافظه دار در سیستم

های پلیمری حافظه دار کار آنها برگشت پذیری کامل وابسته به زمان در فیلم

 ها مشاهده شد.ها و بارگذاریدمابرای همه 

های شدید وابستگی به اندازه بر رفتار استاتیکی و دینامیکی میکرو تیر اثر

مطالعه شد. آنها از [ 8]با رفتار الکترواستاتیکی توسط صادقی  و همکاران 

تئوری کوپل تنش بهبود یافته به منظور مطالعه اثر اندازه استفاده کردند. 

یر خطی میکرو تیر [ ناپایداری دینامیکی و ارتعاشات غ9]راحلی و همکاران 

ها تحت تحریک الکترواستاتیک با لایه های پیزوالکتریک را بررسی کردند. آن

نشان دادند که افزایش غیر خطینگی موجب کاهش دامنه پاسخ زمانی 

شود. تاثیر رفتار وابسته به اندازه میکرو تیر غوطه ور در سیال تراکم ناپذیر می

[ مطالعه شد. 10دی و همکاران ]تحت تحریک الکترواستاتیک توسط اعتما

آنها نشان دادند که اعمال تئوری کوپل تنش و افزایش اندازه پارامتر مشخصه 

 قب آن کاهش دامنه ارتعاشی و شیفتطولی باعث سفتتر شدن سیستم و متعا
 

                                                                                                                                  
1 p-doped si 
2 Thin Film 
3 Wafer Curvature 

 شود.های پاسخ فرکانسی مینمودار

های شود که بعضی از محققان به مطالعه سازههمچنین دیده می

موضعی مهندسی با رفتار ویسکو الاستیک و با در نظرگرفتن تئوری غیر

به مطالعه رفتار دینامیک خطی تیر  [11]اند. لی و همکاران پرداخته

ها از اند. در کار آنبرنولی با تئوری غیر موضعی پرداخته-ویسکوالاستیک اویلر

تفاده شده الاستیک اسبه منظور مدل کردن رفتار ویسکو 4وییت-مدل کلوین

الاستیک استاندارد سه پارامتری و تئوری های ویسکوبود و با استفاده از مدل

ها استخراج شده برنولی، معادلات حاکم بر حرکت نانوتیر-موضعی تیر اویلرغیر

های تیموشنکو انجام دادند ها تحلیل مشابهی را برای تیربود. همچنین آن

به مطالعه اثرات  5راس کروین آنگار مدلبا استفاده از [ 13]. تنگ و هو [12]

های ویسکوالاستیک چند ای دمپینگ تیرفرکانس طبیعی بر روی مشخصه

و همکاران با استفاده از مدل المان محدود،  [14]لایه پرداختند. فریسول 

تیرهای ویسکو الاستیک را با تئوری غیر موضعی و با شرایط مرزی مختلف 

 تحلیل کردند.

بندی المان محدود، تغییر با استفاده از فرمول [15]هری عموشاهی و از

با شرایط مرزی مختلف را مطالعه  های ویسکوالاستیکشکل و کمانش ورق

ای ویسکوالاستیک قرار گرفته بر های دایرهکردند. آنالیز ارتعاشات آزاد ورق

[ 16های ورق، توسط شرعیات و همکاران ]روری یک بستر الاستیک در مرز

ها خواص ماده ویسکوالاستیک در راستای ضخامت و مطالعه شد. در کار آن

[ در یک مطالعه 17کند. صالحی و انصاری ]طور مشابه تغییر میشعاع ورق به

برنولی و تیموشنکو -جامع به بررسی کمانش تیرهای ویسکوالاستیک اویلر

ن در راستای ها برای تیر تینوشنکو بار وابسته به زماپرداختند. در کار آن

های محوری و عرضی وابسته به برنولی ترکیب بار-محوری و برای تیر اویلر

[ تحریک آزاد و 18زمان در نظر گرفته شده بود. مانوویچ و کولاکسکی ]

الاستیک که از برنولی و تیموشنکو را با رفتار ویسکو-های اویلراجباری تیر

ها تاثیر انعطلف پذیری برشی و کند، مطالعه کردند. آنقانون وویت پیروی می

های طبیعی و فاکتور تقویت دینامیکی ضریب ویسکوزیته را بر روی فرکانس

پذیری برشی به طور موثری ها نشان دادند که انعطافرا بررسی کردند. آن

های فرکانسی را دهد و منحنیهای طبیعی را تحت تاثیر قرار میفرکانس

 دهد.فت میکاهش داده و پیک رزونانس را شی

شود تعداد بسیار کمی همچنان که از تحقیقات انجام شده قبلی دیده می

اند. خطی مواد ویسکوالاستیک پرداختهاز محققین به مطالعه دینامیک غیر

آنالیز دینامیکی غیر خطی ورق مستطیلی با ماده  [19] چنگ و ژنگ

چاندرامانی  ویسکوالاستیک تحت بار پریودیک را مطالعه کردند. لیبرسکو و

الاستیک را های ایزوتروپیک با رفتار ویسکوپایداری دینامیکی ورق [20]

های های آشوب ورقبه مطالعه رفتار [21]مطالعه کردند. سان و ژنگ 

ها دریافتند ای پرداختند. آنویسکوالاستیک تحت بار پریودیک درون صفحه

 د افزایش پیدا کند. فو و لوتوانکه پایداری سازه با تنظیم پارامترهای ماده می

خطی بعدی به آنالیز دینامیک غیراساس روابط الاستیسیته سه، بر[22]

های چند لایه متقارن ویسکوالاستیک با وجود ترک عرضی در فاز زمینه ورق

مکانیکی های ترموکمانش ورق و خطیپرداختند. آنالیز دینامیکی غیر

انجام شد.  [23]ها توسط شرعیات نلکامپوزیتی ویسکوالاستیک و ساندویچ پ

های المان به مطالعه مدل [24]با استفاده از اصل کار مجازی، پیتی و ردی 

-های ویسکو الاستیک اویلرهای شبه استاتیک تیرمحدود برای تغییر شکل

تحلیل استاتیکی و  [25]برنولی و تیموشنکو پرداختند. یزدی و جلیلی 
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5 RosseKerwineUngar 



  

 و همکاران آبادامیر ویسی گرگ انالاستیک کرنش-با رفتار تنش خطی میکرو تیر تحت تحریک نیروی الکترواستاتیکبررسی ارتعاشات غیر

 

 899 1شماره  81، دوره 1396 مهرمهندسی مکانیک مدرس، 
 

های کامپوزیت ویسکوالاستیک تحت تحریک تیردینامیکی میگرو و نانو

با  [26]پیزوالکتریک و الکترواستاتیک انجام دادند. حسینی و همکاران 

خطی تیرهای به تحلیل ارتعاشات اجباری غیر 1استفاده از روش اغتشاشات

یکسر گیردار ویسکوالاستیک با یک لایه تحریک کننده پیزوالکتریک 

با استفاده از تئوری تنش کوپل بهبود یافته، یک  [27]پرداختند. ژانگ و فو  

مدل جدید را برای میکرو تیرهای ویسکوالاستیک گسترش دادند. با در نظر 

و با اعمال تئوری تیر  گرفتن نیروی توزیع شده ویسکوز در میکرو تیرها

تیرهای ویسکوالاستیک ویسکوالاستیک، تحلیل استاتیکی و دینامیکی میکرو

مطالعه شد. شوشتری و  [29]و فو و همکاران  [28]نگ توسط فو و ژا

 گیردار یکسر میکروتیرهای خطیغیر آزاد ارتعاشات تحلیل [30]همکاران 

 ه پیزوالکتریک را مطالعه کردند.پوشش داده شده با یک لای ویسکوالاستیک

ارتعشات غیر خطی ورقه کامپوزیت پلیمری تقویت شده با نانولوله کربنی 

-ها با استفاده از تئوری کلوینبررسی شد. آن [31]ن و همکاران توسط کرانیا

 کارمان معادلات حرکت را استخراج کردند. -های ونخطیوویت و غیر

شود بسیاری از همچنان که از تحقیقات انجام شده قبلی دیده می

های الاستیک تحت تحریک خطی تیرمحققان به تحلیل ارتعاشات غیر

ها با در نظر گرفتن اند. همچنین در بسیاری از آنپرداختهالکترواستاتیک 

موضعی و تئوری کوپل تنش بهبود های وابسته به اندازه مثل تئوری غیرتئوری

طور که از اند. همانهای میکرو داشتهیافته سعی در واقعی مدل کردن سازه

شود حتی برای تیر ویسکوالاستیک نیز اثر این این تحقیقات دیده می

که شماری از مواد رغم اینصورت کامل مطالعه نشده است. علیپارامترها به

ها ممکن است رفتار انالاستیک را داشته باشند سازهاستفاده شده در میکرو

ولی با مطالعات انجام شده توسط نویسندگان مقاله، هیچ پژوهشی در مورد 

یک نیروی تیرهای انالاستیک حتی بدون تحرخطی میکروارتعاشات غیر

 اندازه انجام نشده است.های وابسته به الکترواستاتیک و تئوری

این مقاله با استفاده از تئوری کوپل تنش بهبود یافته به مطالعه 

کرنش وابسته به زمان -ها با رفتار تنشتیرخطی میکروارتعاشات غیر

سازی لبعد که توانایی مدپردازد. معادله حاکم بر حرکت در فرم کلی و بیمی

های مختلف تغییر شکل ماده و با خواص هندسی و ها با رفتارانواع تیر

مبنای روش خطی برشود. معادلات غیرمکانیکی مختلف را دارد، استخراج می

 2کاتا-گذاری نتایج از روش عددی رانگمنظور صحهاغتشاشات حل شده و به

فوق وجود دارد. در شود. توافق بسیار خوبی بین نتایج دو روش استفاده می

های تغییر شکل ماده شامل الاستیک، ویسکو ادامه به مطالعه اثر انواع رفتار

های اثر اندازه، شدت انالاستیک و الاستیک و انالاستیک و همچنین اثر پارامتر

های پاسخ فرکانسی و منحنی 3سازی انالاستیک بر ولتاژ پولینزمان آزاد

 شوند.ت آمده به طور کامل تفسیر میشود و نتایج به دسپرداخته می
 

 مدل سازی رفتار انالاستیک 2-

 پدیده شناسی رفتار انالاستیک 1-2-

وجود آمدن تغییر گیرد باعث بهوقتی یک ماده تحت تنش خارجی قرار می

های کوچک، تغییر شکل متناظر با آن آنی شود. برای تنششکل در آن می

رود که به این پدیده رفتار از بین می بوده و با برداشتن تنش مقدار کرنش

وجود شود. در بعضی از مواد تحت تنش، تغییر شکل بهالاستیک گفته می

آمده تابعی از زمان بوده و حتی در فرایند باربرداری نیز تابعی از زمان 

باشد. در صورتی که تغییر شکل به وجود آمده در فرایند باربرداری کاملاً می
                                                                                                                                  
1 muliple scale 
2 Runge-Kutta 
3 Pull-In 

و در صورتی که مقداری تغییر  [32به آن رفتار انالاستیک ] پذیر باشد،برگشت

 شود.شکل در سیستم باقی بماند به آن رفتار ویسکو الاستیک گفته می

در حالت کلی کرنش متناسب با تنش اعمال شده از چندین مولفه 

باشد، تشکیل شده ها در اثر باربرداری تنش میکرنش که توسط پاسخ آن

عنوان مثال باشد. بهر متفاوت وابسته به زمان میطواست و هر بخش به

 فلز حداقل چهار مولفه کرنش دارند:-های آلیاژی شیشهسیستم

آل: قابل برگشت، آنی، روابط تنش و کرنش خطی الاستیسته ایده 1-

[33] 

انالاستیسیته: قابل برگشت، وابسته به زمان، روابط تنش و کرنش  2-

 [35، 34] خطی

ویسکوالاستیک: ماندگار، وابسته به زمان، روابط تنش و کرنش خطی  3-

[35] 

 [36] غیرخطیتنش و کرنش  روابط ،پلاستیک: ماندگار، آنی 4-

نواحی تابع پاسخ و پسا اثر الاستیک برای رفتارهای  "1شکل "در 

 .[28]الاستیک، ویسکو الاستیک و انالاستیک نشان داده شده است 

دهد که برای الاستیک و انالاستیک نشان میویسکومقایسه بین رفتار 

طور رفتار ویسکوالاستیک در طول فرایند گذرا در ناحیه تابع پاسخ، کرنش به

دهنده تابع پاسخ ویسکوز پایدار خطی با زمان افزایش پیدا کرده که نشان

که برای رفتار انالاستیک با گذشت زمان کرنش به حالت تعادلی باشد با آنمی

های الاستیک، ویسکوالاستیک و رسد. همچنین مقایسه بین رفتارید میجد

دهد که برای رفتار الاستیک، انالاستیک در ناحیه پسا اثر الاستیک نشان می

که برای رفتار گردد با آنمیطور آنی به صفر بروجود آمده بهکرنش به

پذیر لًا برگشتصورت تابعی از زمان به صفر برگشته و کامانالاستیک کرنش به

صورت تابعی از زمان باشد و برای رفتار ویسکوالاستیک بخشی از کرنش بهمی

 ماند.صورت ماندگار در سیستم باقی میپذیر بوده و بخشی دیگر نیز بهبرگشت

دهد در مواد انالاستیک سه ناحیه وجود نشان می "1شکل "همچنان که 

ستیک و آزادسازی تنش. انالاستیسیته دارد: ناحیه تابع پاسخ، ناحیه پسا اثر الا

صورت زیر باشد که در آن تابع پاسخ بهپذیر و خطی میفرایندی برگشت

 [.32شود ]معرفی می

(1) 𝐽(𝑡) = 𝜀(𝑡)/𝜎0 
تنش  𝜎0باشد. در این رابطه می 𝜎0غیروابسته از 𝜀(𝑡)/𝜎0(، 1در رابطه )

 کرنش به وجود آمده 𝜀(𝑡)و بوده  "1شکل "ثابت اعمال شده به ماده مطابق 

آید. دست میبه 𝐽صورت به 𝐽(𝑡)باشد. واضح است که برای ماده الاستیک، می

𝑡در زمان  𝐽مقدار اولیه  =  شودنامیده می 𝐽𝑢آزاد نشده  4تابع کمپلیانس 0
 

 
Fig. 1 Response function and elastic aftereffect for ideal elastic, 
anelastic and linear viscoelastic behaviors [32] 

تابع پاسخ و پسا اثر الاستیک برای رفتارهای الاستیک، ویسکوالاستیک و  1شكل 

 [32انالاستیک ]

                                                                                                                                  
4 compliance 
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(𝐽(0) = 𝐽𝑢مقدار تعادلی .) 𝐽(𝑡) در 𝑡 = نامیده  𝐽𝑟 شدهکمپلیانس آزاد  ∞

(∞)𝐽شود )می = 𝐽𝑟( آزاد سازی کمپلیانس طبق رابطه .)شود ( معرفی می2

[32]: 

(2) 𝛿(𝐽) = 𝐽𝑟 − 𝐽𝑢 
از دیدگاه میکروسکوپی، حرکات عیوب ساختار کریستالی که از یک 

𝑡حالت تعادلی در زمان  = 𝑡به حالت تعادلی دیگر در زمان  0 = رود، می ∞

، متناسب با تمرکز 𝛥باشد. شدت آزادسازی انالاستیک میمعرف تغییر شکل 

. [37] باشد، بیانگر یک اندازه از تحرکشان می𝜏زمان آزادسازی و عیوب

,𝜏)بنابراین پدیده انالاستیک با دو پارامتر  𝛥 )شود.توصیف می 

 روابط ریاضی حاکم بر رفتار انالاستیک 2-2-

بازیابی است. انالاستیک در جامدات انالاستیک یک تغییر شکل خطی و قابل 

بیان شود. در ابتدا  "الف-2شکل "تواند با آزمایش نشان داده شده در می

𝑡از یک مقدار کم در زمان  𝜎 تنش = شود و به جسم نمونه اعمال می 0

عبارتی جسم دستخوش کرنش آنی ثبت شود. به 𝜀ماند تا کرنش ثابت می

 𝜀𝑒الاستیک 
شود که با گذشت زمان از صفر به می 𝜀𝑎و کرنش انالاستیک 

طور ناگهانی برداشته شود، کرنش بلافاصله رسد. حال اگر بار بهمی 𝜀𝐴مقدار 

طور آرام )وابسته به زمان( به مقدار کند و بهکاهش پیدا می 𝜀𝑒به اندازه 

در مواد الاستیک رابطه بین  "2شکل "کند. طبق کرنش صفر کاهش پیدا می

 شود.نش بر طبق قانون هوک به فرم زیر نوشته میتنش و کر

(3) 𝜀 = 𝐽𝑢𝜎 
 آید:همچنین در مواد انالاستیک کرنش کلی به صورت زیر به دست می

(4) 𝜀 = 𝜀𝑒+𝜀𝑎 = 𝐽𝑟𝜎 
 باشد.نش الاستیک و انالاستیک میبه ترتیب معرف کر 𝜀𝑎و  𝜀𝑒که 

آل که دارای رفتار انالاستیک باشد با استفاده از سیستم ماده خطی ایده

 باشد. در این شکلسازی می، قابل مدل"ب-2شکل "فنر و دشپات مطابق 

𝜂 = 𝜏/(𝐽𝑟 − 𝐽𝑢) باشد. همچنان که قبلاً نیز گفته شد پدیده انالاستیک می

شود. شدت می بیان 𝜏و زمان آزادسازی  𝛥توسط دو پارامتر شدت آزادسازی 

 صورت زیر قابل بیان است:آزادسازی به

(5) 𝛥 =
𝜀𝐴

𝜀𝑒
=

(𝐽𝑟 − 𝐽𝑢)

𝐽𝑢
 

با استفاده از . باشدبزرگی مقدار کرنش انالاستیک می 𝜀𝐴در این رابطه 

 صورت رابطه نمایی زیر قابل توصیف است:به 𝜀𝑎، کرنش انالاستیک "2شکل "

(6) 𝜀𝑎 = 𝜀𝐴(1 − 𝑒−
𝑡

𝜏) 
 آید:(، رابطه زیر به دست می4( در رابطه )6( و )3روابط ) با جایگذاری

(7) 𝜀 = 𝐽𝑢𝜎 + 𝜀𝐴(1 − 𝑒−
𝑡

𝜏) 
 

  
 )ب( )الف(

Fig. 2 Modeling of anelastic behavior of materials 
 مدل سازی رفتار انالاستیک 2شكل 

 آید:(، رابطه زیر به دست می7با مشتقگیری نسبت به زمان از رابطه )

(8) 𝜏𝜀̇ = 𝜏𝐽𝑢𝜎̇ + 𝜀𝐴𝑒−
𝑡

𝜏 
 شود:(، نتیجه زیر حاصل می8( و )7با جمع کردن روابط )

(9) 𝜏𝜀̇ + 𝜀 = 𝜏𝐽𝑢𝜎̇ + 𝐽𝑢𝜎 + 𝜀𝐴 
( و جایگذاری آن در رابطه 3( و )5از رابطه ) 𝜀𝐴نهایتاً با به دست آوردن 

که فرایند نشان داده شده  آل خطیایدهمعادله ساختاری برای یک جامد (، 9)

 :[32]آید کند، به فرم زیر به دست میرا بیان می "2شکل "در 

(10) 𝜀 + 𝜏𝜀̇ = 𝐽𝑟𝜎 + 𝐽𝑢𝜏𝜎̇ 
 آید: ( به صورت زیر به دست می10(، رابطه )5با استفاده از رابطه )

(11) ((1 + 𝛥)𝜎 + 𝜏𝜎̇)𝐽𝑢 = 𝜀 + 𝜏𝜀̇ 
مواد الاستیک، ویسکوالاستیک و در فرم کلی معادله ساختاری برای 

 صورت زیر  قابل نوشتن است:انالاستیک به

(12) ((1 + 𝛥)𝜎 + 𝜏1𝜎̇)𝐽𝑢 = 𝜀 + 𝜏2𝜀̇ 
𝜏1(، وقتههی 12معادلههه ) = 𝜏2[ وقتههی32، بیههانگر رفتههار انالاسههتیک ،] 

𝜏1 = 0, 𝛥 = ، بیانگر0
 

 [ و وقتهی37وویهت ]-رفتار ویسکوالاسهتیک کلهوین

𝛥 = 0 𝜏1 = 𝜏2 =  باشد.باشد بیانگر رفتار الاستیک می ,0

 معادله حاکم بر حرکت 3-

، 𝐿برنولی دو سر گیردار با طول -مدل تیر مورد مطالعه در این مقاله، تیر اویلر

از صفحه ساکن بوده که تحت  𝑔0و فاصله هوایی اولیه  ℎ، ضخامت  𝑏عرض 

نیز به  𝑧و  𝑥(. در این شکل، 3باشد )شکل تحریک نیروی الکترواستاتیک می

دهند. در این تحقیق ولتاژ تحریک ترتیب جهات طولی و خیز تیر را نشان می

باشد. همچنین فرض شود که می ACو   DCصورت ترکیبی از ولتاژ جریانبه

)جریان مستقیم( قرار  DCتیر ابتدا تحت تحریک الکترواستاتیک با ولتاژ 

حراف از حالت اولیه، جریان شود و پس از انگرفته و دچار خمش استاتیک می

قرار گرفته و شروع به ارتعاش AC متناوب شده و تیر تحت تحریک با ولتاژ 

ل صورت ترکیب تغییر شکنماید. درنهایت تغییر مکان عرضی کلی تیر بهمی

 استاتیک و دینامیک خواهد بود.

[، چگالی انرژی کرنشی 38براساس تئوری کوپل تنش بهبود یافته ]

ها( و انحنا )مرتبط با تانسور کوپل هر دوی کرنش )مرتبط با تنشتابعی از 

(، روابط ساختاری برای میکروتیر 12باشد. با استفاده از رابطه )ها( میتنش

ته به برنولی با استفاده از تئوری کوپل تنش بهبود یاف-ویسکوانالاستیک اویلر

 آید:دست میصورت زیر به

(13) 

(1 + 𝛥 + 𝜏1

𝜕

𝜕𝑡
) 𝜎𝑡 = 𝐸 (1 + 𝜏2

𝜕

𝜕𝑡
) 𝜀 

(1 + 𝛥 + 𝜏1

𝜕

𝜕𝑡
)𝜎𝑚 = 2𝜇𝑙2(1 + 𝜏2

𝜕

𝜕𝑡
)𝜑 

,𝛥( برای رفتار ویسکوالاستیک )13معادلات ) 𝜏1 = [ 24( در مرجع ]0

,𝜑ی فوق، در رابطه باشد.موجود می 𝜎𝑚 , 𝜀, 𝜎𝑡   به ترتیب از راست به چپ

 تانسور تنش، تانسور کرنش، بخش غیرهمگن تانسور کوپل تنش و بخش

 های یانگ و برشی بودهبه ترتیب مدول 𝜇و 𝐸باشند. تانسور انحنا میمتقارن 
 

 
Fig. 3 Schematic representation of the micro-beam subjected to 
transverse electrostatic loading 
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باشد. تانسور کرنش و قسمت متقارن پارامتر مربوط به اثر اندازه ماده می 𝑙  و

 شوند:صورت زیر تعریف میتانسور کوپل تنش به

(14) 

𝜀 =
1

2
(𝛥𝑢 + (𝛥𝑢)T) 

 𝜑 =
1

2
(𝛥𝜃 + (𝛥𝜃)T) 

صورت باشد که بهبردار چرخش می 𝜃بردار جابجایی و  𝑢در این رابطه 

 شود:زیر تعریف می

(15) 𝜃 =
1

2
curl𝑢 

معادله حرکت برای تیر تحت تحریک نیروی وابسته به موقعیت و با در 

 باشد:صورت زیر مینظر گرفتن نیروی کشیدگی لایه میانی به

(16) 𝜌𝛤
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2 − 𝐹el − 𝐹𝑠

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 =
𝜕2𝑀𝑥

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑌𝑥𝑦

𝜕𝑥2  

صورت زیر تعریف ( به𝐹𝑠ی فوق نیروی کشیدگی لایه میانی )در رابطه

 [:39] شودمی

(17) 𝐹𝑠 =
𝐸𝛤

2𝐿
(∫ (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)2

𝐿

0

)𝑑𝑥 

سطح مقطع تیر و  𝛤چگالی جرمی میکروتیر،  𝜌(، 16علاوه در معادله )به

𝑞 باشد. همچنین در این الکترواستاتیک )به دلیل ولتاژ اعمال شده( می نیروی

 𝑀𝑥معادله گشتاور معادل 
 شوند:صورت زیر تعریف میبه 𝑌𝑥𝑦و گشتاور کوپل

(18) 

𝑀𝑥 = ∫ 𝑧𝜎𝑡𝑑Γ 

𝑌𝑥𝑦 = ∫ 𝜎𝑚𝑑Γ 

 باشند:برنولی به صورت زیر می-ها برای تیر اویلرهمچنین کرنش

(19) 𝜀𝑥𝑥 = −𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
, 𝜀𝑥𝑧 = 0  

و سپس انتگرال گیری از هر   𝑧( در 13با ضرب کردن معادله اول رابطه )

(، نهایتاً معادله 19( تا )14( و استفاده از روابط )13دوی معادلات رابطه )

انالاستیک در فرم کلی به صورت زیر به -حاکم بر حرکت میکرو تیر ویسکو

 آید:دست می

(𝐸𝐼 + 𝜇𝛤𝑙2) (1 + 𝜏2

𝜕

𝜕𝑡
)

𝜕4𝑤

𝜕𝑥4 + 𝜌𝛤 (1 + 𝛥 + 𝜏1

𝜕

𝜕𝑡
)

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2  

          − (1 + 𝛥 + 𝜏1

𝜕

𝜕𝑡
)

𝐸𝛤

2𝐿
(∫ (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2𝐿

0

𝑑𝑥)
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 = 

(20)           (1 + 𝛥 + 𝜏1
𝜕

𝜕𝑡
) 𝐹el 

ها، در سازی آنعمومیت بخشیدن به معادلات حرکت و ساده منظوربه

 شود:صورت زیر استفاده میها بهسازی پارامتربعدجا از بیاین

(21) 𝑥̂ =
𝑥

𝐿
, 𝑤̂ =

𝑤

𝑔0
, 𝜏̂1 =

𝜏1

𝑐
, 𝜏̂2 =

𝜏2

𝑐
 , 𝑡̂1 =

𝑡

𝑐
 , 𝜆 =

𝑔0

ℎ
 

زیر تعریف  فرمبه و در میکروتیر بوده صوت سرعت 𝑐در این رابطه 

 شود:می

(22) 𝑐 = 𝐿2√
𝜌Γ

𝐸𝐼
 

بعد ارائه شده، معادله حاکم بر حرکت نهایتاٌ با استفاده از روابط بی

 آید:دست میصورت زیر بهبعد به(( در فرم بی20)معادله )

(23) 

(1 + 𝛼) (1 + 𝜏̂2

𝜕

𝜕𝑡̂1
)

𝜕4𝑤̂

𝜕𝑥̂4 + (1 + 𝛥 + 𝜏̂1

𝜕

𝜕𝑡̂1
)

𝜕2𝑤̂

𝜕𝑡̂1
2  

      −6𝜆2 (1 + 𝛥 + 𝜏̂1

𝜕

𝜕𝑡̂1
) (∫ (

𝜕𝑤̂

𝜕𝑥̂
)

2𝐿

0

𝑑𝑥)
𝜕2𝑤̂

𝜕𝑥̂2 = 

       (1 + 𝛥 + 𝜏̂1

𝜕

𝜕𝑡̂1
) 𝐹̂el 

𝛼در این رابطه  = 12(𝜇/𝐸)(𝑙/ℎ)2 باشد:می 

صورت زیر بعد به، در فرم بی𝐹̂elتیر نیروی الکترواستاتیک وارده بر میکرو

 شود:تعریف می

(24) 𝐹̂el = 𝐾𝑉2
1

(1 − 𝑤̂)2
, 𝐾 =

𝜖0𝑏𝐿4

2𝐸𝐼𝑔0
2 

ولتاژ اعمالی به تیر بوده و شامل دو ترم ولتاژ مستقیم  𝑉در این رابطه 

𝑉DC  و ولتاژ متناوب𝑉AC شوند:صورت زیر معرفی میباشد که بهمی 

(25) 𝑉 = 𝑉AC + 𝑉DC, 𝑉DC = 𝑉dc, 𝑉AC = 𝑉ac sin(𝛺̂𝑡̂)   
به ترتیب بزرگی ولتاژهای مستقیم و متناوب  𝑉acو  𝑉dcدر این رابطه 

تیر شود که میکروبعد است. فرض مینیز فرکانس تحریک بی 𝛺̂باشند و می

شود و سپس تحریک شده و دستخوش جابجایی می DCتحت ولتاژ مستقیم 

مرتعش  ACبا اعمال ولتاژ متناوب  𝑤̂𝑠حول خیز استاتیکی به وجود آمده 

,𝑤̂𝑑(𝑥̂)شده و دستخوش خیز دینامیکی 𝑡̂)) شود. نهایتاً خیز کلی تیر می

 باشد:صورت زیر میاستاتیکی و دینامیکی تیر به مجموع خیز

(26) 𝑤̂(𝑥,̂ 𝑡̂) = 𝑤̂𝑠(𝑥̂) + 𝑤̂𝑑(𝑥̂, 𝑡̂) 
خطی های غیر(، معادله23معادله ) ( در26گذاری رابطه )با جای

 آید:تیر به فرم زیر به دست میاستاتیکی و دینامیکی میکرو

(27) 

(1 + 𝛼)
𝜕4𝑤̂𝑠

𝜕𝑥̂4 − 6𝜆2(1 + 𝛥) (∫ (
𝜕𝑤̂𝑠

𝜕𝑥̂
)

2𝐿

0

𝑑𝑥)
𝜕2𝑤̂𝑠

𝜕𝑥̂2  

       = 𝐾𝑉𝑑𝑐
2

(1 + 𝛥)

(1 − 𝑤̂𝑠)2
 

(1 + 𝛼) (1 + 𝜏̂2

𝜕

𝜕𝑡̂1
)

𝜕4𝑤̂𝑑

𝜕𝑥̂4 + (1 + 𝛥 + 𝜏̂1

𝜕

𝜕𝑡̂1
)

𝜕2𝑤̂𝑑

𝜕𝑡̂1
2  

      −6𝜆2 (1 + 𝛥 + 𝜏̂1

𝜕

𝜕𝑡̂1
) (∫ (

𝜕𝑤̂𝑠

𝜕𝑥̂
)

2𝐿

0

𝑑𝑥)
𝜕2𝑤̂𝑑

𝜕𝑥̂2
 − 

       −12𝜆2 (1 + 𝛥 + 𝜏̂1

𝜕

𝜕𝑡̂1
) (∫ (

𝜕𝑤̂𝑠

𝜕𝑥̂
) (

𝜕𝑤̂𝑑

𝜕𝑥̂
)

𝐿

0

𝑑𝑥 

       + (∫ (
𝜕𝑤̂𝑑

𝜕𝑥̂
)

2𝐿

0

𝑑𝑥))(
𝜕2𝑤̂𝑠

𝜕𝑥̂2 +
𝜕2𝑤̂𝑑

𝜕𝑥̂2 ) = (1 + 𝛥 + 

        𝜏̂1
𝜕

𝜕𝑡̂1
)𝐹̂el−d        

و مشتق مرتبه اول آن نسبت به 𝐹̂el−d نیروی دینامیکی الکترواستاتیک 

صورت زیر قابل بسط دادن زمان در معادله فوق حول خیز استاتیکی  به

 باشد:می

(28) 

𝐹̂el−d = 𝐾(
2𝑉dc

2𝑤̂𝑑

(1 − 𝑤̂𝑠)3 +
2𝑉dc𝑉ac

(1 − 𝑤̂𝑠)2 +
4𝑉dc𝑉ac𝑤̂𝑑

(1 − 𝑤̂𝑠)3  

         +
3𝑉dc

2𝑤̂𝑑
2

(1 − 𝑤̂𝑠)4 +
4𝑉dc

2𝑤̂𝑑
3

(1 − 𝑤̂𝑠)5) 

𝜕𝐹̂el−𝑑

𝜕𝑡̂
= 𝐾(

2𝑉dc
2

(1 − 𝑤̂𝑠)3

𝜕𝑤̂𝑑

𝜕𝑡̂
+

2𝑉dc

(1 − 𝑤̂𝑠)2

𝜕𝑉AC

𝜕𝑡̂
+ 

        +
4𝑉dc𝑉ac

(1 − 𝑤̂𝑠)3

𝜕𝑤̂𝑑

𝜕𝑡̂
+

4𝑉dc𝑤̂𝑑

(1 − 𝑤̂𝑠)3

𝜕𝑉AC

𝜕𝑡̂
+

6𝑉dc
2

(1 − 𝑤̂𝑠)4 

         𝑤̂𝑑

𝜕𝑤̂𝑑

𝜕𝑡̂
+

12𝑉dc
2𝑤̂𝑑

2

(1 − 𝑤̂𝑠)5

𝜕𝑤̂𝑑

𝜕𝑡̂
) 

 حل معادلات 4-

به منظور حل معادلات حاکم بر حرکت، روش گلرکین با تعداد درجات آزادی 

صورت زیر برای خیز شود. بنابراین حل تقریبی بهکار گرفته میمحدود به

 شود:دینامیکی در نظر گرفته می

(29) 𝑤̂(𝑥,̂ 𝑡̂) = ∑ 𝑞̂𝑘

𝑁

𝑘=1

(𝑡̂)𝜓𝑘(𝑥̂) 



  

 و همکاران آبادامیر ویسی گرگ انالاستیک کرنش-با رفتار تنش تحریک نیروی الکترواستاتیک خطی میکرو تیر تحتبررسی ارتعاشات غیر
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شکل مود  𝜓𝑘(𝑥̂)ضرایب زمانی مجهول تیر است و  𝑞̂𝑘(𝑡̂)در این رابطه 

( و سپس 27( در معادله )29( و )28باشد. با جایگذاری روابط )طبیعی تیر می

گیری روابط در در معادله حاصله و نهایتاً انتگرال 𝜓𝑘(𝑥̂)با ضرب کردن 

 آید:راستای طولی تیر، معادله حاکم بر حرکت تیر به فرم زیر به دست می

𝐴1𝑓 (𝐾(1 + 𝛥)𝑉AC + 𝐾𝜏̂1

𝜕𝑉AC

𝜕𝑡̂
) + ∑(𝐾(1 + 𝛥)𝐴2𝑘𝑓 +

𝑁

𝑘=1

 

         𝐾𝐴3𝑘𝑓 ((1 + 𝛥)𝑉AC + 𝜏̂1

𝜕𝑉AC

𝜕𝑡̂
) − (1 + 𝛼)𝐴4𝑘𝑓 

        −6𝜆2𝐵1𝑘𝑓)𝑞̂𝑘 + ∑(𝐾𝜏̂1(𝐴2𝑘𝑓 + 𝑉AC𝐴3𝑘𝑓) −

𝑁

𝑘=1

 

        (1 + 𝛼)𝜏̂1𝐴4𝑘𝑓 − 6𝜆2𝐵2𝑘𝑓)𝑞̇̂𝑘 − ∑(1 + 𝛥)𝐴5𝑘𝑓

𝑁

𝑘=1

𝑞̈̂𝑘 

        + ∑ 𝜏̂1𝐴5𝑘𝑓

𝑁

𝑘=1

𝑞⃛̂𝑘 + ∑ ∑ (𝐾(1 + 𝛥)𝐴6𝑘𝑚𝑓

𝑁

𝑚=1

− 6𝜆2

𝑁

𝑘=1

 

          𝐵3𝑘𝑚𝑓)𝑞̂𝑘𝑞̂𝑚+ ∑ ∑ ∑(𝐾(1 + 𝛥)𝐴7𝑘𝑚𝑛𝑓

𝑁

𝑛=1

𝑁

𝑚=1

𝑁

𝑘=1

 

          −6𝜆2𝐵4𝑘𝑚𝑛𝑓)𝑞̂𝑘𝑞̂𝑚𝑞̂𝑛 + 2 ∑ ∑ (𝐾𝜏̂1𝐴6𝑘𝑚𝑓 −

𝑁

𝑚=1

𝑁

𝑘=1

 

           6𝜆2𝐵5𝑘𝑚𝑓)𝑞̂𝑘 𝑞̇̂𝑚 + 3 ∑ ∑ ∑(𝐾𝜏̂1𝐴7𝑘𝑚𝑛𝑓

𝑁

𝑛=1

𝑁

𝑚=1

𝑁

𝑘=1

 

(30)            −6𝜆2𝐵6𝑘𝑚𝑛𝑓)𝑞̂𝑘𝑞̂𝑚𝑞̇̂𝑛 = 0;  𝑓 = 1,2,3, … , 𝑁 

 آیند.دست میصورت زیر بهبه [B]و  [A]های در این معادله مولفه

𝐴1𝑓 = ∫
2𝑉dc

(1 − 𝑤̂𝑠)2

1

0

𝜓𝑓𝑑𝑥̂, 𝐴2𝑘𝑓 = ∫
2𝑉dc

2 𝜓𝑘𝜓𝑓

(1 − 𝑤̂𝑠)3

1

0

𝑑𝑥̂ 

𝐴3𝑘𝑓 = ∫
4𝑉dc

(1 − 𝑤̂𝑠)3

1

0

𝜓𝑘𝜓𝑓𝑑𝑥̂, 𝐴4𝑘𝑓 = ∫ 𝜓𝑘
(4)

𝜓𝑓

1

0

𝑑𝑥̂ 

𝐴5𝑘𝑓 = ∫ 𝜓𝑘𝜓𝑓

1

0

𝑑𝑥̂, 𝐴6𝑘𝑚𝑓 = ∫
3𝑉dc

2 𝜓𝑘𝜓𝑚𝜓𝑓

(1 − 𝑤̂𝑠)4

1

0

𝑑𝑥̂ 

𝐴7𝑘𝑚𝑛𝑓 = ∫
4𝑉dc

2 𝜓𝑘𝜓𝑚𝜓𝑛𝜓𝑓

(1 − 𝑤̂𝑠)5

1

0

𝑑𝑥̂, 𝐵1𝑘𝑓 = 

 𝐴5𝑘𝑓 = ∫ 𝜓𝑘𝜓𝑓

1

0

𝑑𝑥̂, 𝐴6𝑘𝑚𝑓 = ∫
3𝑉dc

2 𝜓𝑘𝜓𝑚𝜓𝑓

(1 − 𝑤̂𝑠)4

1

0

𝑑𝑥̂ 

𝐴7𝑘𝑚𝑛𝑓 = ∫
4𝑉dc

2 𝜓𝑘𝜓𝑚𝜓𝑛𝜓𝑓

(1 − 𝑤̂𝑠)5

1

0

𝑑𝑥̂, 𝐵1𝑘𝑓 = 

        ∫(∫
2𝜕𝑤̂𝑠𝜓𝑘

′

𝜕𝑥̂

1

0

1

0

𝑑𝑥̂)
𝜕2𝑤̂𝑠𝜓𝑓

𝜕𝑥̂2 𝑑𝑥̂ + ∫(∫ (
𝜕𝑤̂𝑠

𝜕𝑥̂
)

21

0

1

0

𝑑𝑥̂) × 

         𝜓𝑘
′′𝜓𝑓𝑑𝑥̂, 𝐵2𝑘𝑓 = ∫(∫ (

𝜕𝑤̂𝑠

𝜕𝑥̂
)

21

0

1

0

𝑑𝑥̂)𝜓𝑘
′′𝜓𝑓𝑑𝑥̂ + 

          ∫(∫
2𝜕𝑤̂𝑠𝜓𝑘

′

𝜕𝑥̂

1

0

1

0

𝑑𝑥̂)
𝜕2𝑤̂𝑠𝜓𝑓

𝜕𝑥̂2 𝑑𝑥̂, 𝐵3𝑘𝑚𝑓 =  

          ∫(∫ 𝜓𝑘
′ 𝜓𝑚

′

1

0

1

0

𝑑𝑥̂)
𝜕2𝑤̂𝑠𝜓𝑓

𝜕𝑥̂2 𝑑𝑥̂ + ∫(∫
2𝜕𝑤̂𝑠𝜓𝑘

′

𝜕𝑥̂

1

0

1

0

𝑑𝑥̂) × 

           𝜓𝑚
′′ 𝜓𝑓 𝑑𝑥̂, 𝐵4𝑘𝑚𝑛𝑓 = ∫(∫ 𝜓𝑘

′ 𝜓𝑘
′

1

0

1

0

𝑑𝑥̂) 𝜓𝑛
′′𝜓𝑓𝑑𝑥̂  

𝐵5𝑘𝑚𝑓 = ∫(∫
𝜕𝑤̂𝑠𝜓𝑚

′

𝜕𝑥̂

1

0

1

0

𝑑𝑥̂) 𝜓𝑘
′′𝜓𝑓𝑑𝑥̂ + ∫(∫ 2𝜓𝑘

′ 𝜓𝑚
′

1

0

1

0

𝑑𝑥̂) 

          ×
𝜕2𝑤̂𝑠𝜓𝑓

𝜕𝑥̂2 𝑑𝑥̂ + ∫(∫
𝜕𝑤̂𝑠𝜓𝑘

′

𝜕𝑥̂

1

0

1

0

𝑑𝑥̂) 𝜓𝑚
′′ 𝜓𝑓𝑑𝑥̂ 

𝐵6𝑘𝑚𝑛𝑓 = 2 ∫(∫ 𝜓𝑘
′ 𝜓𝑛

′

1

0

1

0

𝑑𝑥̂) 𝜓𝑚
′′ 𝜓𝑓𝑑𝑥̂ + ∫(∫ 𝜓𝑘

′ 𝜓𝑚
′

1

0

1

0

𝑑𝑥̂) 

(31)           × 𝜓𝑛
′′𝜓𝑓𝑑𝑥̂ 

-صورت عددی با استفاده از روش رانگمعادلات حاکم بر حرکت تیر به

های چند گانه نیز علاوه روش اغتشاشات مقیاسباشد. بهکاتا قابل حل می

کار گرفته شود. در این تواند بهمعادلات میصورت عددی به منظور حل این به

گذاری نتایج استفاده منظور صحهکاتا به-تحقیق از روش حل عددی رانگ

کاتا در بخش نتایج نشان داده -شود و بعداً با استفاده از روش رانگمی

𝑁)های بالا شود که شکل مودمی = 1,2,3, . . اثر چشمگیری بر نتایج  (

عنوان مود غالب در نظر گرفته شود. تواند بهی( مN=1نداشته و مود اول )

شود. نهایتاً با بنابراین در روش اغتشاشات فقط مود اول در نظر گرفته می

𝑁اعمال  = 1 ،𝜓1(𝑥̂) = 𝜓(𝑥̂) و𝑞̂1(𝑡̂) = 𝑞̂(𝑡̂)
 

(، معادله 27در معادله )

 آید:فرم زیر به دست میمفروض به

𝐴1 (𝐾(1 + 𝛥)𝑉AC + 𝐾𝜏̂1

𝜕𝑉AC

𝜕𝑡̂
) + (𝐾(1 + 𝛥)𝐴2 + 

        𝐾𝐴3((1 + 𝛥)𝑉AC+𝜏̂1

𝜕𝑉AC

𝜕𝑡̂
) − (1 + 𝛼)𝐴2 − 6𝜆2𝐵1)𝑞̂ 

       +(𝐾𝜏̂1(𝐴2 + 𝑉AC𝐴3) − (1 + 𝛼)𝜏̂1𝐴4 − 6𝜆2𝐵2)𝑞̇̂ 

      −(1 + 𝛥)𝐴2𝑞̈̂ + 𝜏̂1𝐴5𝑞⃛̂ + (𝐾(1 + 𝛥)𝐴6 − 6𝜆2𝐵3)𝑞̂𝑞̂2 

       +(𝐾(1 + 𝛥)𝐴7 − 6𝜆2 𝐵4)𝑞̂3 + 2(𝐾𝜏̂1𝐴6 − 6𝜆2 

(32)         𝐵5)𝑞̂𝑞̇̂ + 3(𝐾𝜏̂1𝐴7 + 6𝜆2 𝐵6)𝑞̂2𝑞̇̂ = 0 

به 𝜀 توان حولبرمبنای تکنیک اغتشاشات، پاسخ زمانی سیستم را می

 صورت رابطه زیر بسط داد.

(33) 𝑞̂𝑘(𝑡̂; 𝜀) = ∑ 𝜀𝑛𝑞𝑗(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2)

𝑁

𝑘=1

+ 𝑂(𝜀2) 

𝑇0در این رابطه  = 𝑡̂ و𝑇2 = 𝜀2𝑡̂, 𝑇1 = 𝜀𝑡̂ های زمانی چندگانه مقیاس

پارامتر بدون بعد اغتشاش است و دارای مقیاسی در اندازه دامنه  𝜀بوده و 

صورت های زمانی، بهباشد. مشتقات نسبت به هر یک از این مقیاسجواب می

 آیند.زیر دست می

(34) 

𝑑

𝑑𝑡̂
= 𝐷0 + 𝜀𝐷1 + 𝜀2𝐷2 

𝑑2

𝑑𝑡̂2
= 𝐷0

2 + 2𝜀𝐷0𝐷1 + 𝜀2(𝐷1
2 + 2𝜀𝐷0𝐷2) + 2𝜀2𝐷0𝐷2 

𝑑3

𝑑𝑡̂3
= 𝐷0

3 + 3𝜀𝐷0
2𝐷1 + 3𝜀2𝐷0

2𝐷2 + 3𝜀2𝐷2
2𝐷0 

        +6𝜀3𝐷0𝐷1𝐷2 + 𝜀3𝐷1
3 + ⋯ 

𝑛در این رابطه = 0,1,2,  𝐷𝑛 = 𝜕/𝜕𝑇𝑛 باشد. برای بررسی تحریک می

بسیار نزدیک به فرکانس  (𝛺̂)شود که فرکانس تحریک اولیه، فرض می

 باشد، یعنی: (𝜔)طبیعی خطی سیستم 

(35) 𝛺̂ = 𝜔 + 𝜀2𝜎 
 اختلاف مقدار و شودمی نامیده تشدید از انحراف پارامتر 𝜎 در این رابطه

 نشان را مربوطه سیستم خطی طبیعی و فرکانس تحریک فرکانس بین

در  سازی معادلات در محاسبات و نوشتن، علامت هتمنظور سادهبه .دهدمی

( در 35( تا )33شود. با جایگذاری معادلات )معادلات و روابط حذف می

در طرفین،  𝜀 های مشابه برابر قرار دادن ضرایب توان( و سپس با 30معادله )

 شوند:( حاصل می38( تا )36روابط )
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(36) 𝜀1: 𝐷0
2𝑞1 + 𝜔2𝑞1 = 0 

(37) 𝜀2: 𝐷0
2𝑞2 + 𝜔2𝑞2 = −2𝐷0𝐷1𝑞1 + 𝐶1𝑞1

2 

(38) 

𝜀3: 𝐷0
2𝑞3 + 𝜔2𝑞3 = −2𝐷0𝐷1𝑞2 + 𝐷1

2𝑞1 + 2𝐷0𝐷2𝑞1 + 
     𝐶2𝐷0𝑞1 + 𝐶4𝐷0

3𝑞1 − 2𝐶1𝑞1𝑞2 + 𝐶3𝑞1
3 +

   +𝐶5((1 + 𝛥)𝑉ac cos(𝛺𝑡) + 𝜏1𝑉ac𝐷0 cos(𝛺𝑡)) 

 در این معادلات داریم:

(39) 

𝜔2 =
(1 + 𝛼)𝐴4 − 6𝜆2𝐵1 − 𝐾(1 + 𝛥)𝐴2

(1 + 𝛥)𝐴5
 

𝐶1 =
−6𝜆2𝐵3 + 𝐾(1 + 𝛥)𝐴6

(1 + 𝛥)𝐴5
 

𝐶2 =
(1 + 𝛼)𝜏2𝐴4 − 6𝜆2𝐵2 − 𝐾𝜏1𝐴2

(1 + 𝛥)𝐴5
 

𝐶3 =
−6𝜆2𝐵4 + 𝐾(1 + 𝛥)𝐴7

(1 + 𝛥)𝐴5
, 𝐶4 =

−𝜏1

(1 + 𝛥)
 

𝐶5 =
−𝐾A1

(1 + 𝛥)𝐴5
𝑉ac 

 باشد:( بصورت زیر می36معادله ) حل عمومی

(40) 𝑞1 (𝑇0, 𝑇1, 𝑇2) = 𝐴(𝑇1, 𝑇2)𝑒𝑖𝜔𝑇0 + 𝐴(𝑇1, 𝑇2)𝑒−𝑖𝜔𝑇0 

بیانگر مزدوج آن است.  𝐴یک تابع مختلط و  𝐴(، 40در رابطه )

 ( منجر خواهد شد به:37( در معادله )40جایگذاری رابطه )

(41)  𝐷0
2𝑞2 + 𝜔2𝑞2 = −2𝑖𝜔𝐷1𝐴𝑒𝑖𝜔𝑇0 + 𝐶1𝐴2𝑒2𝑖𝜔𝑇0 + 2𝐶1𝐴𝐴 

گیری جملات بسیار بزرگ پذیری معادله بالا ممانعت از شکلشرط جمله

𝐷1𝐴رابطه  باید 𝑒𝑖𝜔𝑇0باشد برای حذف ضریب جمله می در پاسخ زمانی = 0 

صورت زیر به دست به 𝑞2(، 41برقرار باشد. با اعمال این رابطه در معادله )

 آیدمی

(42) 𝑞2 =
𝐶1𝐴2

3𝜔2 𝑒2𝑖𝜔𝑇0 +
2𝐶1𝐴𝐴

𝜔2 + 𝑐𝑐 

 شود به:( منجر می38( در معادله )42( و )40نهایتاً جایگذاری روابط )

(43) 

𝐷0
2𝑞3 + 𝜔2𝑞3 = 

         (−2𝐷0𝐷2𝐴 +
10𝐶1

2𝐴2𝐴

3𝜔2
− 𝐶2𝐷0𝐴 − 3𝐶3𝐴2𝐴 + 

        𝐶4𝐷0
3𝐴 + 0.5𝐶5𝐴(𝑖(1 + 𝛥) − 𝜏1𝜔)𝑒𝑖𝜎𝑇2)𝑒𝑖𝜔𝑇0  

        +(𝐶3𝐴3 −
2𝐶1

2𝐴3

3𝜔2
)𝑒3𝑖𝜔𝑇0+0.5𝐶5𝐴(𝑖(1 + 𝛥) − 𝜏1𝜔) 

         × 𝑒−(𝑖𝜎𝑇0+𝑖𝜔𝑇0) + 𝑐𝑐     

گیری جملات بسیار بزرگ پذیری معادله بالا ممانعت از شکلشرط جمله

( باید 43در معادله ) 𝑒𝑖𝜔𝑇0در پاسخ زمانی می باشد برای حذف ضریب جمله 

 رابطه زیر برقرار باشد:

(44) 
−2𝐷0𝐷2𝐴 +

10𝐶1
2𝐴2𝐴

3𝜔2 − 𝐶2𝐷0𝐴 − 3𝐶3𝐴2𝐴 + 
         𝐶4𝐷0

3𝐴 + 0.5𝐶5𝐴(𝑖(1 + 𝛥) − τ1𝜔)𝑒𝑖𝜎𝑇2 = 0 

( یک معادله مختلط بوده و به منظور پیدا کردن جواب پایدار 44معادله )

 شود:به صورت زیر در نظر گرفته می 𝐴برای ارتعاشات عرضی میکروتیر تابع 

(45) 𝐴 =
1

2
𝑎𝑒𝑖𝛽 

به ترتیب بزرگی دامنه و زاویه فاز بوده و توابع   𝛽و 𝑎در این رابطه 

( و جداسازی 44( در معادله )45باشند. با جایگذاری رابطه )می 𝑇2حقیقی از 

𝛾های مختلط و حقیقی و با تعریف یک متغیر جدید به شکل ترم = 𝜎𝑇2 −

𝛽( حاصل می46، رابطه ):شود 

(46) 

 𝛾′ = 𝜎 + (
10𝐶1

2 − 9𝐶3𝜔2

24𝜔3 ) 𝑎2 −
𝐶5

2𝜔𝑎
((1 + 𝛥) sin(𝛾) 

         + 𝜏1𝜔 cos(𝛾))   

𝑎′ = −
𝑎𝐶2

2
−

𝑎𝐶4𝜔2

2
+

𝐶5

2𝜔
((1 + 𝛥) cos(𝛾) 

          − 𝜏1𝜔 sin(𝛾))  

′𝑎با فرض = 𝛾′ = از روابط  𝛾 برای وجود ارتعاشات پایدار و حذف 0

دست صورت زیر بهها، نهایتاً معادله پاسخ فرکانسی بهسازیفوق و بعضی ساده

 آید:می

(47) 

𝜎 =
1

𝜔𝑎
{(

9𝐶3𝜔2 − 10𝐶1
2

24𝜔2 ) 𝑎3 ±
1

2
{𝐶5

2((1 + 𝛥)2 

      + (𝜏1𝜔)2) − (𝐶2𝜔𝑎 + 𝑎𝐶4𝜔3)2}0.5} 

 هااستخراج نتایج و بحث بر روی آن 5-

الاستیک و انالاستیک بر در این بخش، اثرات رفتارهای الاستیک، ویسکو

دست آمده از شود. در ابتدا نتایج بهها بررسی میتیرخطی میکروارتعاشات غیر

گذاری گردیده کاتا صحه-بندی ارائه شده با استفاده از حل عددی رانگفرمول

و در ادامه اثر رفتارهای مختلف مواد و بعضی از پارامترهای موثر بر رفتار 

گیرد. تیر مورد مطالعه ساخته ها مورد مطالعه قرار میتیردینامیکی میکرو

 66.8دارای مدول یانگ  درصد وزنی( مس بوده و 1شده از آلیاژ آلومینیوم+)

[ مورد مطالعه 5(. این ماده قبلًا توسط مرجع ]1باشد )جدول پاسکال میمگا

 تیک برای این ماده دیده شده است.قرار گرفته و رفتار انالاس

گذاری نتایج از روش عددی منظور صحههمچنان که قبلاً نیز گفته شد به

ین روش، تاثیر شماره مودهای بالا شود و با استفاده از اکاتا استفاده می-رانگ

شود. پاسخ دینامیکی تیر انالاستیک ها مطالعه میتیربر رفتار دینامیکی میکرو

𝑁برای مودهای  = 1 , 𝑁 = 1,2 , 𝑁 = مطالعه شده  "4شکل "در  1,2,3

 است.

های بالا تاثیر ناچیزی بر پاسخ دهد، مودمی "4شکل "همچنان که 

 تواند در استخراج نتایج استفادهبه تنهایی میدینامیکی گذاشته و مود اول 

 شکل"شود. تغییرات دامنه ارتعاشات میکروتیر برحسب فرکانس تحریک در 

 
Table 1 Geometrical properties of micro beam 

 خواص هندسی میکرو تیر 1جدول 

 مقدار پارامتر

 250 طول )میکرومتر(
 20 عرض )میکرومتر(

  2 شخامت )میکرومتر(

 1 فاصله هوایی )میکرومتر(

 8.8541 ثابت گذر دهی خلاء )پیکوفاراد بر متر(

 

 
Fig. 4 Effects of higher modes on the dynamic response of a anelastic 

micro beam 𝜏1,2 = 0.3, 𝛥 = 0.01, 𝛺 = 3 
 های مرتبه بالا بر پاسخ دینامیکی میکروتیر انالاستیکاثر مود 4شكل 

𝜏1,2 = 0.3, 𝛥 = 0.01, 𝛺 = 3 
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نشان داده شده است. در این شکل خطوط ممتد نشانگر ناحیه پایدار و  "5

گذاری بیشتر نتایج منظور صحهباشد. بهخطوط بریده نشانگر ناحیه ناپایدار می

دست آمده با استفاده از روش دست آمده به روش اغتشاشات، نتایج بهبه

آورده  "6شکل "واقع بر ناحیه پایدار در  Pکاتا در نزدیکی نقطه -عددی رانگ

دهد که توافق بسیار خوبی بین روش دست آمده نشان میشده است. نتایج به

 کاتا وجود دارد.-غتشاشات و رانگا

اثر شدت انالاستیک بر ولتاژ پولین براساس تئوری  "7شکل "در 

دهد کلاسیک و کوپل تنش بهبود یافته آورده شده است. این شکل نشان می

که با افزایش شدت انالاستیک، برای هر دو تئوری کلاسیک و کوپل تنش 

شود که برای یابد. همچنین دیده میبهبود یافته، مقدار ولتاژ پولین کاهش می

هر مقدار دلخواه شدت انالاستیک، تئوری کوپل تنش بهبود یافته به دلیل 

تغییرات  "8شکل "در شود. بالابردن سفتی سازه باعث افزایش ولتاژ پولین می

های الاستیک، ویسکوالاستیک ولتاژ پولین با مقادیر مختلف اثر اندازه برای تیر

دهد با افزایش و انالاستیک آورده شده است. همچنان که این شکل نشان می

 یابد.دلیل افزایش سفتی سازه مقدار ولتاژ پولین افزایش میاثر اندازه به

ندازه ولتاژ پولین برای تیر الاستیک و همچنین برای هر مقدار اثر ا

 ، با"7شکل "باشد. مشابه با ویسکوالاستیک بیشتر از تیر انالاستیک می

 افزایش شدت انالاستیک، سفتی سازه کاهش پیدا کرده و ولتاژ پولین کاهش

 

 
Fig. 5 Frequency response curve of micro anelastic beam 𝜏1,2 =
0.1, 𝛥 = 0.01 

𝜏1,2منحنی پاسخ فرکانسی برای میکروتیر انالاستیک  5شكل  = 0.1, 𝛥 = 0.01 

 
Fig. 6 Time history near points P 

  P تاریخچه خیز نقطه 6شكل 

 

Fig. 7 Effects of anelastic relaxation intensity on the Pull-In voltage 

obtained by the CT and MCST 
های کلاسیک و کوپل بر ولتاژ پولین براساس تئوریاثر شدت انالاستیک  7شكل 

 تنش بهبود یافته  برای میکروتیر

 
Fig. 8 variation of Pull-in voltage for different mechanical behaviours 

of materials for some length scales  
های مختلف تغییرات ولتاژ پولین برای مقادیر مختلف اثر اندازه برای رفتار 8شكل 

 مواد میکروتیر

دهد که ولتاژ پولین در هر مقدار اثر اندازه برای یابد. این شکل نشان میمی

 باشد.تیر الاستیک و ویسکوالاستیک یکسان می

الاستیک های مختلف مواد )الاستیک، ویسکودر ادامه به بررسی اثر رفتار

فرکانسی پرداخته  های پاسخو انالاستیک( و پارامترهای مختلف بر منحنی

های الاستیک، های پاسخ فرکانسی برای مدلمنحنی "9شکل "شود. در می

وویت( و انالاستیک برای مقادیر مختلف زمان آزاد -ویسکوالاستیک )کلوین

ها نشان های انالاستیک آورده شده است. همچنان که این شکلسازی و شدت

دامنه پاسخ فرکانسی  دهند برای هر مقدار دلخواه شدت انالاستیک،می

باشد. از الاستیک میدست آمده از مدل انالاستیک بیشتر از مدل ویسکوبه

طرفی با افزایش شدت انالاستیک، دامنه پاسخ فرکانسی افزایش پیدا کرده یا 

های انالاستیک و شود. مقایسه بین مدلعبارتی نرمی سیستم بیشتر میبه

( و برای شدت 0.01سازی پایین )ی آزادهادهد که در زمانالاستیک نشان می

، منحنی پاسخ فرکانسی برای هر دو تیر الاستیک و انالاستیک 0.1انالاستیک 

باشند ولی با افزایش شدت انالاستیک، اختلاف بین دو مدل تقریباً مشابه می

(، برای هر مقدار شدت 0.1سازی بیشتر )های آزادشود. در زمانبیشتر می

های انالاستیک و ویسکوالاستیک دست آمده از مدلیج بهانالاستیک، نتا

باشد. تغییرات منحنی پاسخ فرکانسی برای مقادیر مختلف پارامتر متفاوت می
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بررسی شده است. این  "10شکل "اثر اندازه برای میکروتیر انالاستیک در 

دهد که در نظر گرفتن پارامتر اثر اندازه سفتی تیر را افزایش شکل نشان می

شود که با شود. از این شکل دیده میداده و باعث کاهش دامنه پاسخ می

درصد  69.5، مقدار بیشینه دامنه پاسخ 0.3به  0.1افزایش پارامتر اثر اندازه از 

 یابد.کاهش می

 "11شکل "های فرکانسی در اثر زمان آزادسازی انالاستیک بر منحنی

 افزایش زمان آزادسازی دهد که بامطالعه شده است. این شکل نشان می

 

 
𝜏 ویسکو الاستیک )الف( = 𝜏1,2، انالاستیک  0.01 = 0.01/𝛥 

 

𝜏 )ب( الاستیک  = 𝜏1,2، انالاستیک 0 = 0.01 

 
𝜏 )ج( الاستیک = 𝜏1,2، انالاستیک0 = 0.1 

Fig. 9 Effect of elastic, viscoelastic and anelastic deformation 

behaviours on frequency-response curves 
های تغییر شکل الاستیک، ویسکوالاستیک و انالاستیک بر منحنی اثر رفتار 9شكل 

 پاسخ فرکانسی

 
Fig. 10 Effect of modified couple stress theory on frequency-response 

curves 𝜏1,2 = 0.2, 𝛥 = 0.01 
اثر تئوری کوپل تنش بهبود یافته بر منحنی پاسخ فرکانسی میکروتیر  10شكل 

𝜏1,2انالاستیک  = 0.2, 𝛥 = 0.01 

 
Fig. 11 Effect of anelastic relaxation time on frequency-response 

curves 𝜏1,2 = 0.2, 𝛥 = 0.01 
اثر زمان آزادسازی انالاستیک بر منحنی پاسخ فرکانسی میکروتیر  11شكل 

𝜏1,2 انالاستیک  = 0.2, 𝛥 = 0.01 

شود. سفتی کلی سازه افزایش پیدا کرده و منجر به کاهش دامنه پاسخ می

شود که با افزایش زمان آزادسازی رنج فرکانس عملیاتی نیز همچنین دیده می

 کند.گسترش پیدا می
 

 گیرینتیجه 6-

کرنش وابسته به زمان برای ماده با -کارگیری رفتار تنشدر مقاله حاضر با به

تغییر شکل انالاستیک، ارتعاشات غیرخطی میکروتیر تحت تحریک نیروی 

الکترواستاتیک مطالعه شد. معادلات حاکم بر حرکت براساس تئوری کوپل 

لایه میانی به دست تنش بهبود یافته و با در نظر گرفتن نیروی کشیدگی 

آمدند. معادلات حاکم بر حرکت با استفاده از روش اغتشاشات حل شدند و با 

گذاری گردید. حل عددی دست آمده صحهکاتا نتایج به-استفاده از روش رانگ

ها داشته و مود های مرتبه بالا تاثیر بسیار کمی بر جوابنشان داد که مود

زیر از نتایج غالب در نظر گرفته شود. موارد عنوان مود تواند بهمرتبه اول می

 باشد:این تحقیق می

کرنش مواد در فرآیند -ها، بررسی رفتار تنشدر میکروسازه 1-

ییر شکل ماده منظور شناسایی رفتار تغبارگذاری و باربرداری به

 باشد.بسیار مهم می
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با افزایش شدت انالاستیک، سفتی کلی سازه کاهش پیدا کرده  2-

ایش دامنه پاسخ فرکانسی باعث کاهش ولتاژ پولین و نهایتا افزکه 

 شود.می

های الاستیک و انالاستیک، با افزایش اثر اندازه مشابه با تیر 3-

سخ سفتی کلی سازه افزایش پیدا کرده که باعث کاهش دامنه پا

 شود.و افزایش ولتاژ پولین می

تر بوده و برای تیر ویسکوالاستیک نسبت به تیر انالاستیک سفت 4-

ولتاژ پولین متناظر با تیر  تیر، مکانیکی و خواص مشابه هندسی

ویسکوالاستیک بیشتر از تیر انالاستیک و متناظراً دامنه پاسخ 

 باشد.کمتر از تیر انالاستیک می فرکانسی آن

به افزایش سفتی سازه و  سازی انالاستیک منجرافزایش زمان آزاد 5-

شدن رنج فرکانس تر نهایتاً کاهش دامنه پاسخ فرکانسی و وسیع

 شود.عملیاتی می

𝜏1,2در رنج پایین زمان آزاد سازی انالاستیک  6- = ( برای (0.01

𝛥شدت انالاستیک  = ، دو مدل الاستیک و انالاستیک نتایج 0.1

انالاستیک،  کنند ولی با افزایش شدتبینی میای را پیشمشابه

های بالاتر زمان شود. در رنجاختلاف بین نتایج بیشتر می

آزادسازی انالاستیک، برای هر مقدار دلخواه شدت انالاستیک، 

های الاستیک و انالاستیک متفاوت نتایج به دست آمده از مدل

 باشند. می
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