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 گیریشود. مقادیر اندازهدر این مقاله شناسایی خواص حرارتی یک ماده مدرج تابعی با حل مسأله انتقال حرارت به صورت معکوس بررسی می 
شده دما در بخشی از مرز که شار حرارتی به عنوان شرط مرزی داده شده و یا مقادیر شار در بخش دیگر از مرز که دما به عنوان شرط مرزی 

جا هدایت حرارتی به صورت تابعی گیرند. در اینهای اضافی در حل مسأله معکوس مورد استفاده قرار توانند به عنوان دادهاست، می همشخص شد
زمان تخمین زده شود. برای حل مسأله مستقیم انتقال حرارت در این به طور هم شود و باید سه ضریب ثابتمیدرجه دوم در یک راستا فرض 

سازی همگانی جدید از نوع شود. در بخش معکوس از الگوریتم رقابت استعماری که یک روش بهینهز روش المان مرزی استفاده مینوع مواد ا
شود. کد معکوس توسعه داده شده از تکاملی و فراابتکاری است، برای تعیین ضرایب هدایت حرارتی ماده مدرج با تابع درجه دوم استفاده می

کند. برای نشان دادن قابلیت و کارآیی کد نوشته شده اصل از حل مستقیم المان مرزی با ضرایب حرارتی معلوم استفاده میمقادیر دما و شار ح
 .اندگذاری شدهتعدادی مثال حل و نتایج بررسی و صحه
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 Identification of the thermal conductivity of a functionally graded material (FGM) is considered as an 

inverse heat conduction problem. In this investigation, the measurements of the temperatures on the 

portion of the 2D body where heat flux is specified as the boundary condition and/or the heat flux on the 

portion of the boundary where temperature is specified as the boundary condition are used as additional 

data needed to identify the thermal conductivity of the FGM domain in an inverse procedure. The 
thermal conductivity is approximated as a quadratic function of only one direction, and therefore three 

constant coefficients should be estimated simultaneously. The solution of the direct heat conduction 

problem for FGM domain is obtained using the boundary elements method (BEM). The imperialist 
competitive algorithm (ICA) which is an evolutionary and meta-heuristic global optimization is used to 

identify the constants in the thermal conductivity function of the quadratic FGM. An inverse computer 

code is developed which employs the boundary temperature and heat flux measurements data obtained 
by solving the direct boundary elements code with known thermal conductivity. To show the feasibility 

and effectiveness of the developed inverse code, a number of example problems are solved and results 

are verified. 
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 مقدمه 1-

یکی از موضوعات مطرح در مهندسی شناسایی مشخصات فیزیکی و هندسی 

توان به شناسایی ضریب هدایت درون اجسام است. از مسائل شناسایی می

های حرارتی، مدول الاستسیسته و نسبت پوآسون مربوط به جسم یا ناخالصی

 ها، مرز بین اجسام ناهمگن و غیره اشاره کرد.درون آن، شکل و موقعیت حفره

 روند. در مسألهمعکوس به شمار میمسائل شناسایی از دسته مسائل 
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مستقیم معادله حاکم، هندسه، خواص مواد، شرایط اولیه و مرزی معلوم 

میدان دمایی و شار،  محاسبهتواند میهستند و هدف برحسب نوع مسأله 

باشد. در حالی که در مسأله معکوس و مانند آن ها ها و ترکشنجاییجابه

هدف تخمین یک یا چند مورد از خصوصیات مشخصه یادشده با معلوم بودن 

 جایی، میدان مغناطیسی و غیره در نقاطی از جسم است.دما، شار، جابه

مخربی مانند تست رادیوگرافی یا های غیردر این راستا استفاده از روش

ای های سادهتست آلتراسونیک دارای هزینه بالاست. اگر با انجام آزمایش

های مانند کشش، انتقال حرارت، ارتعاشات و مانند آن و استفاده از داده

خواص داخلی  گیری شده به همراه یک پروسه عددی، توانایی شناساییاندازه

تواند به عنوان روش یا تشخیص حفره یا ناخالصی ممکن باشد، این روش می

ها روی نقاط گیریتر است این اندازهجایگزین معرفی شود. معمولاً راحت

توان تابع هدف را به صورت مجموع مربعات مرزی باشد. در این صورت می

شده از حل مستقیم  گیری شده و مقادیر محاسبههای اندازهتفاضل داده

سازی تابع هدف بر مبنای مینیممنیز تعریف کرد. روش حل مسأله معکوس 

است. در حل مسأله معکوس ابتدا مقادیری برای پارامترهای مجهول در 

محدوده مشخص شده، حدس زده شده و بر مبنای آن و حل مستقیم، مقادیر 

پارامترهای آید. سپس اصلاحی روی مقادیر تخمینی دست میمرزی به

گیرد. به طور کلی در هر گام بر مبنای مقایسه مقادیر مجهول صورت می

گیری شده، نوع الگوریتم مورد استفاده و محاسبه شده با مقادیر اندازه

های پیشین، مقادیر جدیدی برای پارامترهای مجهول تخمین اطلاعات گام

شود و در هر تکرار ار میشود و دوباره الگوریتم با این مقادیر جدید تکرزده می

شود که مقدار شود. معمولاً الگوریتم تا زمانی تکرار میتابع هدف محاسبه می

 تر شود.تابع هدف از یک عدد کوچک به عنوان دقت حل کوچک

توان به کار محمود خداداد های پژوهشی با رویکرد بالا میاز نخستین کار

زه و خواص مکانیکی و حرارتی اشاره کرد که در آن محل، اندا [1] (1990)

در داخل یک جسم جامد با استفاده از روش  یک ناخالصی به شکل دایره

شناسایی شده است.  1یابی محلی تخمین پارامترهامرزی و روش بهینه المان

یابی به پارامترهای مجهول از معادلات انتقال در این تحقیق جهت دست

جایی استفاده شده های سطحی دما و جابهگیریحرارت و الاستیسیته و اندازه

و ماده مورد بررسی همگن در نظر گرفته شده است. با شیوه مشابه و براساس 

ز، شناسایی شکل هندسی و خواص گیری شده روی مرهای اندازهجاییجابه

مکانیکی یک ناخالصی در داخل یک ماده همگن توسط لی و پارک در سال 

 انجام شده است.[2]  2000

های مشابه در بررسی مسائل شناسایی و حل مسأله معکوس با شیوه

های جدیدتر بسط و توسعه داده شده است. های اخیر با استفاده از روشسال

به بررسی انواع مسائل شناسایی مانند تخمین  [3-6] دشتی و خداداد در

ضریب هدایت حرارتی، ضریب الاستیسیته، نسبت پواسون یک ماده همگن و 

تعیین مشخصات عیوب داخلی مانند حفره و ناخالصی از قبیل جنس، 

های مرزی ورودی در این اند. دادهموقعیت و شکل با رویکرد یادشده پرداخته

های نقاط مرزی که برحسب نوع جاییای حرارتی است یا جابههکارها یا داده

داده مرزی از حل المان مرزی معادله انتقال حرارت و یا معادله الاستیسیته 

شود. برای حل معکوس نیز از انواع مختلف در حل مستقیم استفاده می

 های همگانی مانند الگوریتمسازی شامل الگوریتمهای جدیدتر بهینهالگوریتم

های محلی مانند ( و الگوریتم3PSO( یا حرکت جمعی ذرات )2GAژنتیک )

                                                                                                                                  
1 Parameter Estimation 
2 Genetic Algorithm 
3 Particle Swarm Optimization 

ها استفاده شده است که در زیر آن( و نیز تلفیق 4CGMگرادیان مزدوج )

 آید.ها به تفکیک میشرح آن

تخمین ضریب الاستسیته و نسبت پواسون مربوط به  [3]در 

وش معکوس مورد های داخل مواد و همچنین هندسه ناخالصی با رناخالصی

زمان مشخصات فیزیکی بررسی قرار گرفته است. در این تحقیق به طور هم

(E,ν) شود. مسأله معکوس هندسه ناخالصی بیضی و گلابی شکل تعیین می و

های الگوریتم ژنتیک و گرادیان مزدوج و تطبیق تدریجی با استفاده از روش

ضریب انتقال حرارت و موقعیت  [4]ها بر یکدیگر صورت گرفته است. در آن

ناخالصی درون یک جسم الاستیک دو بعدی با استفاده از معادلات انتقال 

زمان حرارت گذرا و با استفاده از الگوریتم حرکت جمعی ذرات به طور هم

تخمین زده شده و همچنین تأثیر موقعیت ناخالصی، اندازه و جنس ناخالصی 

و [1] روش تخمین پارامترها )مشابه کار روی دقت پاسخ بررسی شده است. با 

زمان هندسه، موقعیت و مشخصات به تخمین هم [5]در ادامه آن(، در 

بر آن تأثیر جنس ای شکل پرداخته شده و علاوهفیزیکی ناخالصی دایره

گیری سطحی روی دقت پاسخ ناخالصی، موقعیت آن و تأثیر تعداد نقاط اندازه

است. موقعیت و شکل یک حفره داخل جسم  آمده نیز بررسی شدهدستبه

گیری شده تست کشش دو محوره در های اندازهجامد همگن دوبعدی با داده

تخمین زده شده است. حل مستقیم مسأله الاستیسیته با المان مرزی  [6]

شود که ای شکل تخمین زده میگیرد. ابتدا حفره به صورت دایرهصورت می

نتیک انجام شده است. سپس با استفاده از پاسخ این مرحله توسط الگوریتم ژ

این مرحله از روش گرادیان مزدوج نقاط شکل )شعاع هر نقطه شکل نسبت به 

یابی اسپیلاین مکعبی آید که از طریق دروندست مینقطه مرکزی( به

(5CSI بهترین منحنی منطبق بر این نقاط ترسیم شده است. در روندی )

جایی صورت مجموع مربعات تفاضل بین جابه مشابه پیشین تابع هدف به

جایی محاسبه شده با استفاده از روش المان مرزی گیری شده و جابهاندازه

 شود.تعریف می

های موجود در ها و تخلخلبا رویکرد مشابهی به تشخیص حفره [7]در 

دهی فلزات پرداخته که مبنای اصلی قطعات تولید شده در فرایندهای شکل

جایی نقاط گیری جابهس انجام آزمایش ساده تست کشش و اندازهآن براسا

افزار روی مرز خارجی است، سپس دادن این اطلاعات به عنوان ورودی به نرم

سازی شده است که در آن حل مستقیم معادله الاستیسیته با روش شبیه

 سازی همگانی مانندمرزی و حل معکوس با استفاده از الگوریتم بهینه المان

آمده بیانگر کارایی مؤثر این دستگیرد. نتایج بهالگوریتم ژنتیک صورت می

 شیوه در تشخیص موقعیت عیوب یادشده است.

شناسایی مرز نامنظم مشترک بین دو یا چند جسم مختلف از دیگر 

-مرزی، روش لونبرگ مسائل شناسایی در این حوزه است. روش المان

با یکدیگر تلفیق شده تا  [8]زدوج در و روش گرادیان م LMM)6(مارکوارت 

هندسه مرز نامنظم مشترک بین دو جسم جامد همگن ایزوتروپیک در حالت 

 دو بعدی با کاربرد معکوس معادله انتقال حرارت شناسایی شود.

شناسایی هندسه دو مرز نامنظم مشترک بین سه جسم جامد  [9]در 

ز انتقال حرارت انجام شده همگن ایزوتروپیک در حالت دو بعدی با استفاده ا

است. این کار با استفاده از تلفیق روش المان مرزی و روش گرادیان مزدوج 

انجام گرفته است. در این تحقیق تابع هدف به صورت مجموع مربعات تفاضل 

گیری شده و دماهای محاسبه شده با استفاده از حل مستقیم دماهای اندازه

کان شناسایی هندسه مرز نامنظم مشترک مسأله در نظر گرفته شده است. ام

                                                                                                                                  
4 Conjugate Gradient Method 
5 Cubic Spline Interpolation 
6 Levenberg- Marquardt Method 
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 نسخه پیش از انتشار برای تایید نویسنده  

گیری بین دو جسم جامد ایزوتروپیک در حالت دو بعدی براساس اندازه

المان مرزی، الگوریتم حرکت جمعی  هایسطحی با استفاده از تلفیق روش

 مورد بررسی قرار گرفته است. [10]ذرات و گرادیان مزدوج در 

آمده از آزمون تست کشش به دستابتدا با استفاده از نتایج به [11]در 

(، مدول 1ICAسازی الگوریتم رقابت استعماری )همراه روش بهینه

دهنده یک جسم الاستیسیته و ضریب پواسون سه ماده همگن تشکیل

زمان و با دقت زیاد ناهمگن، با هندسه دلخواه مرزهای داخلی به صورت هم

د. این کار براساس مینیمم کردن یک تابع هدف که به شوتخمین زده می

جایی گیری شده و جابهجایی اندازهصورت مجموع مربعات تفاضل بین جابه

آمده دستشود. نتایج بهمحاسبه شده با استفاده از روش المان مرزی انجام می

سازی رقابت )مدت زمان اجرای برنامه و میزان خطا( کارایی روش بهینه

دهد. در ادامه نیز جهت شناسایی مرزهای منظم داخلی ری را نشان میاستعما

یک جسم ناهمگن متشکل از سه جسم همگن ایزوتروپ به همراه تخمین 

دهنده آن به واسطه زمان مدول الاستیسیته و ضریب پواسون مواد تشکیلهم

تعداد زیاد مجهولات و برای رسیدن به دقت بالا با زمان کمتر، روش 

سازی محلی سیمپلکس سازی همگانی رقابت استعماری با روش بهینهبهینه

 تلفیق شده است.

بندی مرزهای جسم سبب کاهش یک بعد روش المان مرزی تنها با شبکه

کاهش زمان حل ها و فضای حافظه مورد نیاز و از مسأله و کاهش حجم داده

ائل معکوس که شود. این مزیت در مسائل با پروسه تکرار شونده مانند مسمی

اجرای حل مستقیم در هر بار تکرار الگوریتم تا مینیمم شدن تابع نیازمند 

یابد. خود هستند، اهمیت بیشتری میهدف و همگرایی پاسخ به مقدار واقعی 

های مرزی است. با های ورودی مورد نیاز فقط شامل دادهاز طرفی دیگر داده

ره شده در بالا جهت حل مستقیم توجه به این موارد در کارهای معکوس اشا

 مرزی استفاده شده است. از روش المان

موادی مرکب از دو یا چند فاز است که  FGM)2(مواد مدرج تابعی 

معمولاً درصد ترکیب فازها در یک راستای خاص و به تبع آن خواص 

کند. استفاده از این مواد در ها در آن راستا تغییر میترمومکانیکی آن

ها مانند تغییر تدریجی خواص های خاص آناخیر به دلیل ویژگی هایسال

ها و حذف یا های حرارتی در میان لایهترمومکانیکی، هموارسازی توزیع تنش

ای از خواص بندی گستردههای پسماند، امکان حصول درجهکاهش تنش

شیمیایی در کاربردهای صنعتی )به خصوص در شرایط کاری دما  -فیزیکی

های توربین و نیز به عنوان لایه میانی در اتصال مواد نامشابه( به نند پرهبالا ما

تر شدن کاربرد این مواد، [. با گسترده12شدت مورد توجه قرار گرفته است ]

ها انجام شده است. از های مهندسی در مورد آنهای اخیر انواع تحلیلدر سال

ناسایی به منظور تعیین جمله مسائل دارای اهمیت در این حوزه حل مسأله ش

که کارهای محدودی در این خواص ماده یا عیوب داخلی است. با توجه به این

 زمینه صورت گرفته است، این پژوهش به این موضوع خواهد پرداخت.

هدف از این مقاله حل مسأله شناسایی خواص حرارتی در یک ماده مدرج 

ه از کاربرد معکوس المان های مرزی حرارتی و با استفادتابعی براساس داده

سازی است. در تمامی کارهای انجام مرزی در تلفیق با یک الگوریتم بهینه

ها اشاره شد، محیط به صورت یک زمینه نشده پیشین که به برخی از آ

همگن و یا ترکیبی از چند ماده همگن با مرز مشخص فرض شده است. 

بعی منتشر نشده که از دلایل تاکنون کار مشابهی برای محیط با ماده مدرج تا

تواند عدم وجود حل مستقیم انتقال حرارت در مواد مدرج تابعی به آن می

                                                                                                                                  
1 Imperialist Competitive Algorithm 
2 Functionally Graded Material 

روش المان مرزی در حالت کلی باشد، چرا که داشتن حل مستقیم مسأله 

برای حل معکوس ضروری است. بر این اساس این پژوهش به حالت خاصی از 

رارتی ماده مدرج با تابع شود که خواص حماده مدرج محدود و فرض می

کند. برای حل مستقیم در این حالت از یک درجه دوم در یک راستا تغییر می

گذاری در معادله کلی انتقال شود تا معادله با جایمتغیر کمکی استفاده می

همگن تبدیل شود که روند آن در بخش پسین  حرارت غیرهمگن به فرم ساده

رزی مسأله براساس این الگو مستقیم با شود. کد المان متوضیح داده می

 گذاری شده است.تهیه و صحه 3افزار متلبنرم

در این پژوهش از الگوریتم رقابت استعماری که الگوریتم جدید و 

رود و سرعت همگرایی بالایی دارد، در سازی به شمار میقدرتمندی در بهینه

هد شد. اساس حل معکوس استفاده خواهد شد که در بخش سوم معرفی خوا

جا سازی یک تابع هدف است که در اینسازی بر مینیممهای بهینهالگوریتم

گیری شده روی نقاط به صورت مجموع مربعات تفاضل بین دما و شار اندازه

 شود.ها تعریف میآن مرزی و مقادیر محاسبه شده

در بخش پایانی مقاله نحوه کاربرد پژوهش کنونی و کارآیی آن طی حل 

ند مثال نشان داده شده است. با تلفیق الگوریتم رقابت استعماری و کد چ

المان مرزی ابتدا ضریب هدایت حرارتی یک صفحه همگن با تعداد تکرار کم 

آمده و سپس ضرایب مجهول تابع درجه دوم هدایت دست و دقت بالا به

 حرارتی یک ماده مدرج تابعی طی سه مثال مختلف تعیین شده است.

حل مستقیم مسأله انتقال حرارت در مواد مدرج تابعی به روش  2-

 المان مرزی

 فرمولاسیون المان مرزی و کدنویسی مسأله -1-2

گیرد، با این ویژگی که مواد مدرج تابعی در دسته مواد غیرهمگن قرار می

معادله خاص و با تابع مشخصی است.  ها در جهتتغییرات خواص در آن

برای یک ماده غیرهمگن در  Σبا مرز  𝛺در ناحیه  ϕحاکم بر مسأله پتانسیل 

 [.13( است ]1حالت کلی به صورت رابطه )

(1) ∇ ∙ (𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)∇𝜙) = 0 
,𝑘(𝑥شار حرارتی و  𝑞دما و  ϕدر معادله انتقال حرارت،  𝑦, 𝑧)  ضریب

تعیین حل تکین  هدایت حرارتی وابسته به مکان و از خواص ماده است.

مربوطه مسأله اساسی در استفاده از روش المان مرزی  5یا تابع گرین 4اساسی

برای ماده همگن این حل شناخته شده و در در تحلیل یک مسأله است. 

برای مواد غیرهمگن در حالت کلی این حل وجود ندارد دسترس است، اما 

الات خاص و یا ها محدود به ح. ارائه حل المان مرزی برای آن[13]

جا ماده به صورت مدرج شود. در اینمی های جانبیآوردن به تکنیکروی

( در نظر گرفته 2تابعی با تابع درجه دوم در یک راستا به صورت رابطه )

 شود.می

(2) 𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑘(𝑦) = 𝑘0(𝑎 + 𝑏𝑦)
2 

 آید.می( در3معادله حاکم با شرایط مرزی آن به صورت رابطه )

   ∇. (𝑘0(𝑎 + 𝑏𝑦)
2∇𝜙) = 0 

(3) 
{

Σ1:    𝜙 = 𝜙̅                                                

Σ2:    𝑞 = −𝑘0(𝑎 + 𝑏𝑦)
2
𝜕𝜙̅

𝜕𝑛
= 𝑞̅         

 

به دلیل عدم دسترسی به تابع گرین یا حل بنیادین اساسی معادله حاکم 

شود معادله با رویکرد تغییر متغیر به فرمی تبدیل شود که تابع بالا سعی می

                                                                                                                                  
3 MATLAB 
4 Fundamental Singular Solution  
5 Green Function 
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( تعریف 4را به صورت رابطه ) vگرین آن شناخته شده باشد. متغیر کمکی 

 کنیم.می

(4) 𝑣 = √𝑘𝜙 = √𝑘0(𝑎 + 𝑏𝑦)𝜙 
,البته  ,v k  توانند توابعی برحسبهمگی می( , , )x y z .باشند 

سازی آن، معادله و ساده (3)در رابطه  (4)از رابطه  ϕگذاری با جای

( که معروف به معادله لاپلاس )یا همان معادله حاکم بر 5حاکم به رابطه )

 شودانتقال حرارت در ماده همگن( تبدیل می

(5) ∇2𝑣 = 0 
( 6تابع گرین این معادله در حالت دو بعدی مشخص و به صورت رابطه )

 [.14است ]

(6) 𝑔2𝐷(𝑃, 𝑄) = ln(1 𝑟⁄ ) 2𝜋⁄  
 قابل نمایش است. (7)ماتریسی حل المان مرزی آن میسر و به صورت 

(7) [𝐻]{𝑣} = [𝐺] {
𝜕𝑣

𝜕𝑛
} 

بندی )محل براساس خواص و هندسه جسم، شبکه Gو  Hهای ماتریس

ها )ثابت، خطی، درجه دو...( قابل ها( و نوع المانها و المانقرارگیری گره

 محاسبه است.
شرایط مرزی با تبدیل مسأله اصلی به مسأله کمکی از متغیرهای اصلی 

𝜙  و𝑞  باید به رویv  و𝜕𝑣 𝜕𝑛⁄  .منتقل شود𝑣  و  داده شده (4)رابطه طبق

𝑣��از روی آن  𝜕𝑛⁄  آید.دست میبه (8)مطابق رابطه 

 آید.در می (9)در نتیجه شرایط مرزی مسأله کمکی به صورت رابطه 

𝑣��شود مقدار مرزی ملاحظه می 𝜕𝑛⁄  در عبارت دوم به طور صریح

در آن گره است. در این حالت  𝑣داده نشده و وابسته به مجهول  𝑞̅برحسب 

𝑣��باید در دستگاه معادلات،  𝜕𝑛⁄  برحسب مقدار معلوم𝑞̅  و متغیر مجهول𝑣 

گذاری شود، سپس دستگاه مرتب و مجهولات به یک سمت منتقل شود. جای

𝑣̅��و  𝑣̅مقادیر معلوم  (7)به عبارتی در رابطه ماتریسی  𝜕𝑛⁄  برحسب𝜙̅  و 𝑞̅ 
گذاری، معلومات و مجهولات هر کدام به یک سمت رابطه ماتریسی جای

 شود. مجهول و قابل حلn معادله،  nمنتقل شود تا تبدیل به یک دستگاه 

گره مرزی به  3کمکی یک مسأله دارای  برای نمونه فرم ماتریسی مسأله

 است. (10)صورت رابطه 

(10) 

[

𝐻11    𝐻12    𝐻13
𝐻21    𝐻22    𝐻23
𝐻31    𝐻32    𝐻33

] {

𝑣1
𝑣2
𝑣3
} = [

𝐺11    𝐺12    𝐺13
𝐺21    𝐺22    𝐺23
𝐺31    𝐺32    𝐺33

]

{
 
 

 
 
𝜕𝑣1
𝜕𝑛
𝜕𝑣2
𝜕𝑛
𝜕𝑣3
𝜕𝑛 }
 
 

 
 

 

 (11)که شرایط مرزی معلوم و مجهول به صورت رابطه با فرض این 

 باشد.

(11) 
{
𝑞1̅̅̅, 𝜙2̅̅̅̅ , 𝑞3̅̅     معلومات        ̅

 𝜙1, 𝑞2, 𝜙3       مجهولات
 

,𝑣1مجهولات مسأله کمکی که عبارت از  𝜕𝑣2 𝜕𝑛⁄ , 𝑣3  است باید

 ( مرتب شود.12همگی به سمت چپ تساوی منتقل تا دستگاه معادلات )

(12) 

 [

𝐻11  − 𝐺12    𝐻13
𝐻21   −𝐺22   𝐻23
𝐻31   −𝐺32   𝐻33

] {

𝑣1
𝜕𝑣2

𝜕𝑛
𝑣3

} = [

𝐺11  − 𝐻12   𝐺13
𝐺21   −𝐻22   𝐺23
𝐺31   −𝐻32   𝐺33

] {

𝜕𝑣1

𝜕𝑛
𝑣2
𝜕𝑣3

𝜕𝑛

} 

 (8,4)با استفاده از روابط  (12)حال بردار سمت راست دستگاه معادلات 

 شود.( بازنویسی می13به صورت رابطه )

(13) {
 
 

 
 
𝜕𝑣1
𝜕𝑛

=
1

2𝑘

𝜕𝑘

𝜕𝑛
𝑣1 −

𝑞1̅̅̅

√𝑘

𝑣2 = √𝑘𝜙2̅̅̅̅                  
𝜕𝑣3
𝜕𝑛

=
1

2𝑘

𝜕𝑘

𝜕𝑛
𝑣3 −

𝑞3̅̅ ̅

√𝑘

 

و انتقال مجهولات به یک سمت  (12)در رابطه (13) گذاری رابطه با جای

 شود.( حاصل می14سازی در نهایت دستگاه معادلات )و مرتب

 [
 
 
 
 
 (𝐻11 −

𝐺11
2𝑘

𝜕𝑘

𝜕𝑛
)   − 𝐺12      (𝐻13 −

𝐺13
2𝑘

𝜕𝑘

𝜕𝑛
)

(𝐻21 −
𝐺21
2𝑘

𝜕𝑘

𝜕𝑛
)    −𝐺22     (𝐻23 −

𝐺23
2𝑘

𝜕𝑘

𝜕𝑛
)

(𝐻31 −
𝐺31
2𝑘

𝜕𝑘

𝜕𝑛
)    −𝐺32     (𝐻33 −

𝐺33
2𝑘

𝜕𝑘

𝜕𝑛
)]
 
 
 
 
 

{

𝑣1
𝜕𝑣2
𝜕𝑛
𝑣3

} = 

(14) 

                   [

𝐺11   − 𝐻12    𝐺13
𝐺21    −𝐻22    𝐺23
𝐺31    −𝐻32    𝐺33

]

{
 
 

 
 −

𝑞1̅̅̅

√𝑘

√𝑘𝜙2̅̅̅̅

−
𝑞3̅̅ ̅

√𝑘}
 
 

 
 

 

𝑣1  ، 𝜕𝑣2کمکی یعنیمقادیر مجهول  𝜕𝑛⁄ و𝑣3   از حل این دستگاه

مقادیر مجهول مسأله  (15)ها و مطابق رابطه آید و از روی آندست میبه

,𝜙1اصلی یعنی  𝑞2, 𝜙3 دست خواهد آمد.به 

(15) {
 
 

 
 𝜙1 =

𝑣1

√𝑘
                           

 𝑞2 = −√𝑘 {
𝜕𝑣2
𝜕𝑛

−
1

2𝑘

𝜕𝑘

𝜕𝑛
𝑣2}  

𝜙3 =
𝑣3

√𝑘
                                

 

المان نیز باید پروسه مشابهی اجرا شود. براساس  nبرای یک مسأله با 

افزاری به زبان متلب تهیه شده که امکان حل روند تشریح شده یک کد نرم

مسأله انتقال حرارت در یک صفحه مدرج با تابع درجه دوم )به فرم رابطه 

های خطی استفاده این کد از المان کند.فراهم می (( با روش المان مرزی را2)

ها در قالب ها و شرایط مرزی در گرهکند. در این کد ابتدا مختصات گرهمی

شود. به دلیل پیوستگی دما برای دما در هر گره یک میدما و یا شار گرفته 

برای مقدار وارد شود، یکی مقدار وجود دارد، اما برای شار در هر گره باید دو 

قبل از گره و دیگری برای بعد از گره، زیرا بر حسب هندسه مسأله ممکن 

است شار در قبل و بعد از یک گره متفاوت باشد. سپس براساس تابع تغییرات 

k،  مقدارk  و نیز𝜕𝑘 𝜕𝑛⁄  در هر گره و برحسب مختصات آن محاسبه

کیل براساس روابط معمول المان مرزی تش Gو  Hهای شود. ماتریسمی

شود. با استفاده از رویکرد تغییر متغیر تشریح شده در بالا، متغیرها و می

شرایط مرزی مسأله اصلی روی معادله کمکی در قالب معادله لاپلاس )به فرم 

∇2𝑣 = شود. مشابه پروسه تشریح شده در مثال بالا باید ( منتقل می0

شود. با ها منتقل شرایط مرزی از متغیر اصلی به متغیر کمکی برای تمام گره

سازی دستگاه و انتقال تمامی مجهولات به سمت چپ و این کار و مرتب

معلومات به راست در نهایت به دستگاه معادلات برحسب متغیرهای کمکی و 

𝑣��و  vمشتقاتشان یعنی  𝜕𝑛⁄ رسیم. با حل این دستگاه مقادیر مجهول می

مابین تفاده از روابط تبدیلی فیها و با اسآید که از روی آندست میکمکی به

 آید.دست میبه 𝑞و  𝜙(( مقادیر مجهول 16)رابطه ) متغیرهای کمکی و اصلی

(16) 
{
 
 

 
 𝜙 =

𝑣

√𝑘
                        

𝑞 = −√𝑘 {
𝜕𝑣

𝜕𝑛
−
1

2𝑘

𝜕𝑘

𝜕𝑛
𝑣}  

                             

 

(8) 𝜕𝑣

𝜕𝑛
=
𝜕(√𝑘)

𝜕𝑛
+ √𝑘

𝜕𝜙

𝜕𝑛
=
1

2𝑘

𝜕𝑘

𝜕𝑛
𝑣 −

𝑞

√𝑘
 

(9) 
{

 𝑣 = 𝑘𝜙̅                           𝑜𝑛  𝛴1   
𝜕𝑣

𝜕𝑛
=
1

2𝑘

𝜕𝑘

𝜕𝑛
𝑣 −

𝑞̅

√𝑘
     𝑜𝑛  𝛴2   
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 نسخه پیش از انتشار برای تایید نویسنده  

نتایج آن گذاری کد نوشته شده در ادامه یک مثال ساده حل و برای صحه

 شود.با حل تحلیلی مقایسه می

 گذاری کد حل مستقیم با حل مثال و مقایسه نتایجصحه -2-2

را  1یک صفحه مدرج دو بعدی با ابعاد واحد و با شرایط مرزی مطابق شکل 

گیریم، به طوری که ضریب هدایت حرارتی آن در راستای عمودی در نظر می

(y ( تغییر می2رابطه )( به صورت تابع درجه دو )به صورت)کند. 

 T(y)دارای حل تحلیلی است و  Lمسأله برای هندسه بالا با طول ضلع 
محاسبه  (17)به صورت رابطه  yیعنی مقدار دما در هر نقطه برحسب 

 شود.می

(17) 𝑇(𝑦) = 100
(𝑎 + 𝑏𝐿)𝑦

(𝑎 + 𝑏𝑦)𝐿
   

پارامتر ناهمگنی است  bشود. فرض می 0k=5و  =1a= ،1Lدر این مثال 

بیانگر  b=0شود. حالت مسأله حل می 2 ,1.5 ,1 ,0.5 ,0و به ازای مقادیر 

( بیانگر ضریب هدایت حرارتی برای =0bبه ازای  k)مقدار  0k ماده همگن و

به ازای مقادیر مختلف  yماده همگن است. با اجرای کد، مقدار دما در راستای 

b ( 17مقایسه با مقدار تحلیلی حاصل از رابطه )دست آمده و نمودار آن در به

شود نتایج کد المان طور که ملاحظه میترسیم شده است. همان 2در شکل 

 مرزی، انطباق بسیار خوبی با حل تحلیلی دارد.
 

 
Fig. 1 geometry and boundary condition of direct example 

 هندسه )صفحه مربعی به ابعاد واحد( و شرایط مرزی مسأله مستقیم 1شکل 

 

Fig. 2 Temperature diagram in y direction for a quadratic functionally 
graded plane at different b (BEM & analytical results comparison) 

های -bبرای صفحه مدرج با تابع درجه دو در  yنمودار دما در راستای  2شکل 

 مختلف، )نتایج حل المان مرزی در مقایسه با نتایج تحلیلی(

دهند نتایج کد نوشته شده براساس المان همان طور که نمودارها نشان می

 مرزی انطباق بسیار خوبی با حل تحلیلی دارد.

شود آید. ملاحظه میدست میبه (18)مقدار تحلیلی شار نیز طبق رابطه 

وابسته است و در این مثال  𝐿و  𝑘0 ،𝑎 ،𝑏که شار تنها به پارامترهای ثابت 

 در تمام نقاط جسم ثابت است. yمقدار شار در راستای 

(18) 𝑞 = 𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑦
   →    𝑞 = 100𝑘0𝑎

𝑎 + 𝑏𝐿

𝐿
 

نشان  3در شکل  bرابطه خطی دارد. نمودار شار برحسب  bمقدار شار با 

شود مقدار حاصل از حل المان مرزی گونه که ملاحظه میداده شده و همان

 کاملًا بر مقدار تحلیلی آن منطبق است.

در مجموع بررسی نتایج حاصل نشان از صحت کد مستقیم نوشته شده 

 دارد.

 سازی رقابت استعماریحل مسأله معکوس با الگوریتم بهینه 3-

هدف اصلی مسأله مستقیم انتقال حرارت عبارت است از محاسبه میدان 

دمایی و شار در ماده هنگامی که تمامی خصوصیات مشخصه اعم از شرایط 

مرزی، شرط اولیه و خواص ترموفیزیکی ماده معلوم باشند. در مسأله معکوس 

هدف تخمین یک یا چند مورد از خصوصیات مشخصه یادشده با معلوم بودن 

جا ضرایب گیری شده در چند نقطه از ماده است. در اینا یا شار اندازهدم

 حرارتی ماده مدرج مجهول است. هدایت

های صورت گرفته در علوم رایانه و محاسبات عددی امروزه با پیشرفت

شوند، سازی که در حل مسائل معکوس نیز اغلب استفاده میهای بهینهروش

توان به دو دسته محلی و همگانی ها را میروش توسعه فراوانی یافته است. این

های گرادیان مزدوج، شبه نیوتن و سیمپلکس که در بندی کرد. روشتقسیم

سازی محلی قرار دارند، علیرغم مزایایی مانند سرعت های بهینهزمره روش

همگرایی خوب و بازسازی به نسبت مناسب با این عیب همراه هستند که 

که اطلاعات پیشین در ر مینیمم محلی را دارند، مگر اینامکان گیر افتادن د

به تعریف تابع هدف افزوده شود. برای غلبه بر این  مورد حدس اولیه

ها شود. در این روشسازی همگانی استفاده میهای بهینهمحدودیت از روش

برای حرکت به سمت مینیمم نیست، ولی محدوده  1نیاز به تعیین حدس اولیه

پارامترها باید مشخص شود. هر گونه اطلاعات پیشین در مورد پارامترها، 

تر الگوریتم تر کرده و این منجر به همگرایی سریعها را کوچکمحدوده آن

عنوان ی پاسخ مناسب به ها برای فرآیند جستجوشود. در این روشمی

است.  های جستجو ارائه شدهاکنون تعداد زیادی الگوریتمترین فرآیند تاصلی

های جستجو است که در های تکاملی یک گروه مهمی از الگوریتمالگوریتم

 ها با استفاده از قوانین تکاملی موجود در طبیعت برای یافتن پاسخ مناسبآن
 

 
Fig. 3 Flux diagram in y direction versus b in a quadratic FG Plane 

 با تابع درجه دوم  مدرجدر صفحه  bبرحسب  yنمودار شار حرارتی در راستای  3شکل 

                                                                                                                                  
1 Initial Guess 
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توان الگوریتم ژنتیک )الهام ها میشود. از جمله این الگوریتمبهره گرفته می

ها( و ها )بر مبنای حرکت مورچهگرفته از تکامل موجودات(، کلونی مورچه

ها( جمعی پرندگان و ماهی)الهام گرفته از حرکت دسته حرکت جمعی ذرات

 را نام برد.

سازی که الگوریتم رقابت استعماری یک الگوریتم قدرتمند برای بهینه

براساس پدیده اجتماعی و انسانی الهام گرفته شده است. این الگوریتم توسط 

 [.15میلادی ارائه شد ] 2007پزگرگری و لوکس در سال آتش

های مسأله سازی یافتن یک پاسخ بهینه برحسب متغیرهدف در بهینه

شود. شوند، ایجاد می های مسأله که باید بهینهاست. ابتدا یک آرایه از متغیر

الگوریتم یک کشور نامیده  در الگوریتم ژنتیک این آرایه، کروموزوم و در این

 ∙varN1ر، یک آرایه بعدی، یک کشو 𝑁varسازی بهینه شود. در یک مسألهمی

 شود.( تعریف می19است. این آرایه به صورت رابطه )

(19) country = [𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, … , 𝑝𝑁var] 

متغیرهای یک آرایه )کشور( یا همان متغیرهای مجهول تابع هزینه، 

سیاسی آن کشور مانند  -دهنده ساختار اجتماعی)شامل اجزای تشکیل

هاست(، در طی فرآیند فرهنگ، زبان، مذهب، ساختار اقتصادی و سایر ویژگی

ه سیاسی به نقطه مینیمم تابع هزین -سازی، کشور را از دیدگاه اجتماعیبهینه

سازی توسط الگوریتم سازند. در حقیقت در حل یک مسأله بهینهرهنمون می

 ـهای اجتماعیمعرفی شده، ما به دنبال بهترین کشور با بهترین ویژگی

سیاسی هستیم. یافتن این کشور در حقیقت معادل یافتن بهترین پارامترهای 

 کنند.ترین مقدار تابع هزینه را تولید میکممسأله است که 

کشور  𝑁countryدر الگوریتم رقابت استعماری، ابتدا برای شروع، تعداد 

ها به صورت شوند که انتخاب آنبه عنوان جمعیت اولیه در نظر گرفته می

 شود.( تشکیل می20تصادفی است. ماتریس کل کشورها به صورت رابطه )

 

COUNTRY =
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country2
country2
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های در متغیر fیک کشور نیز با ارزیابی تابع  هزینه

(𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, … , 𝑝𝑁var) ( محاسبه می21مطابق رابطه ).شود 

(21) cost𝑖 = 𝑓(countryi) = 𝑓(𝑝𝑖1, 𝑝𝑖2, 𝑝𝑖3, … , 𝑝𝑖𝑁var) 
در این رابطه هدف یافتن ضرایب بهینه هر یک از عوامل مؤثر در تابع 

های موجود به دو دسته کشور تابع هزینههزینه است. با توجه به مقدار 

تا از بهترین اعضای این  𝑁impشوند. گر و مستعمره تقسیم میاستعمار

ترین مقدار تابع جمعیت یعنی کشورهای دارای قدرت بیشتر یا به عبارتی کم

هزینه به عنوان استعمارگر در نظر گرفته شده و سایر کشورها به صورت 

شوند. مجموعه ه به یکی از استعمارگرها منتسب میتصادفی به عنوان مستعمر

شود. اش امپراطوری نامیده میهای مربوطهگرها و مستعمرههر یک از استعمار

ها هزینه نرمال ها به هر یک از استعمارگربندی مستعمرهیک روش تقسیم

 .شود( محاسبه می22هاست که از رابطه )شده آن

(22) 𝐶𝑛 = max𝑖{𝑐𝑖} − 𝑐𝑛 
 بیشترین هزینه maxi{ci}ام، -nگر هزینه استعمار cnدر این رابطه 

 

قدرت نسبی نرمالیزه شده  𝑃𝑛هزینه نرمالیزه است.  Cnها و گرمیان استعمار

هر استعمارگر که در واقع نسبت قدرت آن استعمارگر به قدرت کل کشورهای 

 شود.( محاسبه می23استعمارگر است که به صورت رابطه )

(23) 𝑃𝑛 = |
𝐶𝑛

∑ 𝐶𝑖
𝑁imp
𝑖=1

| 

( محاسبه 24های یک امپراطوری مطابق رابطه )مستعمرهتعداد اولیه 

 شود.می

(24) 𝑁. 𝐶.𝑛 = 𝑟𝑜𝑢𝑛𝑑{𝑃𝑛 ∙ 𝑁𝑐𝑜𝑙} 
های مستعمره موجود در جمعیت تعداد کل کشور𝑁col در این رابطه 

𝑁بنابراین برای هر امپراطوری به تعداد  های اولیه است؛کشور ∙ 𝐶 ∙𝑛  از

ام داده -n های مستعمره اولیه به صورت تصادفی انتخاب و به استعمارگرکشور

ها استعماری با داشتن حالت اولیه تمام امپراطوریشود. الگوریتم رقابت می

شود. روند تکامل در یک حلقه قرار دارد که تا برآورده شدن یک شروع می

 یابد.شرط توقف ادامه می

( هزینه نرمالیزه شده امپراطوری با هزینه ماکزیمم، صفر 22در رابطه )

برابر صفر شده و ( 23طبق رابطه ) 𝑃𝑛شود. در این صورت مقدار محاسبه می

گیرد. از توزیع ای به آن تعلق نمی( هیچ مستعمره24بنابراین طبق رابطه )

برای جلوگیری از صفر شدن احتمال و محاسبه احتمال متناظر با  1بولتزمان

شود. از این احتمال ( استفاده می25ها طبق رابطه )هر یک از امپراطوری

مرات را به نسبت احتمال بین توان مستع( می24دست آمده و رابطه )به

 ها تقسیم کرد.امپراطوری

)جذب( توسط کشور استعمارگر آن امپراطوری  2سازیسیاست همگون

حقیقت در  گیرد.ها انجام میها به امپراطوریپس از انتساب مستعمره

با اعمال سیاست جذب سعی دارد تا کشور مستعمره را در  حکومت مرکزی

راستای ابعاد مختلف اجتماعی سیاسی به خود نزدیک کند. این بخش از 

سازی به صورت حرکت مستعمرات به سمت فرآیند استعمار در الگوریتم بهینه

 شود.کشور استعمارگر مدل می

اضافه درصدی از  یک امپراطوری برابر با قدرت کشور استعمارگر بهقدرت 

قدرت کل مستعمرات آن است. به این ترتیب هزینه کل یک امپراطوری به 

بین صفر و عددی  ξدر آن ثابت قابل محاسبه است که  (26صورت رابطه )

 شود.یک و نزدیک به صفر در نظر گرفته می

 𝑇 ∙ 𝐶 ∙𝑛= cost(𝑖𝑚𝑝𝑒𝑟𝑖𝑎𝑙𝑖𝑠𝑡𝑛) + 
(26)                    𝜉 ∙ mean{cost(𝑐𝑜𝑙𝑜𝑛𝑖𝑒𝑠 𝑜𝑓 𝑒𝑚𝑝𝑖𝑟𝑒𝑛)} 

های ضعیف پس از محاسبه هزینه هر های امپراطوریمستعمره

در هر مرحله از شوند. تر ملحق میهای قویامپراطوری حذف و به امپراطوری

تکرار الگوریتم رقابت استعماری هر امپراطوری که قدرت کمتری دارد 

دهد. های خود را از دست میاز مستعمرهترین امپراطوری( یکی )ضعیف

های مربوط به قدرت در بین تمام مستعمره ترینکممستعمره جدا شده دارای 

ها یک رقابتی میان کلیه آن امپراطوری است. برای تصاحب مستعمره

شود. هر امپراطوری که نتواند بر قدرت خود بیافزاید به امپراطوری ایجاد می

های قابت خود را از دست داده و در جریان رقابتصورت تدریجی قدرت ر

 استعماری حذف خواهد شد.

 ها برای تصاحب این مستعمراتطوریسازی رقابت میان امپرابرای مدل
 

                                                                                                                                  
1 Boltzmann distribution 
2 Assimilation 

(25) 𝑃𝑖 =
e−𝐶𝑖

∑ 𝐶𝑖
𝑁imp
𝑖=1
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 نسخه پیش از انتشار برای تایید نویسنده  

ابتدا احتمال تصاحب هر امپراطوری که متناسب با قدرت آن امپراطوری است 

شود. ابتدا با در نظر گرفتن هزینه کل امپراطوری به ترتیب زیر محاسبه می

( از روی هزینه کل امپراطوری 27شده آن طبق رابطه )هزینه کل نرمالیزه 

 شود.محاسبه می

(27) 𝑁. 𝑇. 𝐶.𝑛 = max{𝑇. 𝐶.𝑖 } − 𝑇. 𝐶.𝑛 
.𝑇در این رابطه 𝐶.𝑛   هزینه کل امپراطوری𝑛- ام و𝑁. 𝑇. 𝐶.𝑛  هزینه کل

.𝑇که  نرمالیزه شده آن امپراطوری است. هر امپراطوری 𝐶.𝑛  کمتری داشته

𝑁باشد، دارای  ∙ 𝑇 ∙ 𝐶 ∙𝑛  بیشتری است. در حقیقت𝑇. 𝐶.𝑛  معادل هزینه

.𝑁کل یک امپراطوری و  𝑇. 𝐶 ∙𝑛  معادل قدرت کل آن است. امپراطوری با

ترین هزینه دارای بیشترین قدرت است. با داشتن هزینه کل نرمالیزه شده کم

سط هر امپراطوری از رابطه احتمال )قدرت( تصاحب مستعمره مورد رقابت تو

 شود.( محاسبه می28)

(28) 𝑃𝑝𝑛 = |
𝑁. 𝑇. 𝐶.𝑛

∑ 𝑁. 𝑇. 𝐶.𝑖
𝑁𝑖𝑚𝑝
𝑖=1

| 

( 28,27توان به جای استفاده از روابط )می در این مرحله از الگوریتم نیز

( به محاسبه احتمال هر یک از 25با استفاده از توزیع بولتزمان طبق رابطه )

داشتن احتمال تصاحب هر امپراطوری مکانیزمی ها پرداخت. با امپراطوری

در الگوریتم ژنتیک مورد نیاز است تا مستعمره مورد  1مانند چرخه رولت

ها قرار ها در اختیار یکی از آنرقابت را با احتمال متناسب با قدرت امپراطوری

دهد. عملیات این مرحله از الگوریتم با تصاحب مستعمره توسط یکی از 

 رسد.به پایان می هاامپراطوری

کنند کشورهای مستعمره را های استعمارگر سعی میدر مرحله بعد کشور

های مختلف سیاسی و اجتماعی با هدف تحلیل فرهنگ و ساختار در راستا

ها ها به سمت آنها نزدیک کنند و مستعمرهها به آناجتماعی مستعمره

ر هر امپراطوری و فرآیند شوند. با تکرار الگوریتم فرآیند جذب دحرکت داده 

ترین شود و در هر مرحله ضعیفها تکرار میرقابت بین امپراطوری

ترین مستعمرات خود را از دست داده و ها یک یا چندتا از ضعیفامپراطوری

 شود.ها ایجاد میها رقابتی میان کلیه امپراطوریبرای تصاحب آن

ها به نقاطی در تابع حین اجرای الگوریتم ممکن است برخی از مستعمره

تری نسبت به مقدار تابع هزینه در موقعیت هزینه برسند که هزینه کم

استعمارگر داشته باشند. در این حالت جای مستعمره و استعمارگر عوض 

یابد و این شود و الگوریتم با کشور استعمارگر در موقعیت جدید ادامه میمی

سازی بر سیاست همگون بار کشور استعمارگر جدید شروع به اعمال

 کند.های خود میمستعمره

های خود را از دست هایی که تمام مستعمرهدر مرحله بعد امپراطوری

شوند و به صورت یک مستعمره به استعمارگر دیگر ملحق اند حذف میداده

شوند. این روند تا رسیدن به یک استعمارگر دارای بیشترین قدرت ادامه می

اطوری ها سقوط کرده و تنها یک امپریابد. پس از مدتی همه امپراطوریمی

خواهیم داشت و باقی کشورها تحت کنترل این امپراطوری واحد قرار 

مستعمرات توسط یک امپراطوری  آل جدید همهگیرند. در این دنیای ایدهمی

های مستعمرات برابر با موقعیت و ها و هزینهشوند و موقعیتواحد اداره می

م شرایطی مانند شود. برای اتمام اجرای الگوریتهزینه کشور امپراطور می

تعداد تکرار معین یا زمان اجرای مشخص به عنوان شرط خاتمه در نظر گرفته 

شود. الگوریتم با رسیدن به شرط خاتمه یا رسیدن به یک استعمارگر می

 یابد.پایان میبرآورده شدن شرط همگرایی نهایی و 

                                                                                                                                  
1 Roulette Wheel 

 نهاریتم رقابت استعماری، مفهوم آترین پارامترهای الگومهم 1در جدول 
 

های بخش بعد ها در حل مثالو همچنین مقادیر اختصاص یافته به آن

در قالب یک فلوچارت این الگوریتم را که  4اند. همچنین شکل فهرست شده

 دهد.در این بخش به اختصار معرفی شد نشان می

های مرزی، با حل تعیین ضرایب حرارتی ماده براساس داده 4-

معکوس مسأله انتقال حرارت به روش المان مرزی و الگوریتم 

 رقابت استعماری

سازی مسأله شناسایی و حل معکوس، ابتدا یک صفحه مربعی از برای پیاده

گیریم که تحت ماده مورد شناسایی با ضرایب حرارتی مجهول را در نظر می

های اول تا سوم از شرایط مرزی خاصی قرار گرفته است. برای نمونه در مثال

 6بق شکل و در مثال چهارم از شرایط مرزی مطا 5شرایط مرزی مطابق شکل 

 16المان و در مجموع دارای  4ها هر وجه شامل استفاده شده است که در آن

المان مرزی است. به طور کلی انتخاب شرایط مرزی اختیاری است و هر نوع 

 شرایط مرزی متفاوت دیگری نیز قابل انتخاب است.

های اضافی گیری شده به عنوان دادهدست آوردن مقادیر اندازهبرای به

توان جسم را تحت شرایط مرزی بیان شده قرار داد و به له معکوس میمسأ

کاری جایگزین گیری دما و شار در نقاط مرزی پرداخت، اما به عنوان راهاندازه

توان مقادیری برای ضرایب حرارتی اختیار برای بررسی اولیه کد و روش می

ا حل آن دما و شار کرد و با قرار دادن این مقادیر انتخابی در کد مستقیم و ب

گیری های هدف یا اندازهدست آورد و به عنوان دادهدر نقاط گرهی مرزی را به

گیری شده های اندازهحداقل تعداد دادهدر مسأله معکوس استفاده کرد. 

ها ورودی بستگی به تعداد پارامترهای مجهول دارد، اما افزایش تعداد آن

دما  مقادیر محاسبه شدهدهد. ایش میاحتمال همگرایی به پاسخ صحیح را افز

زده شده توسط الگوریتم رقابت استعماری در و شار، با قرار دادن مقدار تخمین

 آید که در هر بار تکرار الگوریتمدست میحل مستقیم المان مرزی مسأله به

 
پارامترهای الگوریتم رقابت استعماری به همراه معرفی و مقادیر انتخابی  1جدول 

 های بعدیحل مثال مورد استفاده در
Table 1 ICA parameters with explanation and selected values used in 

next examples 
مقدار انتخابی در 

 هاحل مثال
 ICAورودی  پارامترهای تعریف

 nVar: Number of Decision پارامترهای مجهولتعداد  3

Variables 

1.E-11 حد پایین بازه مقادیر VaMin: Lower Bound of 

Variables 

 VarMax: Upper Bound of حد بالای بازه مقادیر 1000

Variables 

 Alpha: Selection Pressure ضریب رقابت 1

2 
سازی در فرآیند ضریب نزدیک

 سازیهمگون

Beta: Assimilation 
Coefficient 

 pRevolution: Revolution احتمال چرخش مستعمره 0.1

Probability 

 Mu: Revolution Rate نرخ چرخش 0.05

0.1 
مستعمرات در  اثر هزینهضریب

 هزینه کل امپراطوری

Zeta: Colonies Mean Cost 
Coefficient 

 nPop: Population Size )تعداد کشورها( تعداد جمعیت 35

 nEmp: Number of استعمارگر ی یاتعداد امپراطور 2
Empires/Imperialists 
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Fig. 4 Imperialist Competitive Algorithm flowchart 
 فلوچارت الگوریتم رقابت استعماری 4شکل 

یابند. مجموع مربعات تفاضل مقادیر ها تغییر و بهبود میتکرار شده و پاسخ

گیری شده )یا هدف(، تابع هدف را تشکیل شده با مقادیر اندازه محاسبه

شود تا دهد. با تکرار الگوریتم مقادیر جمعیت تخمین زده شده اصلاح میمی

سازی تابع هدف پیش رود. جهت بررسی کارآیی الگوریتم به سمت مینیمم

زی و های مررقابت استعماری و رویکرد تشریح شده در بالا )استفاده از داده

 شود کهکاربرد معکوس المان مرزی( در ادامه چند مثال مختلف حل می

جا که این الگوریتم با یک شامل یک، دو و سه ضریب مجهول است. از آن

شود، روند رسیدن به پاسخ در هر بار اجرای برنامه حدس اولیه شروع می

(Run)  ممکن است متفاوت باشد. در هر مثال اجرای برنامه جهت مقایسه

 چندین بار تکرار شده است.

های اول تا سوم(، شار )مورد استفاده در مثال 5در هندسه مفروض شکل 

های وجه بالا و های وجه پایین یکسان و مقدارش منفی شار گرهدر تمام گره

دلیل تقارن یکسان است. به  دمای تمام نقاط روی یک خط افقی در ماده به

و شار در وجه  1-4های گیری دما در گرهمعلوم ورودی اندازه عنوان داده

 کند.کفایت می 15و  7های پایین و بالا یعنی در گره

 ماده همگن مثال اول: تعیین ضریب هدایت حرارتی -1-4

 شود ماده همگن وین مثال فرض میبرای بررسی روش تشریح شده، در ا
 

ضریب هدایت حرارتی در تمام جسم یکسان و ثابت است. بنابراین برای حل 

مستقیم از همان کد المان مرزی ماده همگن )معادله لاپلاس( استفاده 

 0k=45شود. مسأله معکوس شامل یک پارامتر مجهول که مقدار اولیه آن می

و  6در نظر گرفته شده است. نمودار مقدار تابع هدف در هر تکرار در شکل 

 7  ضریب هدایت حرارتی توسط الگوریتم در شکل زده شدهمقدار تخمین

 10شود با کمتر از برای چند اجرای مختلف ترسیم شده است. ملاحظه می

رسیده و مقدار تخمینی به مقدار واقعی آن  e-6تابع هدف به کمتر از  تکرار

شود. نتایج نشان از کارآیی و ( همگرا می%1)با درصد خطای زیر  45یعنی 

 مجهولی دارد.سرعت بالای همگرایی الگوریتم در مسأله تک
 

 مثال دوم: ماده مدرج تابعی با دو پارامتر مجهول 2-4-

 توان ضریب هدایت حرارتی در ماده مدرج را به صورت تابع درجه دوم درمی

و  A( در نظر گرفت که شامل دو پارامتر مجهول 29یک راستا به فرم رابطه )

B .است که براساس رویکرد معرفی شده باید محاسبه شوند 

(29) 𝐾 = 𝑘(𝑦) = (𝐴 + 𝐵𝑦)2 
شود. در نظر گرفته می B=3و  A=10جا مقدار واقعی پارامترها در این

در هر تکرار توسط  Bو  Aنمودار مقادیر تخمین زده شده پارامترهای مجهول 

و نیز مقدار تابع هدف در  9,8های الگوریتم طی چهار اجرای مختلف در شکل

ند. نمودارها به خوبی روند اترسیم شده 10هر تکرار در این اجراها در شکل 

( و 3و  10شان )به ترتیب عدد همگرایی پارامترهای مجهول به مقادیر واقعی

 دهد.روند کاهشی تابع هدف را نشان می
 

 
Fig. 6 object function versus iteration and decreasing trend at 4 

different runs (1th example) 
 (1مقدار تابع هدف در هر تکرار و روند کاهشی آن در اجراهای مختلف )مثال  6شکل 

 

Fig. 5 geometry and boundary conditions for applying inverse problem 
 هندسه و شرایط مرزی مفروض برای اعمال حل معکوس 5شکل 
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 نسخه پیش از انتشار برای تایید نویسنده  

 
Fig. 7 estimated value of k0 with ICA at 4 runs 

  ICAدر هر تکرار در اجراهای مختلف با  0kمقدار تخمینی ضریب مجهول  7شکل 

 
Fig. 8 estimated value of A with ICA at 4 runs with converging trend 

 و روند همگرایی آن در اجراهای مختلف  Aمقدار تخمینی ضریب مجهول  8شکل 

 
Fig. 9 estimated value of B with ICA at 4 runs with converging trend 

 و روند همگرایی آن در اجراهای مختلف Bمقدار تخمینی ضریب مجهول  9شکل 

 
Fig. 10 object function versus iteration at 4 different runs (2th example) 

 )مثال دوم( مقدار تابع هدف در هر تکرار در چهار اجرای مختلف برنامه 10شکل 
 

برای مقایسه بهتر نتایج و جهت بررسی اثر میزان دقت تابع هدف بر اختلاف 

ها شده با مقادیر واقعی و نحوه همگرایی آنمقدار پارامترهای مجهول محاسبه 

به طور جداگانه به  3,2های و نیز اثر آن بر تعداد تکرار و زمان حل جدول

در این جداول زمان، تعداد  اند.تنظیم شده ترتیب از نتایج اجرای اول و چهارم

اختلاف با مقدار واقعیشان از روی خروجی  تکرار، مقادیر پارامترها و درصد

 برنامه ثبت شده است.

پارامترهای مجهول با کاهش تابع هدف  به طور کل مقادیر محاسبه شده

شود. مجهولاتِ محاسبه شده با میتر توسط برنامه به مقدار واقعی خود نزدیک

برای تابع هدف دقت خوب و قابل قبولی از نظر مهندسی  e-4دقت  انتخاب

العاده است و نیازی به افزایش بیشتر آن فوق e-5ها با دقت دارند. نتایج پاسخ

تنها برای  e-6و افزایش هزینه محاسبات وجود ندارد و ادامه دادن دقت تا 

ه به دقت تکرار پارامترهای تخمین زده شد 100مقایسه است. با کمتر از 

 اند.بسیار بالایی رسیده

در مجموع روند همگرایی در هر اجرا متفاوت و کاهش تابع هدف نیازمند 

 تعداد تکرار و زمان بیشتری برای حل است.

 مثال سوم: ماده مدرج تابعی با سه پارامتر مجهول -3-4

( در نظر گرفته شود، مسأله 30اگر ضریب هدایت حرارتی به صورت رابطه )

 خواهد بود. 𝑐2و  𝑐0 ،𝑐1پارامتر مجهول  3شناسایی ضرایب حرارتی شامل 

(30) 𝐾 = 𝑘(𝑦) = 𝑘0(𝑎 + b𝑦)
2 = 𝑐0 + 𝑐1𝑦 + 𝑐2𝑦

2 
در نظر  9و  60، 100مقادیر انتخابی اولیه این ضرایب به ترتیب برابر 

شود. برای چهار اجرای مختلف، مقدار تابع هدف در هر تکرار در گرفته می

شان به به مقدار واقعی 𝑐2و  𝑐0 ،𝑐1و نمودار روند همگرایی ضرایب  11شکل 

 نشان داده شده است. 12-14ترتیب در نمودارهای 

های شود با توجه به مشابهت در ماهیت کلی مثالهمانطور ملاحظه می

مرتبه ها نیز مشابه و همو سوم، زمان، تعداد تکرار و روند همگرایی آن دوم

 است.

مثال چهارم: تعیین ضرایب ماده مدرج تابعی با سه پارامتر  -4-4

 مجهول با اعمال شرایط مرزی متفاوت

توان شرایط مرزی مختلفی را اعمال کرد و برای حل مسأله معکوس می

را مبنای مقایسه در تابع هدف قرار داد. در مقادیر دما و شار در نقاط مرزی 

 15این مثال شرایط مرزی جدید و متفاوت از سه مثال پیشین مطابق با شکل

 شود.اعمال می FGMبر ورقی از  

و  60، 100ضرایب مجهول مشابه مثال پیشین جهت مقایسه به ترتیب 

های ا دادهشوند و با این مقادیر مسأله مستقیم حل شده تدر نظر گرفته می 9

 آیند. در این مثال با توجه به شرایط مرزی تعریف شدهدست مرزی هدف به

کند و برخلاف های دما روی مرز جسم کفایت میتنها استفاده از داده

گیری یا محاسبه شار وجود ندارد. تابع هدف های پیشین نیازی به اندازهمثال

 دماهای هدف به ازای به صورت مجموع مربعات تفاضل دمای محاسبه شده و

 
پارامترهای شده اختلاف مقدار محاسبهاثر دقت انتخابی تابع هدف بر  2جدول 

 ( 1)اجرای شماره تعداد تکرار و زمان مورد نیاز برای حل با مقدار واقعی، مجهول 
Table 2 effect of objective function’s value on estimated parameter 

value, iteration and time of solution at 1th run 
تابع 

 هدف
 پارامتر

مقدار 

 شدهمحاسبه

درصد اختلاف با مقدار 

 واقعی
زمان 

(s) 

تعداد 

 تکرار

e-3 A 10.309 3 % 
102 61 

B 2.319 22 % 

e-4 
A 10.005 0.05 % 

112 67 
B 3.033 1.1 % 

e-5 
A 9.994 0.06 % 

115 69 
B 2.993 0.23 % 

e-6 
A 9.992 0.08% 

120 72 
B 3.019 0.63 % 
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نمودار تابع هدف در چهار  16گره مرزی تعریف شده است. شکل  16تمامی 

 و 𝑐0 ،𝑐1دهد. مقادیر تخمین زده شده ضرایب بار اجرای برنامه را نشان می
 

پارامترهای شده اختلاف مقدار محاسبهاثر دقت انتخابی تابع هدف بر  3جدول 

 (4)اجرای شماره تعداد تکرار و زمان مورد نیاز برای حل با مقدار واقعی، مجهول 

Table 3 effect of objective function’s value on estimated parameter 
value, iteration and time of solution at 4th run 

تابع 

 هدف
 پارامتر

مقدار 

 شدهمحاسبه

درصدِاختلاف با مقدار 

 واقعی
زمان 

(s) 

تعداد 

 تکرار

e-3 A 9.806 1.94 % 
15 8 

B 3.484 16.13 % 

e-4 
A 9.94 0.6 % 

43 24 
B 3.13 4.3 % 

e-5 
A 9.977 0.23 % 

94 55 
B 3.06 2 % 

e-6 
A 9.99 0.1 % 

136 78 
B 3.022 0.73 % 

 

 
Fig. 11 object function versus itreration at 4 different runs (3th example) 

 مقدار تابع هدف در هر تکرار در چهار اجرای مختلف )مثال سوم( 11شکل 

 
Fig. 12 estimated value of C0 with ICA at 4 runs 

 و روند همگرایی آن در اجراهای مختلف  0Cمقدار تخمینی ضریب مجهول  12شکل 

 
Fig. 13 estimated value of C1 with ICA at 4 runs 

 و روند همگرایی آن در اجراهای مختلف  1Cمقدار تخمینی ضریب مجهول  13شکل 

 
Fig. 14 estimated value of C2 with ICA at 4 runs 

 و روند همگرایی آن در اجراهای مختلف  2Cمقدار تخمینی ضریب مجهول  14شکل 

 

Fig. 15 geometry and boundary conditions imposed on 4th example 

 هندسه و شرایط مرزی اعمالی برای حل معکوس در مثال چهارم 15شکل 

𝑐2 شود.ملاحظه می 17-19های بر حسب تکرار نیز به ترتیب در شکل 

با توجه به عدم هرگونه تقارن در مسأله و استفاده از دمای تمامی 

های مرزی در تابع هدف، تعداد تکرار لازم برای رسیدن به دقت مطلوب گره

در مقایسه با مثال پیشین افزایش چشمگیری یافته است. به عبارتی دیگر در 

ند، در این کداده مرزی مستقل استفاده می 5مقایسه با مثال قبل که تنها از 

شود؛ بنابراین تعداد تکرار لازم داده مرزی مستقل استفاده می 15مثال از 

افزایش داشته است. البته در این مثال استفاده از دما در تعداد کمتری از 

پاسخ شود که به طور جداگانه قابل تواند منجر به های مرزی نیز میگره

 بررسی است.
 

 
Fig. 16 object function versus iteration at 4 runs (4th example) 

 نمودار تابع هدف برحسب تکرار در چهار اجرای مختلف )مثال چهارم( 16شکل 
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 نسخه پیش از انتشار برای تایید نویسنده  

 
Fig. 17 estimated value of C0 with ICA at 4 runs 

 )مثال چهارم (در چهار اجرای الگوریتم  0Cمقدار تخمینی  17شکل 

 
Fig. 18 estimated value of C1 with ICA at 4 runs 

 )مثال چهارم(در چهار بار اجرای الگوریتم  1Cمقدار تخمینی  18شکل 

 
Fig. 19 estimated value of C2 with ICA at 4 runs  

 در چهار بار اجرای الگوریتم )مثال چهارم( 2Cمقدار تخمینی  19شکل 

 گیرینتیجه 5-

شناسایی خواص در مواد مدرج تابعی به واسطه حل مسأله معکوس 

ای دارد. در این نوع کاربردهای روزافزون این مواد اهمیت و جایگاه ویژه

جا مسائل به واسطه مجهول بودن خواص نیاز به اطلاعات اضافی است. از آن

ها اغلب روی مرز جسم میسر است، در مسأله معکوس گیری دادهکه اندازه

ارتی یک ماده غیرهمگن )از نوع مدرج با تابع درجه دوم( شناسایی خواص حر

های های مرزی حرارتی شامل دما و شار در برخی گرهدر مقاله حاضر از داده

شود تا به هدف خود یعنی تعیین مرزی در رویکرد تشریح شده استفاده می

ضرایب برسد. در این پژوهش با وجود اجرای این ایده بر مواد همگن برای 

 شود.ین بار بر ماده مدرج تابعی اجرا مینخست

برای حل مسأله معکوس ابتدا باید حل مستقیم مسأله موجود باشد. 

انتخاب روش المان مرزی جهت حل مسأله مستقیم به دلیل مزایای آن مانند 

ها و محاسبات کاهش یک بعد مسأله نیاز به تعداد المان کمتر، حجم داده

در مجموع کارآیی بیشتر در مسائل معکوس کمتر، سرعت بیشتر تحلیل و 

جا که حل المان مرزی انتقال حرارت از آن .نیازمند تکرار صورت گرفته است

در حالت کلی وجود ندارد، این پژوهش به حالت خاصی از آن در مواد مدرج 

)تابع درجه دوم( محدود شده و در گام نخست با رویکرد تغییر متغیر و 

مربوطه توسعه و مکی، حل المان مرزی مسأله ارائه و کد استفاده از متغیر ک

 گذاری شده است.صحه

در حل مسأله معکوس الگوریتم رقابت استعماری که یک الگوریتم 

سازی از نوع همگانی است، با حل المان فرااکتشافی جدید و قدرتمند در بهینه

حرارتی با  مرزی تلفیق شده است. این الگوریتم تاکنون برای شناسایی خواص

های مرزی و حل المان مرزی استفاده نشده که در رویکرد استفاده از داده

بخش است. جا مورد استفاده قرار گرفته و نتایج آن نیز رضایتاین

سازی تابع هدف استوار است. تابع هدف سازی بر مینیممهای بهینهالگوریتم

ها محاسبه شده دادهگیری و به صورت مجموع مربعات تفاضل مقدار اندازه

جا مقادیر حاصل از حل مسأله مستقیم پس از اعمال شود. در اینتعریف می

ضرایب مفروض معلوم به جای انجام آزمایشات تجربی به عنوان مقادیر 

 گیرد.گیری شده مورد استفاده قرار میاندازه

ها بر هر چند شرایط مرزی اعمالی اختیاری است، اما نحوه انتخاب آن

ها و سرعت همگرایی و رسیدن به پاسخ ع داده مورد استفاده، تعداد آننو

که در  5مناسب تأثیر دارد. برای نمونه با انتخاب شرایط مرزی مطابق شکل 

های اول تا سوم از آن استفاده شده است باید از هر دو نوع داده دما و مثال

سأله تنها سه داده شار در تابع هدف استفاده کرد، زیرا به واسطه تقارن در م

دمایی مستقل مؤثر خواهیم داشت و از طرفی تنها استفاده از این دماهای 

دست های مختلفی برای مسأله بهشود و پاسخمرزی به پاسخ یکتا منجر نمی

که از هر دو نوع داده دما و شار استفاده شود به واسطه  هنگامی .آیدمی

رایی مسأله و رسیدن به پاسخ ها و جهت همگتفاوت در مرتبه مقادیر آن

بعد شوند، سپس در تابع هدف ها نرمالیزه یا بیمناسب، باید ابتدا مقادیر آن

مورد استفاده قرار گیرند. در مثال چهارم با اخذ شرایط مرزی متفاوت مطابق 

تنها استفاده از دماهای مرزی برای حل مسأله معکوس کفایت  15شکل 

برای حل مسأله معکوس بر  15طابق شکل کند. اعمال شرایط مرزی ممی

ارجحیت دارد، زیرا از نظر تجربی  5استفاده از شرایط مرزی مطابق شکل 

 تر و با دقت بیشتری همراه است.گیری دما نسبت به شار حرارتی سادهاندازه

تعداد تکرار مورد نیاز تا رسیدن به دقت مطلوب در مثال چهارم در 

مقایسه با مثال سوم افزایش قابل توجهی یافته و این به واسطه استفاده از 

 15های مرزی است. به عبارت دیگر در حل مثال چهارم از دمای تمامی گره

داده  5 داده مرزی مستقل استفاده شده است، در حالی که مثال سوم تنها از

کند. البته در مثال چهارم نیز استفاده از دمای مرزی مستقل استفاده می

ها نیز کفایت ها ضرورتی ندارد و استفاده از تعداد کمتری از آنتمامی گره

کند، ولی باید حداقل تعداد لازم برای رسیدن پاسخ به طور جداگانه می

 بررسی شود.

استفاده و همچنین برنامه نوشته  در این مقاله برای بررسی رویکرد مورد

شده چندین مثال مختلف حل، نمودار مقدار تابع هدف و نیز مقدار تخمین 

جا که زده شده پارامتر مجهول توسط الگوریتم در هر تکرار ترسیم شود. از آن

شود، برحسب آن مسیر رسیدن به الگوریتم با یک حدس اولیه شروع می

نابراین برای اطمینان خاطر و نیز مقایسه و تواند متفاوت باشد، بپاسخ می

درک بهتر، اجرای هر مثال چند بار تکرار شده و نمودارهای مربوطه نیز برای 

اند. نمودارهای مقدار تابع هدف برحسب تکرار چند اجرای مختلف ترسیم شده

 تر نیز به مقدار واقعی خود همگراروند کاهشی دارد و مقدار تخمینی هر پارام
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مجهولی شامل تعیین ضریب هدایت حرارتی ماده همگن، حل مسأله تک

برای الگوریتم قدرتمند رقابت استعماری به سادگی و با تعداد کمی تکرار 

 10آید. در اجراهای مختلف برنامه برای این مثال در کمتر از دست میبه

رامتر و خطای مقدار تخمینی پا 10-6تکرار، مقدار تابع هدف به کمتر از 

رسیده است. با افزایش تعداد پارامترهای مجهول به  %1مجهول به کمتر از 

دو پارامتر در مثال دوم و سه پارامتر در مثال سوم و چهارم، تعداد تکرار مورد 

 یابد.نیاز برای رسیدن به پاسخ با دقت مطلوب افزایش می

ل( دو نوع عوامل تأثیرگذار بر حل مسأله )دقت یا تعداد تکرار و زمان ح

است. یک دسته عوامل مربوط به نوع مسأله است که شامل تعداد پارامترهای 

های معلوم ورودی است. دسته دیگر مجهول، تعداد توابع هدف، تعداد داده

عوامل مربوط به فاکتورهای مؤثر در خود الگوریتم که شامل تعداد جمعیت، 

هزینه مستعمرات در هزینه  تعداد امپراطوری، بازه انتخابی مقادیر، ضریب اثر

سازی، ضریب میانگین هزینه کل امپراطوری، ضریب جذب یا همگون

مستعمرات، نرخ و احتمال چرخش است. اثر هر کدام از این فاکتورها قابل 

 رود.های آتی این پژوهش به شمار میبحث و بررسی است که در زمره فعالیت

بر تأیید رویکرد مورد استفاده، کارآیی آمده علاوهدستدر مجموع نتایج به

در حل مسأله شناسایی ضرایب مجهول و قدرت الگوریتم رقابت استعماری 

 دهد.را نشان میهدایت حرارتی 
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