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دس  .دَىذ بًدن اص خًد وـبن میيیؼکًص ي الاػتیک  دي خبصیت کلیای اص مًاد اػت کٍ سفتبسی میبن  خبصیت دػتٍ يیؼکًالاػتیؼیتٍ 
 یتببع ُبیاستعبؽ آصاد يسل لیتحلبٍ  ممبلٍدس ایه  يیؼکًالاػتیؼیتٍ خطی تببع تىؾ بصًست خطی بٍ تبسیخچٍ لبلی تببع کشوؾ يابؼتٍ اػت.

ق اص مذل ػٍ پبسامتشی صوش اػتفبدٌ ؿذٌ اػت. َمچىیه مؼتطیلی پشداختٍ ؿذٌ اػت. جُت مذل ومًدن سفتبس يیؼکًالاػتیک يس کیالاػتؼکًیي
ػبصی ؿذٌ اػت. ممبدیش تىؾ ي کشوؾ بٍ صًست خطی ي بش اػبع تئًسی  خبصیت تببعی بًدن يسق بب اػتفبدٌ اص مذل تًاوی کؼشی حجمی مذل

ت. بب محبػبٍ ممبدیش اوشطی پتبوؼیل ي مشتبٍ ايل تغیش ؿکل بشؿی محبػبٍ ؿذٌ ي ؿشایط مشصی بٍ صًست چُبسطشف ػبدٌ دس وظش گشفتٍ ؿذٌ اػ
دػت  اوشطی جىبـی يسق ي کمیىٍ کشدن تببع لاگشاوظ بش اػبع سيؽ سیتض، مؼئلٍ ممذاس يیظٌ حبصل ي بب حل آن ممبدیش فشکبوغ طبیعی يسق بٍ

خصًصیبت َىذػی ي راتی يسق تأثیش افضاس متمتیکب وًؿتٍ ؿذٌ اػت ي  ایی دس وشم دػت آيسدن ممبدیش فشکبوغ طبیعی، بشوبمٍ جُت بٍ .آمذٌ اػت
دػت آمذٌ دس ایه  ػىجی، وتبیج بٍ بٍ مىظًس صحت مًسد اسصیببی لشاس گشفتٍ اػت.ممبدیش فشکبوغ طبیعی آن بٍ صًست جذيل ي ومًداس سيی بش 

بًی بشخًسداس دػت آمذٌ ي دادٌ مًجًد دس ػًابك ع ممبلٍ بٍ وتبیج يسق الاػتیک تببعی ػبدٌ ػبصی ؿذٌ اػت. ممبیؼٍ وتبیج بٍ لمی اص تطببك خ
 اػت.
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 Viscoelasticity is a property of materials that exhibit both viscous and elastic characteristics. In linear 

viscoelasticity, the stress is linearly related to the history function of strain. This paper discusses 

vibration analysis of functionally graded viscoelastic rectangular plate. The viscoelastic behavior of the 

plate is modeled using the Zener three-parameter model. Also, the material properties of the plate are 

graded through the thickness according to the volume fraction model. The maximum stress and strain 

are calculated based on the linear first-order shear deformation theory and the simply support boundary 

conditions is assumed at all four edges of the plate. A code is prepared using the Mathematica software 

to obtain the frequency values and effect of inherent and geometric characteristics of the sheet on 

natural frequency of the plate. These effects are studied using the tables and graphs represented in the 

results and discussion section of the paper. The results obtained in this paper are simplified to a 

functionally elastic plate to compare with those given in the literature search. The comparison of results 

shows good agreement against data given in literature for both cases. 
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 مقدمه1- 

اَف هىبً لیثِ دلّبی پلیوشی اهشٍصُ  فَم اَف  ٍ ثِ یػبل یىیخ ٍیظُ خ
سٍ ثشػی سفتبس  گیشًذ. اص ایي دس صٌؼت هَسد اػتفبدُ لشاس هی ثبلا یشیپز ضشثِ

اص  .هَسد تَجِ لشاس گشفتِ اػتؿذُ اص ایي هَاد  ّبی ػبختِ دیٌبهیىی پٌل

ثٌذی، وبّؾ احتشاق،  تَاى ثِ وبسثشد ثؼتِ هی ّب فَمایي هَاسد اػتفبدُ 

ذػی ًظش هٌْ فیلتشاػیَى، صیشػبصی ٍ جبرة صَت ٍ ؿَن اؿبسُ وشد. اص ًمطِ
ؿًَذ.  ثٌذی هی ّب دس ولاع هَاد تبثؼی هذسج دػتِ هَاد ثشخی اص اًَاع ایي فَم

اَف آى هَاد تبثؼی هذسج هَادی ثب ػبختبس غیش ّب اص جولِ  ّوگي اػت وِ خ

طَس پیَػتِ  چگبلی، ضشیت پَاػي، هذٍل الاػتیؼیتِ دس یه یب دٍ ساػتب ثِ

تَاى ثِ خبصیت  ب هیّ وٌذ. اص دیگش خصَصیت سفتبسی ایي فَم تغییش هی

دس خصَف تحلیل دیٌبهیىی ٍ  ٍیؼىَالاػتیه ثَدى آًْب اؿبسُ وشد.

تَاى ثِ هَاسد ثؼیبسی اؿبسُ وشد.  اػتبتیىی ٍسق ّبی ٍیؼىَالاػتیه هی
ّبی چْبسگَؽ ٍیؼىَالاػتیه ثب سٍؽ  ثِ تحلیل ووبًؾ ٍسق [1]فلاحتگش 

 تأثیشثِ ثشػی  [2]گزسای اجضا هحذٍد پشداخت. صًگٌِ ٍ ّوىبساًؾ  ؿجِ

ّب دس  هیلِ پشداختٌذ، آى هحَسیاستؼبؽ  ثش ٍیؼىَالاػتیه گبُ تىیِ هـخصبت

ٍیت -وشدى سفتبس هَاد ٍیؼىَالاػتیه اص هذل ولَیي ایي هطبلؼِ جْت هذل

اَى ٍ ّوىبساًؾ . اػتفبدُ وشدًذ حل دلیمی ثشای استؼبؽ آصاد  [3]ػیشی

ّبی ػبدُ اسائِ وشدًذ. دس ایي پظٍّؾ  گبُ ّبی ٍیؼىَالاػتیه ثب تىیِ ٍسق

ّب اص تئَسی هشتجِ اٍل تغییش ؿىل ثشؿی ٍ جْت هذل  جبیی جْت تمشیت جبثِ

جبهذ اػتفبدُ ؿذُ  پبساهتشی ؿجِ ػِوشدى سفتبس ٍیؼىَالاػتیه ٍسق اص هذل 

https://en.wikipedia.org/wiki/Viscosity
https://en.wikipedia.org/wiki/Elasticity_(physics)
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ثِ ثشسػی فشوبًغ طجیؼی ٍسق هشوت ػِ لایِ  [4]اػت. وَپیتب 
سٍؿی ثش پبیِ الوبى هحذٍد  [5]ؼىَالاػتیه پشداخت. ثیلاػِ ٍ ّوىبساًؾ ٍی

جْت ثشسػی استؼبؽ خطی ٍ غیشخطی ٍسق ػبًذٍیچی اسائِ وشدًذ. ػبوؼب ٍ 

ِ ثشسػی سفتبس دیٌبهیه دس اداهِ تحمیمبت دس ایي صهیٌِ ث [6]ّوىبساًؾ 

ّبی  ٍسقدس صهیٌِ تحلیل سفتبس استؼبؿی ّبی ٍیؼىَالاػتیه پشداختٌذ.  پٌل
 [7] ّبؿوی ٍ ّوىبساى حؼیٌیتَاى ثِ هَاسدی اؿبسُ وشد.  تبیؼی الاػتیه هی

ّب  تبثؼی ثب لایِ ثِ ثشسػی ٍ تحلیل استؼبؽ آصاد یه ٍسق هؼتطیلی

تئَسی تغییش ؿىل ثشؿی هشتجِ اٍل ٍ یه حل دلیك ثشاػبع  پیضٍالىتشیه

ثشای ؿشایط  فشوبًغ طجیؼی ٍسق ّب اًذ. دس هطبلؼِ آى پشداختِپبػخ ثؼتِ 
آهذُ اػت. هحوذ تبلْب ٍ   دػت هشصی هختلف ٍسق ثب اػتفبدُ اص حل دلیك ثِ

وبسگیشی  ّبی تبثؼی ثب ثِ ٍسقثِ ثشسػی استؼبؽ ٍ تحلیل اػتبتیىی  [8]ػیٌك 

. طاٍ ٍ پشداختٌذثِ ووه سٍؽ الوبى تئَسی تغییش ؿىل ثشؿی هشتجِ ػَم 

، اسائِ دادًذی تبثؼی چْبسگَؽ ّب ٍسقتحلیلی ثشای استؼبؽ آصاد  [9]ّوىبساى 
وشًؾ ثشؿی   ثشای هحبػجِتغییش ؿىل ثشؿی هشتجِ اٍل  تئَسیّوچٌیي اص 

ش سٍؽ سیتض ث اػوبل بٍیظُ ث دلِدًذ. هؼبوشػشضی ٍ ایٌشػی چشخـی اػتفبدُ 

دس صهیٌِ . ؿذُ اػت ػپغ حل آهذُ ٍ دػت ػیؼتن ثِاًشطی  فبًىـٌبل

ػبصی دٍثؼذی ٍسق  تَاى ثِ هذل هی ثشسػی سفتبس هَاد ٍیؼىَالاػتیه تبثؼی
تحلیل اجضا هحذٍد دیَ  [11,10]ٍیؼىَالاػتیه تبثؼی تَػط اؿشفی ٍ پبٍلیٌَ 

ٍ ثشسػی سفتبس دیٌبهیىی ٍسق ٍیؼىَالاػتیه تبثؼی دس  [12]ٍ ّوىبساًؾ 

یه تئَسی ٍسق جذیذ  [14] اؿبسُ وشد. آلتشثبچ ٍ ّوىبساًؾ [13] همبلِ جیي

ثِ  [15]ػتیه تبثؼی اسائِ وشدًذ ٍ دس اداهِ وبسؿبى ثشای تحلیل ٍسق ٍیؼىَالا
ّبی پلیوشی  ّبی ٍیؼىَالاػتیه تبثؼی اص جولِ فَم هطبلؼِ خوؾ ٍسق

 پشداختٌذ.

بى هی ّبی اًجبم  دّذ وِ دس ثیـتش پظٍّؾ هطبلؼِ ػَاثك ػلوی ًـ

ّبی ٍیؼىَالاػتیه ثشای ٍسق ّوگي اًجبم  گشفتِ، ثشسػی سفتبس استؼبؿی ٍسق
ّبی پلیوشی وِ خصَصیبت  جبیی وِ سفتبس هَادی هبًٌذ فَم اص آىؿذُ اػت. 

وٌذ اص هذل هَاد تبثؼی تجؼیت  ّب دس یه ساػتب ثِ صَست پیَػتِ تغییش هی آى

ّبی ٍیؼىَالاػتیه ػبختِ ؿذُ اص  وٌذ، دس ایي تحمیك استؼبؽ آصاد ٍسق هی

بی ولَیي ٍ ّ وِ هذل ثب تَجِ ثِ ایي هَاد تبثؼی هَسد ثشسػی لشاس گشفتِ اػت.
ثٌی سفتبس ٍیؼىَالاػتیه هَاد ّؼتٌذ،  ای ثشای پیؾ ّبیی پبیِ هبوؼَل هذل

ّبیی ثب  تَاًذ هٌجش ثِ هذل ّبی هبوؼَل هی ّبی ولَیي ٍ هذل تشویت صًجیشُ

جبیی وِ هذل  تش سفتبس ٍیؼىَالاػتیه هبدُ ؿًَذ. اص آى ثٌی دلیك اهىبى پیؾ

سٍد  اصی ػبختِ ؿذُ، اًتظبس هیصًش اص تشویت دٍ ٍاحذ هبوؼَل ثِ صَست هَ
ّبی ٍیؼىَالاػتیه سا ثب دلت  وِ ایي هذل ثتَاًذ فشوبًغ طجیؼی ٍسق

 ًیبص هَسد پبساهتشّبی ون تؼذاد دس هذل ایي هضیت .ثیٌی وٌذ ثیـتشی پیؾ

اػت وِ سفتبس هَاد ٍیؼىَالاػتیه  ٍیؼىَالاػتیه هَاد سفتبس ػبصی ثشای هذل

 [.17,16وٌذ ] ثیٌی هی ثب دلت ثیـتشی پیؾ سا ثب ٍجَد تؼذاد ون پبساهتشّب

ثب یىذیگش ػشی ٍ اػتبًذاسد  یجبهذ خط یبدس هذل صًش  یشاگشه یهفٌش ٍ  یه

ػبصی سفتبس تبثؼی ٍسق ًیض اص هذل  . جْت ؿجیِ[18] اًذ هَاصی ؿذُثب فٌش دٍم 

وؼش تَاًی حجوی اػتفبدُ ؿذُ اػت. دس اثتذا همبدیش تٌؾ ٍ وشًؾ خطی ثب 

جبیی تئَسی هشتجِ اٍل تغییش ؿىل ثشؿی اػتخشاج ؿذُ  سٍاثط جبثِ اػتفبدُ اص
ٍ ػپغ اًشطی جٌجـی ٍ پتبًؼیل ٍسق ثش پبیِ تئَسی تغیش ؿىل ثشؿی هشتجِ 

 آهذُ اػت. دػت اٍل ثِ

ّبی جٌجـی ٍ پتبًؼیل ٍ  تبثغ لاگشاًظ اص تفبضل اًشطی ثب تـىیل ػشاًجبم

 آیذ. دػت هی همذاس ٍیظُ ثِ ػبصی ایي تبثغ ثشاػبع سٍؽ سیتض هؼبدلِ وویٌِ

 فیسیک مسئله 2-

 ضخبهت ٍ b پٌْبی ،a طَل ثِ تبثؼی ؿذُ اص هَاد هؼتطیل ؿىل ػبختِ ٍسلی
h هتغیش ِصفح ضخبهت ساػتبی دس هَاد ّبی ٍیظگی .ثگیشیذ ًظش دس سا ٍ 

 فَم یه ٌّذػِ 1ؿىل  دس. تؼشیف ؿذُ اػت حجوی ًؼجت لبًَى ثشاػبع

جبیی ٍسق دس دػتگبُ  سٍاثط جبثِ .اػت ؿذُ دادُ ًوبیؾ ثبص ػلَل پلیوشی

هختصبت وبستضیي ثب فشض تئَسی هشتجِ اٍل تغییش ؿىل ثشؿی ثِ صَست 
 .[19]( ثیبى ؿذُ اػت 1-3سٍاثط )

(1)                        

(2)                       

(3)                     

   ٍ    ، پبساهتشّبی  ٍسق دس ساػتبی  جبیی ػشضی جبثِ    (1-3)دس سٍاثط 

 ٍسق ًبؿی اص خوؾ ثِ تشتیت دس ساػتبی هحَسّبیؿیت 
   

 ٍ    ٍ

ّبی ٍسق دس ساػتبی  جبیی جبثِ  دٌّذُ ثِ تشتیت ًـبى      پبساهتشّبی 
ٍ فشض وشًؾ  3-1جبیی  اػت. ثب تَجِ ثِ سٍاثط جبثِ  ٍ   ،  هحَسّبی 

 ( اػت.4ّبی ٍسق ثِ صَست ساثطِ ) جبیی ّب ٍ جبثِ خطی سٍاثط ثیي وشًؾ

    
   

  
     

   

  
      (

   

  
 

   

  
) 

(4)     
  

  
        

  

  
    

 مدل ویسکوالاستیک تببعی3- 

( ثِ دٍ ثخؾ تجضیِ 6,5سا ثِ صَست سٍاثط )    ٍ وشًؾ      تبًؼَسّبی تٌؾ 

 .ؿَد هی

(5)         
 

 
       

(6)         
 

 
       

ثِ تشتیت ثخؾ اًحشافی         ػجبست اٍل دس ػوت ساػت سٍاثط ثبلا، 
تبًؼَسّبی تٌؾ ٍ وشًؾ ٍ ػجبست دٍم ثخؾ ّیذسٍػتبتیه تبًؼَسّبی تٌؾ 

گبُ ٍاثؼتگی تبًؼَس تٌؾ ثِ تبًؼَس وشًؾ  ؿًَذ، آى ٍ وشًؾ ًبهیذُ هی

ّبی ٍساثت ثِ صَست  ثشحؼت صهبى ثشای هَاد ٍیؼىَالاػتیه تَػط اًتگشال

 ؿًَذ. ًوبیؾ دادُ هی (7)ساثطِ 

(7) 

       ∫      
 

 

  
    

  
       

 ∫       
 

 

    

  
          

 

 

Fig. 1 Microscopic geometry view of open cell polymeric foams 
 ّبی پلیوشی ػلَل ثبص ًوبیی هیىشٍػىَپی اص ٌّذػِ فَم 1 شکل
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ساثطِ  .ّبی آػَدگی ثشؿی ٍ ثبله اػت هذل      ٍ      دس ایي هؼبدلات

( تٌْب ثِ دلیل ایي وِ سفتبس هبدُ دس ّش لحظِ خطی دس ًظش گشفتِ ؿذُ ثِ 7)
تَاى ثشاػبع اصل ثَلتضهي اثشات  صَست ثبلا لبثل ًَؿتي اػت. دس ًتیجِ هی

ػبصی سفتبس هَاد  ًْی وشد. جْت هذل تغییشات تذسیجی ثبس سا ثش یىذیگش ثشّن

وبس گشفت.  فٌش ٍ دهپش سا ثِ ّبی هختلفی اص تَاى تشویت ٍیؼىَالاػتیه هی

ّبی هٌبػت ثشای  ًوبیؾ دادُ ؿذُ یىی اص هذل 2هذل خطی صًش وِ دس ؿىل 
ّب دس  ّبی پلیوشی اػت وِ خصَصیبت آى تـشیح سفتبس ٍیؼىَالاػتیه فَم

. دس ایي صَست هؼبدلات [20]وٌذ  ساػتبی ضخبهت ثِ صَست تبثؼی تغییش هی

وِ ثخؾ اًحشافی تبًؼَس تٌؾ اص  ایيػبختبسی هبدُ ٍیؼىَالاػتیه ثب فشض 

 .( اػت9,8هذل صًش تجؼیت وٌذ ػجبست اص سٍاثط )

(8)       
    

  
         

    

  
 

 
(9)    

    

     
     

    

     
             

 
ثبثت   ٍ ثبثت دهپش دس هذل صًش   ّبی ثشؿی، هذل   ٍ    دس سٍاثط ثبلا 

ّوچٌیي اگش فشض وٌین ثخؾ ّیذسٍػتبتیه تٌؾ اص هذل  آػَدگی اػت،
 صَست صیش داسین. ( سا ث10ِهَاد الاػتیه خطی تجؼیت وٌذ صاثطِ )

(10)               

هذٍل ثبله هبدُ اػت وِ تبثؼی اص ضخبهت فشض ؿذُ اػت.      دس آى 

ثشای ثشسػی استؼبؽ آصاد ٍسق، تٌؾ ٍ وشًؾ ثشای ٍسق ٍیؼىَالاػتیه ثِ 

 ؿَد. فشض هی (11)صَست ساثطِ 

(11)           
                           

          

( 6,5)ّب دس سٍاثط  گزاسی آى ٍ جبی (11)( سا ثب اػتفبدُ اص ساثطِ 13,12سٍاثط )

 خَاّین داؿت.

(12)    
  

         

     
   

     

(13)    
        

  

اػت،  ⁄     هذٍل ثبله ٍ    ،طجیؼی ثیبًگش فشوبًغ  دس سٍاثط ثبلا 
 سا ثِ صَست صیش داسین. (15,14)ّوچٌیي سٍاثط 

(14)    
     

  
 

 
   

     

(15)    
     

  
 

 
   
     

 ثِ صَست صیش     ٍ      ثب تؼشیف پبساهتشّبی 

(16)        

     

      
 

(17)         

 .ؿًَذ تجذیل هی  (19,18)سٍاثط ثِ ( 13,12)سٍاثط 

 
Fig. 2 Schematic view of Zenner viscoelastic model 

 ؿوبتیه هذل ٍیؼىَالاػتیه صًش ًوبیؾ 2 شکل

(18)    
         

  

(19)    
           

  

ثِ     هذل سفتبسی ٍسق ثِ هذل الاػتیه ٍ دس حبلت     گزاسی  جبیثب 

ؿَد. ثشای هذل الاػتیه هذٍل الاػتیؼیتِ ٍ ضشیت  هذل ولَیي تجذیل هی
 ثبله هشتجط اػت.( ثب هذٍل ثشؿی ٍ هذٍل 20صَست ساثطِ ) پَاػي ثِ

(20)   
   

    
    

     

       
 

صَست  هذٍل ٍ ضشیت پَاػَى ثِ( 20)دس ساثطِ ( 17,16) سٍاثط گزاسی ثب جبی
 ؿَد. حبصل هی (22,21)تبثؼی اص فشوبًغ ثشای هذل صًش ثِ ؿشح سٍاثط 

(21)      
           

                  
 

(22)      
 

 

                  

                  
 

لا ثشای هَاد      ٍ      اػت. همبدیش  ⁄       دس سٍاثط ثب

ٍیؼىَالاػتیه ٍ ّوگي لبثل اػتفبدُ ٍ جْت اػوبل تبثؼی ثَدى هبدُ 

ٍیؼىَالاػتیه )تغییش خَاف ٍسق دس ساػتبی ضخبهت( ٍ اسائِ هذل ًْبیی 

هؼئلِ وِ هذل ٍیؼىَالاػتیه تبثؼی اػت، وؼش حجوی ثشای ایي هذل ثِ 
 ؿَد. هؼشفی هی (23)صَست ساثطِ 

(23)              
 

 
 

 

 
   

ضشیت ًیض    ثبثت هبدُ وِ ثشای ّش هبدُ همذس ثبثتی اػت.  دس سٍاثط یبدؿذُ 

اػت. ثب اػوبل وؼش حجوی دس پبساهتشّبی هىبًیىی حجوی تَاًی  ًؼجت

 .[20]سا خَاّین داؿت  (24-28)هؼئلِ سٍاثط 

(24)                

     

      
 

(25)                

(26)        
         

          
 

(27)        
 

 

                  

                  
 

(28)             

تشتیت ثیبًگش هذٍل ِ ث (24-28)ووتشیي همذاس چگبلی فَم اػت. سٍاثط    

ثشؿی، هذٍل ثبله، هذٍل الاػتیؼیتِ، ضشیت پَاػي ٍ چگبلی ثشای ٍسق 

اٍثؼتِ ثِ ضخبهت ٍ فشوبًغ  ٍیؼىَالاػتیه تبثؼی اػت وِ همبدیش آى ّب 

 یتئَسثب اػتفبدُ اص  قٍس یثشا یثب تَجِ ثِ لبًَى َّن هؼبدلات ػبختبساػت. 
 .ؿذُ اػت ًـبى دادُ (29-33)سٍاثط دس  یثشؿ اٍلهشتجِ 

(29)    
      

         
(      ) 

(30)    
      

         
(      ) 

(31)     
      

        
(   ) 

(32)     
      

        
      

(33)     
      

        
(   ) 

اص ساثطِ ٍسق ثب دس ًظش گشفتي تئَسی هشتجِ اٍل ثشؿی  ؼیلًاًشطی پتب  هؼبدلِ
 .لبثل هحبػجِ اػت (34)
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(34) 

   ∫ ∫ ∫ [                           

   

    

 

 

 

 

       ]        

( 35)ساثطِ ثِ صَست  ثب دس ًظش گشفتي ایٌشػی دٍساًیًیض ٍسق اًشطی جٌجـی 
 دػت خَاّذ آهذ. ثِ

   
 

 
∫ ∫ ∫       [ ̇   ̇   ̇ ]

   

    

 

 

 

 

       (35) 

̇  همبدیش    ̇ ّبی ٍسق ًؼجت ثِ صهبى  جبیی دس ساثطِ ثبلا ثیبًگش تغیشات جبثِ ̇ 
اػت. ثشای ؿشط هشصی چْبسطشف ػبدُ پبػخ       ثِ تشتیت دس ساػتبّبی 

 ( اػت.36-40استؼبؿی ٍسق ثِ صَست سٍاثط )

 (36)   ∑ ∑       
   

 
     

   

 
 

 

   

 

   

 

(37)   ∑ ∑        
   

 
     

   

 
 

 

   

 

   

 

(38)   ∑ ∑        
   

 
     

   

 
 

 

   

 

   

 

(39)    ∑ ∑       
   

 
     

   

 
 

 

   

 

   

 

(40)    ∑ ∑        
   

 
     

   

 
 

 

   

 

   

 

. ؿَد هی بػجِّب ثب سٍؽ سیتض هح ثَاثتی وِ همذاس آى                    

پتبًؼیل ػیؼتن ّبی جٌجـی ٍ سیتض تفبضل اًشطی -ثشاػبع سٍؽ اًشطی سیلی

ثبلا ٍ ایي تفبضل ثَاثت هجَْل تَاثغ  ػبصی وویٌِآهذُ ٍ ثب  دػت ثِ

هؼبدلات لاگشاًظ سا ثِ صَست ساثطِ  ؿًَذ. ّبی طجیؼی ٍسق تؼییي هی فشوبًغ

 .[21]ًَیؼین  هی (41)

(41)   ∑     ∑     

 صفش لشاسدادى هـتك هؼبدلِ لاگشاًظ ًؼجت ثِ ثَاثت هجَْل، هؼبدلِ لاگشاًظ  ثب

 ؿَد. ( وویٌِ هی42ثِ صَست ساثطِ )

(42) 
  

    

   
  

    

   
  

    

   
  

    

   
  

    

   

حبصل  (43صَست ساثطِ )هؼئلِ همذاس ٍیظُ ثِ  (36-40) ثب اػوبل سٍاثط
 ؿَد. هی

(43) [ ]{ }    [ ]{ }  { } 

ّبی  ثِ تشتیت هبتشیغ ػفتی هتٌبظش ثب اًشطی [ ]هبتشیغ جشم تیش،  [ ]

 وشًـی اػت.

 نتبیج عددی4- 
ٍسق ٍیؼىَالاػتیه تبثؼی  هی یثشاهمبدیش فشوبًغ طجیؼی ثخؾ  يیدس ا

تأثیش پبساهتشّبی گًَبگَى اص جولِ ًؼجت ضخبهت ثِ طَل هحبػجِ ؿذُ ٍ 
اًَی ًؼجت حجوی ٍ ثبثت صهبًی  ًؼجت طَل ثِ ػشض ٍسق، ٍسق، ضشیت ت

دس . آػَدگی ثش فشوبًغ طجیؼی ٍسق هَسد تجضیِ تحلیل لشاس گشفتِ اػت

ثشای  اػت.خَاف هَاد هَسد اػتفبدُ دس ایي پظٍّؾ اسائِ ؿذُ  1جذٍل 

 ثؼذ ّبی ثذٍى همبدیش فشوبًغ 2ػٌجی ًتبیج، دس جذٍل  صحت
 ̃ هشثَط ثِ ًخؼتیي فشوبًغ ٍسق الاػتیه تبثؼی       √      

همبیؼِ ؿذُ اػت. دس ایي جذٍل ؿشایط هشصی  [8]ثب هشجغ               

⁄  ًؼجت ضخبهت ثِ طَل  چْبس طشف ػبدُ، ٍ ًؼجت اضلاع      
  ⁄  اػت. چـگبلی ٍ هذٍل الاػتیـؼیتِ ثِ صَست    

                         
                             

               
اػت، ّوچٌیي ضشیت پَاػَى                  

فشض ؿذُ اػت. ًتبیج حبصل اص ایي تحمیك تب اًذاصُ لبثل       ثبثت ٍ

[ ًضدیه اػت. ثشای ًوبیؾ 8لجَلی ٍ ثب دسصذ خطبی ًبچیضی ثِ هشجغ ]

فشوبًغ طجیؼی اٍل ٍسق  10ّوگشایی  3 جذٍلّوگشایی ًتبیج دس 

SUS304/Si3N4  ثشحؼت(Hz) ػبدُ یهشص طیؿشا یثشا ٍ   ⁄      ⁄  

تؼذاد جولات ػشی فَسیِ سٍاثط ( nثِ اصای همبدیش هختلف           

یىؼبى دس ًظش گشفتِ ؿذُ  m  ٍn( هَسد ثشسػی لشاس گشفتِ، همذاس 40-36)

همبدیش فشوبًغ ّوگشا  m=n=38 اػت. ثشاػبع ًتبیج ایي جذٍل ثِ اصای
 اًذ. ؿذُ

ی پبیِ ٍسق ٍیؼىَالاػتیه تبثؼی ّب  فشوبًغًوَداس تغییشات  3 ؿىلدس 

اسائِ ؿذُ هشصی ػبدُ ّشتض ثِ اصای پبساهتشّبی هختلف ثشای ؿشایط ثشحؼت 

ٍ ًؼجت       ، ⁄        ثِ طَل ًؼجت ضخبهت اػت. دس ایي ًوَداس 
⁄    طَل ثِ ػشض ٍسق فشض ؿذُ اػت. ثشاػبع ؿىل همذاس فشوبًغ   

 سٍ اػت.ِ ثب افضایؾ ثبثت آػَدگی ثب افضایؾ سٍث

 هَاد خَاف هىبًیىی 1جدول 
Table 1 mechanical property of the materials 

هبدُ ًَع  
      
    

                    

 1 - 2000 4000 100 الاػتیه
 1 0.65 2000 4000 100 تبثؼی

 0.5 - 2000 4000 100 ٍیؼىَالاػتیه
 یؼىَالاػتیهٍ

 تبثؼی
100 4000 2000 0.65 0.5 

 

 طیؿشا یثشا یتبثؼ یهٍسق الاػت ̃  ثؼذ ثذٍى یؼیفشوبًغ طج یشهمبد همبیؼِ 2 جدول

⁄  ػبدُ  یهشص      ⁄      

Table 2 Comparison of normalized natural frequency  ̃  of simply 

supported elastic FG plate   ⁄      ⁄      

   ًتبیج
0

 
0.5 1

 
5 10 

 2.7471 3.0163 3.6135 4.3629 5.9841 وًٌَی ًتبیج

 2.6973 2.8351 3.4845 3.9701 5.7523 [8]هشجغ 

 

ی ثشحؼـت  تـبثؼ  یهٍسق الاػـت  اٍلثشسػی ّوگشایـی دُ فشوـبًغ طجیؼـی     3 جدول

(Hz) ػبدُ  یهشص طیؿشا یثشا  ⁄      ⁄            

Table 3 Convergence studies of ten first natural frequencies (Hz) for 

simply supported elastic FG plate           ⁄         ⁄       

   هَد

5
 

10 20
 

30 35 38 

 75.2313 75.2313 75.2441 75.2987 75.4491 75.902 اٍل

 185.935 185.935 185.9601 186.097 186.507 187.471 دٍم

 185.935 185.935 185.9822 186.681 187.571 188.610 ػَم

 294.209 294.209 294.283 294.536 295.712 298.337 چْبسم

 365.114 365.114 365.2091 365.6180 366.739 369.211 پٌجن 

 365.114 365.114 365.2866 365.8907 367.849 371.598 ؿـن

 469.652 469.652 469.8603 470.634 473.198 477.098 ّفتن

 469.652 469.652 470.088 471.291 475.352 481.674 ّـتن

 605.830 605.830 606.311 607.838 616.744 660.059 ًْن

 605.830 608.830 606.955 608.644 620.551 671.119 دّن
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Fig. 3 Variation of first natural frequency of viscoelastic FG plate for 

  ⁄      ⁄             
⁄  پبیِ ٍسق ٍیؼىَالاػتیه تبثؼی ثِ اصای   فشوبًغتغییشات  3 شکل      ⁄  

           

گیشد ٍ  هی ؿذت صَست سًٍذ افضایؾ فشوبًغ ثِ       ایی وِ تب  ثِ گًَِ
       طَسی تمشیجی ثشای ایي سًٍذ وٌذتش ؿذُ، ثِ  ون ثب افضایؾ  ون

ثش همبدیش فشوبًغ اثشی ًخَاّذ داؿت. دس ؿىل    تَاى گفت وِ افضایؾ  هی

بس ثشای ثایي  4ًیض ًوَداس تغییشات همبدیش فشوبًغ هـبثِ ًوَداس ؿىل  3

⁄        ًؼجت ضخبهت ثِ طَل ًوبیؾ دادُ ؿذُ وِ سًٍذ تغیشات ٍ   
ًـبى  4ٍ  3ّبی  همبیؼِ ًتبیج ؿىل اػت. 3تفؼیش ًتبیج هـبثِ ًوَداس ؿىل 

دّذ وِ افضایؾ ًؼجت ضخبهت ثِ طَل ػجت وبّؾ فشوبًغ پبیِ ٍسق  هی

 ّبی الاػتیه، ٍسق پبیِی ّب فشوبًغًوَداس تغییشات  5ؿَد. دس ؿىل  هی

ثِ اصای تغییشات ٍیؼىَالاػتیه ٍ ٍیؼىَالاػتیه تبثؼی  الاػتیه تبثؼی،
⁄    ضشایت تَاًی ًؼجت حجوی ًوبیؾ دادُ ؿذُ وِ          ⁄   

ثبثت آػَدگی ٍیؼىَالاػتیه  ٍسق حبلت اػتخشاج ًتبیج ثشای دس اػت.

همبدیش فشوبًغ دس  5ثشاػبع ؿىل دس ًظش گشفتِ ؿذُ اػت.           

ؿشایط هـبثِ ثشای ٍسق ٍیؼىَالاػتیه ثِ هشاتت ثیؾ اص همبدیش فشوبًغ 
ؿَد دس ٍسق ّبی الاػتیه ٍ  ثشای ٍسق الاػتیه اػت، ّوچٌیي هـبّذُ هی

همبدیش فشوبًغ    افضایؾ ضشیت تَاًی ًؼجت حجویثب  ٍیؼىَالاػتیه تبثؼی

همبدیش ػِ فشوبًغ اٍل ٍسق ٍیؼىَالاػتیه  4دس جذٍل  .یبثذ ٍسق وبّؾ هی

اسائِ هشصی ػبدُ ّشتض ثِ اصای پبساهتشّبی هختلف ثشای ؿشایط ثشحؼت تبثؼی 
ًؼجت ضخبهت ثِ طَل ، همبدیش       ؿذُ اػت. دس ایي جذٍل 

   ⁄ طَس  فشض ؿذُ اػت. ّوبى       ٍ ثبثت آػَدگی               

 فضایؾ ضشیت تَاًی ًؼجت حجویؿَد ثب ا وِ دس ایي جذٍل هـبّذُ هی

یبثذ، ّوچٌیي ثب افضایؾ ًؼجت طَل ثِ ػشض  همبدیش فشوبًغ ٍسق وبّؾ هی
وبّؾ فشوبًغ ثب ؿیت  ⁄  ون ثب افضایؾ  یبثذ وِ ون ٍسق فشوبًغ وبّؾ هی

⁄  تَاى ثِ اصای   ایی وِ هی هلاین ٍ ضؼیفی ّوشاُ خَاّذ ثَد. ثِ گًَِ    

تأثیشی دس همذاس ػذدی فشوبًغ ًخَاّذ داؿت. دس خصَف  ⁄    افضایؾ

ػجت  ⁄    فشوبًغ ًیض افضایؾدس همبدیش ًؼجت ضخبهت ثِ طَل تأثیش 
 ؿَد. افضایؾ ؿذیذ همبدیش فشوبًغ هی

    اصای تغییشات  ّبی هختلف ثِ پبیِ ٍسق  فشوبًغتغییشات  6دس ؿىل 

⁄  ثشای       ⁄     ثشای  ًوبیؾ دادُ ؿذُ اػت.          

ثش      اصای  ثِ  دّذ؛ ثٌبثشایي تغیشات  ٍسق سفتبس الاػتیه اص خَد ًـبى هی
ٍسق سفتبس        تأثیش اػت. ثشای  فشوبًغ طجیؼی ػیؼتن ثی

ٍسق سفتبس ٍیؼىَالاػتیه هٌطجك ثش      ٍیؼىَالاػتیه ثب هذل صًش ٍ 

ؿىل هـبّذُ طَس وِ دس ایي  دّذ. ّوبى ٍیت اص خَد ًـبى هی –هذل ولَیي

 ثب   ٍ  داسد  صؼَدی ػیش  ٍسق   طجیؼی فشوبًغ     همبدیش  وبّؾ ثب   ؿَد هی

 
Fig. 4 Variation of first natural frequency of viscoelastic FG plate for 

  ⁄      ⁄             
⁄  پبیِ ٍسق ٍیؼىَالاػتیه تبثؼی ثِ اصای   فشوبًغتغییشات  4 شکل      ⁄  

           

 
Fig. 5 Variation of first natural frequency of various plates for 
  ⁄      ⁄        

اًی ًؼجت   فشوبًغتغییشات  5شکل  پبیِ ٍسق ّبی هختلف ثِ اصای تغییشات ضشایت تَ

⁄  حجوی       ⁄       

  یبثذ. همبدیش فشوبًغ ًیض افضایؾ هی   افضایؾ

 

 گیری نتیجه5- 

ٍسق ٍیؼىَالاػتیه تبثؼی  هی یثشاهمبدیش فشوبًغ طجیؼی  تحمیك يیدس ا

 تئَسی تغییش ؿىل ثشؿی هشتجِ اٍلجْت تحلیل استؼبؽ ٍسق اص هحبػجِ ٍ 
ػبصی سفتبس ٍیؼىَالاػتیه هبدُ اص هذل ػِ  اػتفبدُ ؿذُ اػت. ثشای هذل

ثشسػی تبثؼی وِ هبدُ هَسد  پبساهتشی صًش اػتفبدُ ؿذُ اػت. ثب تَجِ ثِ ایي

اػت، ضشایت هذل صًش ًیض ثِ صَست تَاثؼی اص ضخبهت دس ًظش گشفتِ ؿذُ 

اػت. ؿشایط هشصی هَسد اػتفبدُ ؿشایط هشصی چْبسطشف ػبدُ اػت. ثب 
ّبی ایضٍتشٍح  آهذُ اص ایي پظٍّؾ ثب ًتبیج ٍسق دػت همبیؼِ ًتبیج ثِ

ج ایي همبلِ ٍ تَاى ًتیجِ گشفت وِ تطبثك خَثی ثیي ًتبی ٍیؼىَالاػتیه، هی

اَثك ػلوی ثشخَسداس اػت. ًتبیج ثِ دػت ًتبیج ثِ آهذُ ًـبى  دػت آهذُ دس ػ

دٌّذ وِ ثب افضایؾ ًؼجت اضلاع ٍسق، همذاس فشوبًغ استؼبؽ ون ؿذُ  هی
یبثذ. ّش چِ همذاس  اػت. همذاس فشوبًغ ثب افضایؾ ضخبهت ٍسق ًیض افضایؾ هی

فشوبًغ طجیؼی ٍسق ًیض ضشیت تَاًی ًؼجت حجوی افضایؾ یبثذ همذاس 

یبثذ. ثب افضایؾ ثبثت صهبًی آػَدگی همذاس فشوبًغ طجیؼی ٍسق ًیض  وبّؾ هی

 هیؼىَالاػتیٍسق ٍ یهـبثِ ثشا طیفشوبًغ دس ؿشا شیهمبدیبثذ.  افضایؾ هی
 اػت. هیٍسق الاػت یفشوبًغ ثشا شیاص همبد ؾیث
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 ّشتضثشحؼت              ثشای ثِ اصای پبساهتشّبی هختلفٍسق ٍیؼىَالاػتیه تبثؼی اٍل همبدیش ػِ فشوبًغ  4 جدول

Table 4 The first three natural frequencies of viscoelastic FG plate plate of various parameters for             (Hz) 

  ⁄    
  ⁄        ⁄      ⁄      ⁄    

                                    

0.05 

0 848.871 1352.47 2848.19 340.189 878.871 1352.47 189.166 245.832 697.77 177.072 197.479 685.75 

0.5 806.575 1286.66 2709.95 323.604 806.575 1286.66 179.942 233.845 663.775 168.437 187.85 685.75 

1 797.542 1272.19 2679.12 319.995 797.542 1272.19 177.937 231.239 656.351 166.561 185.757 645.044 

2 796.076 1269.73 2673.24 319.436 796.076 1269.73 177.631 177.631 655.162 166.275 185.438 643.877 

5 789.464 1259.08 2650.15 316.811 789.464 1259.08 176.176 228.946 649.737 164.913 183.918 638.547 

10 772.307 1231.74 2592.71 309.921 772.307 1231.74 172.344 223.966 635.614 161.326 179.917 624.667 

20 752.049 1199.49 2525.19 301.777 752.049 1199.49 167.812 218.079 618.933 157.084 175.187 608.272 

0.1 

0 1670.44 2641.58 2641.58 676.235 1670.44 2641.58 377.045 489.494 1378.32 352.918 393.447 1354.48 

0.5 1589.43 2513.9 5168.04 643.328 1589.43 2513.9 358.677 465.658 1311.41 335.818 374.386 1289.08 

1 1571.28 2484.78 5105.82 636.094 1571.28 2484.78 354.664 460.438 1296.5 332.061 370.195 1274.44 

2 1567.69 2478.26 5087.73 634.867 1567.69 2478.26 354.018 459.58 1293.67 331.459 369.519 1271.67 

5 1554.03 2455.89 5037.47 629.54 1554.03 2455.89 351.083 455.753 1282.52 328.714 366.453 1260.71 

10 1520.36 2402.83 4929.37 615.869 1520.36 2402.83 343.452 445.85 1254.72 321.569 358.489 1233.38 

20 1480.84 1480.84 4804.45 599.743 1480.84 2340.78 334.44 434.161 1222.03 313.13 349.084 1201.25 

0.15 

0 2445.32 3816.74 3816.74 1004.25 2446 3817.8 562.237 728.709 2025.9 526.593 586.715 1992.08 

0.5 2328.17 3635.11 7224.74 955.518 2328.17 3635.11 535.041 693.492 1928.65 501.117 558.339 1896.43 

1 2300.8 3591.17 7131.47 944.635 2300.8 3591.17 529.01 685.644 1906.18 495.473 552.041 1874.35 

2 2293.98 3578.11 7093.67 942.533 2293.98 3578.11 527.957 684.218 1900.92 494.496 550.936 1869.22 

5 2272.53 3542.45 7012.16 934.366 2272.53 3542.45 523.498 678.383 1883.52 490.329 546.276 1852.14 

10 2223.55 3466.49 6863.64 914.119 2223.55 3466.49 512.134 663.667 1842.87 479.683 534.419 1812.15 

20 2166.54 3378.81 6695.95 890.326 2166.54 3378.81 498.741 646.342 1795.41 467.134 520.447 1765.47 

 

 
Fig. 6 Variation of first natural frequency of various plates for     and 

  ⁄      ⁄            

ثشای      اصای تغییشات  ّبی هختلف ثِ پبیِ ٍسق  فشوبًغتغییشات  6شکل 
  ⁄      ⁄            

 فهرست علایم6- 

 (Paهذٍل الاػتیؼیتِ )  

 حجوی تَاًی ًؼجتضشیت   

 (Paهذٍل ثشؿی )  

 (Paهذٍل ثبله )  

 ثبثت آػَدگی  

 ػلاین یًَبًی

 ضشیت پَاػَى  

 (kgm-3چگبلی )  

 ثبثت دهپش  

 (Pa)هذٍل آػَدگی ثشؿی   
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